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SIR  L'EOIATIOX  DE  DEGRE  m  Qll  DO\XE  tang^ 

LORSQl'0\  COWAIT  tanga; 

Par  m.  Gii.  BIEHLER. 


L'équation  de  degré  m,  qui  donne  tang—  lorsqu'on 
connaît  tang  a,  est,  comme  on  sait, 

.     __  {i  ^  i x)"^  ~  (i  —  ix )'« 

~    (I  -T-  tJ7)'»+  (l  —  ix)'"  '  ^ 

a 
en  posant  tang  —  =  a;  et  tang«  =  a. 

Cette  équation,  mise  sous  forme  entière,  devient 

(i  -f-  ix)"^{i  —  i'x)  —  (i  —  ix)"^{i  -f-  i'a)  =  o. 
Les  deux  expressions 

{i-\-ixy"{x  —  i'a)     et     Ci  —  ix)"'{i-\-ioL) 

étant  imaginaires  conjuguées,  leur  différence  renferme  i 
en  facteur,  et,  par  suite,  en  posant 

(i)  iYm—  d-^  ix)'"(i  —  iu)  —  {i  —  ix)"'{i-h  i%), 

le  polynôme  \ m  sera  à  coefficients  réels  et  de  degré  m. 
Cela  posé,  nous  allons  former  l'équation  différentielle 
du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  le  polynôme  V;,j,  et 
nous  allons  appliquer  les  théorèmes  de  Sturm  et  de 
Rolle  aux  polynômes  qui  figurent  dans  cette  équation. 


(  6  ) 
en  vue  de  démontrer  (jiu;  V„,  =  o  a   toutes  ses  racines 
réelles. 

I.  A  cet  efiet,  prenons  les  dérivées  des  deux  membres 
de  l'égalité  (i),  il  viendra 

jV',„=  mi\(  I  -~  f  r )'"-!( I  —  Aa)  —  (  I  —  i.r)'«->  (n-  «a)] 

ou 

(2)     V',„  =  m[(n-  (;>)'«-' (i  — ta)  +  (i  —  t>)'«-'(i-r-  îol); 
en  dérivant  une  seconde  fois, 

^    '  \  —  Cl  — i.r)'"-2(i+ ia)]. 

D'autre   part,   en  multipliant  les   deux  membres  de 
l'égalité  (2),  le  premier  par  2i.r,  le  second  par 

(1  -+-  ix)  —  (i  —  ix). 

qui  lui  est  égal,  il  viendra 

2  j:cV',„=  ?7i[(i  -4-  ixy"(}  —  i'a)  —  (i  —  ixy"{i  -t-  iy.)\ 
-+-  /}i[—  (i-\-ix)"'-^(i  —  ix){i  —  ta) 

-f-(i—  f^)"'-'(i+  i^)(n-  la)], 

et,  en  remplaçant  le  produit  (  1  +  ix)  (i  — ix)  par  i -f-x-, 
on  aura 

2  ixN'„i  =  niiWm —  '^(i  -4--î"^) 

X  [(i  -i-  ia^)»'-2(i  —  ta;  —  (i  —  J.r)'«-*(i  -h  ta)] 
OU 

V" 

2t.rV',„  =  miV,„  — (n-.r-^)  ;^ -. 

{m  —  I  )  t 

ou  enfin 

ix\'„i{n^  —  ')  =  w(/?i  — i)V„, -f-(i  +  ^2)V';„, 
que  l'on  peut  écrire 

(4)      m(m  —  i)V,„—  2(m  —  i)^V'„,  -h  (i  -h  x^)\",„  =  o. 

Cette  équation  va  nous  permettre  de  démontrer  la 
réalité  de  toutes  les  racines  de  \,„  =  o. 


(  7) 
2.  A  cet  eflet,  prenons  les  dérivées   d'ordre    u.   des 
deux  membres  de  l'équation  (4),  il  viendra 

OU  bien 

{m-ii)(m-ix-i]Yf;> 

—  lim  —  ix  —  i):rV;!;-^'^^  (  i  -i-  .r2) yitj-^s)  ^  ^ 

En   donnant  à   <^  les  valeurs  o,  i,  2,  .  .  .,  m  —  2,  il 
viendra 

7n{m  —  i)  V,„—  2(m  —  i)x  Y',,,  ^  (i  -+-  x'-)Y",„  =  o, 
(m  -  i)  (m  -  2)  V;„  -  aCm  -  2):r  V';„^  (i  -f-  .r^)  V^;,  =  o, 

2  v'„'r-'  -  2  -  2J7  v^/f-"  +  (i  +  .r2)  Vf;;"  =  o. 

Ces  relations  nous  montrent  que  les  fonctions  V,7i,  V',„, 
^In  •  -  '1  V^'f  jouissent  des  propriétés  requises  pour  que 
le  théorème  de  Sturm  puisse  leur  être  appliqué.  En 
effet,  la  dernière  V^'  ne  change  pas  de  signe,  c'est  une 
constante  5  deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  pas 
s'annuler  pour  une  même  valeur  de  a:;  si  une  fonc- 
tion \'^^' s'annule  pour  une  valeur  de  x,  les  fonctions  V^^-" 
et  V^^+'*  prennent  pour  cette  valeur  de  x  des  signes  con- 
traires ;  enfin  V;„  est  la  dérivée  de  Y„i-  II  s'ensuit  que, 
la  suite  V„,,  \  '^^^,  .  .  . ,  V|,7'  ne  présentant  que  des  varia- 
tions pour  X  =  —  X  et  des  permanences  pour  o:  =  -f-  oo, 
la  suite  perd  m  variations  quand  x  passe  de  —  ce  à  -h  ce  5 
par  suite,  toutes  les  racines  de  l'équation  V,„=o  sont 
réelles  et  inégales. 

3.  AjDpliquons  maintenant  le  théorème  de  Rolle  pour 
établir  la  réalité  de  toutes  les  racines  de  Y,n=  o. 

Remarquons,  à  cet  eilet,  que  l'égalité  (3)  nous  donne 
la  relation 

V'^„  =  —  m(  m  —  iW, 


III  -î 


(  8) 
V,«_2  étant  ce  (jue  devient  V,„  quand  on  y  remplace  m 
par  m — 2,  a  restant  le  même,  et  supposons  que  les 
racines  de  \„,_o=o  soient  réelles  et  inégales.  Nous 
allons  démontrer  qu'il  en  est  de  même  des  racines  de 
V„.^o. 

Pour  cela,  considérons  la  seconde  des  équations  diffé- 
rentielles du  tableau  précédent,  à  savoir  : 

(5)     {m  -  i)(m  -  2)  \',„  —  -i{m  —  2)arV';„-+-  (1  +  x^-)Y";,i  =  o, 

déduite  de  l'écfuation  (4)- 

Les  racines  de  \  ,«_2  étant  réelles  et  inégales  et  dé- 
signées par  a,,  a.j,  .  .  . ,  a,„_2  dans  l'ordi^e  croissant,  sub- 
stituons-les dans  la  relation  (5)  ;  on  aura  le  tableau  sui- 
vant : 

(  m  —  i)  (  //i  —  2  )  V',„  (  ai  )  -l-  (' I  -^  af  )  V;;,  (  a,  )  =  o, 

{m  —  i){m  —  i)  V'„,  ( a,„_2 )  -1-  ( i  4-  a2„_,  )  V',", ( a,,,-, )  =  o, 

car  a,,  ao,  •  .  • ,  am_2  sont  racines  de  l'équation  ^  ,",  =  o. 
Or,  d'après  le  théorème  de  Rolle,  les  quantités 

v;;,  (  ïi ,),   v;;, ( a.,  ),    . . . ,   v';;^ ( a,,,-, .) 

ne  présentent  que   des   variations  ;    il  en  est  donc   de 
même  des  quantités 

V;„  (  ai  ),     V',„  (  a,  ),      .  .  . ,      Ym  (  a,,,-,  )• 

Mais  on  sait  ({ue,  si  toutes  les  racines  de  l'équation 
dérivée  d'une  équation  proposée  sont  réelles  et  inégales, 
et  si,  substituées  dans  le  premier  membre  de  la  pro- 
posée par  ordre  de  grandeur,  elles  donnent  des  résultats 
de  substitutions  de  signes  contraires,  toutes  les  racines 
de  la  proposée  sont  réelles. 

Il  s'ensuit  que  toutes  les  racines  de  l'équation  V,,^  =  o 
sont  réelles  et  inégales. 

Soient  h^,  /^o,  .  . .,  h,n-^\  les  (//i  —  v)  racines  réelles  de 
V^j   ,  :z^  o  ;    en  les  substituant  dans  l'équalion  (4),  on 


(9) 

aura 

/«(m  — ij  V,„(6,)M-(i-T-  b\)\"„,{bi)  =  o, 

mi  m  —  i)  \m(b„i-i)-r-  (i  -H  62j_i  )  V;„(6,„_i)  =  o  ; 
mais,  d'après  le  théorème  de  Rolle, 

v';„(6i),  v';„(6,),   ...,  v;„(6,„_,) 

sont  alUMiialivemcnt  de  signes  contraires^  donc  les 
quantités 

ue  présentent  elles-mêmes  que  des  variations.  Il  s'en- 
suit que  toutes  les  racines  de  l'équation  \„i=o  sont 
réelles  et  inégales. 

Nous  avons  supposé  que  l'équation  V^^  .,  ^  o  a  toutes 
ses  racines  réelles  et  inégales.  Cette  propriété  se  recon- 
naît immédiatement  sur  les  équations 

^  1  =  o        et        V2  =  o, 
qui  sont 

Vi  =  o.(x  —  a),         V2  =  -îlaix-  —  ij  -H  ix]. 

On  eu  conclut  que,  d'une  part,  \  2«^(  =  o  a  toutes  ses 
racines  réelles,  et,  d'autre  part,  que  Yo„=o  a  aussi 
toutes  ses  racines  réelles  ;  par  suite,  on  peut  dire  d'une 
manière  générale  que  l'équation  V  ,„  =  o  a  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales. 


SIR  l\E  CLASSE  D'ÉQtATIO\S  ALGÉBRIOIES 
DO\T  TOLTES  LES  RACINES  SOXT  RÉELLES; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


1 .    .Si  l'on  pose 

J' 


\/  i  —  2  a  ,/:•  -^  a- 


(    lo   ) 
la  dérivée  d'ordre  «de  )■  par  rapport  à  a  est  une  expres- 
sion de  la  forme 

Q«(.r,a) 

f' 

11  +  - 
{ I  —  2  a  a;  -+-  7.2  )       2 

où  Q^n{^^-,  °'-)  t;st  un  polynôme  de  degré  Ji   en  x  et  de 
degré  Ji  en  a. 

Je  vais  mettre  en  évidence  quelques  propriétés  du 
polynôme  Q«(a:,  a),  et  je  supposerai,  dans  ce  qui  va 
suivre,  que  x  ait  reçu  des  valeurs  telles  que  le  trinôme 
I  —  2  ax  H-  a-  ait  ses  zéros  imaginaires,  c'est-à-dire  que 
X  soit  compris  entre  —  i  et  4-  i . 


De  l'égalité 


y 


on  lire 

I  T  —  a 

y'  ~  "^^^^^  -^  — : — 2 

ou  bien 

y{i  —  ■ly.x  -+-  a2)  +  j^(a^;r)=  o. 

En  dérivaut  7i  fois  les  deux  membres  par  rapport  à  a, 
il  viendra 


/(/!  +  l) 


(i  —  2a,r  -h  a"2  ) -+- ( 2 /i  -f-  i)jK^"K^  —  j:')+  «^^(«-i)  _  q^ 


En  remplaçant  JK'""^'^J'^"^J'^"~^^  parleui's  valeurs  ex- 
primées eu  fonction  des  polynômes  de  la  forme  Q„(jt:,  a), 
on  aura 

(a)  i  Q"+i(-f''^)  +  (2'^-^0(='  — -^jQ'iC-^j^) 

'^  I  -+- n^{i  —  2aa7 -h  a2)Q„_[(a-,  a)=  o. 

En  diiférentiant  l'équation 

(i  —  2a.r  +  a-)       ^ 


par  rapport  à  a,  on  obtiendra  la  relation  suivante 

/  — (i  —  aaj"^- a3)Q'„(a-,  a)=  o; 

d'oùl'on  tire,  en  comparant  les  égalités  (a)  et  (/-'), 

(c)  Q;j(j",  a)=:  — /i2Q„_i(j-,  a). 

Enfin,  au  moyen  des  égalités  (  Z»)  et  (c),  on  peut  ob- 
tenir l'équation  ditïérentielle  du  second  ordre  à  laquelle 
satisfait  le  polynôme  Q/,(a:,  a).  Il  suffit  pour  cela  de  dif- 
férentier  par  rapport  à  a  l'équation  (^)  et  de  remplacer 
dans  le  résultat 

Q',i+i(^,'--^)     par     — (/i  +  i)2Q„(.r,  a), 

qui  sont  identiques  d'après  la  relation  (c). 
On  obtient  ainsi  l'équation 

\       — (2/1  -  i)(a  — a-)Q;,(.r,  a)-H«2Q„(j",  a)=  o. 

2.  Les  relations  (a),  (c),  (  <■/)  vont  nous  permettre  de 
démontrer  que  l'équation 

Q„{t,  a)=  o 

de  degré  /z  en  a  a  toutes  ses  racines  réelles,  pourvu  que 
X  soit  compris  entre  —  i  et  +  i . 

La  relation  (a)  est  en  ellet  le  type  de  la  série  des 
égalités 

Q„(^,a)-t-(2n  —  i)(a— a7)Q„_i(a^,  a)-t-(/i  —  i)2Q,j_2(j-,a)  =  o, 

Q2(a?,  a)-l-3(a  — ip)Q,(j-,  a)-f-  Qo=  O, 

qui  montrent  que  le  théorème  de  Sturni  est  applicable  à 

l'équation 

Q„(ar,  a)=  o. 

La  relation  (a)  montre  en  outre  que   les  coefficients 


(  ï^^  ) 

des  plus  hautes  puissances  de  a  dans  les  fondions 

Q„(:r,  a),     Q„^i(:r,  a),      ...,     Qo 

ont  des  signes  alternés.  Il  s'ensuit  que.  pour  a  =  —  oo. 

la  suite 

Q«(a",  ît),     Q^-iC-^-,  a),  •••,  Qo 

ne  présente  que  des  permanences  et  que,  pour  a  =  -1-  co, 
elle  ne  présente  que  des  variations 5  la  suite  gagne  n  va- 
riations quand  a  croit  de  —  cok  -|-  co  j  par  suite,  toutes 
les  racines  de  l'équation 

Q„(a7,  a)=  o, 

considéiée  comme  une  équation  en  a,  sont  réelles. 

Le  théorème  de  Sturm  peut  être  appliqué  aussi  à  la 
série  des  fonctions 

il  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  considérer  l'équation  diffé- 
rentielle (f/)  et  de  former  le  tableau 

Q;j(ar,  a)(i  —  2a:r-t-a2)  — (2rt  — i)(a  —  ^)Q„(,r,  a)-l-  /i2Q„(^,  a)=  o, 
Q;:(.r,  a)(i  -  2'/.r  ^a2)  — (2/i  — 3)(a-,r)Q';,(;jf,  a)-f-(n  —  i)2QU.r,  a)  =  o, 

Qi;"(.^•,  a)(i-2a.r  +  a2)-3(a-3r)Q<f-i)(.r,  a)+2'-Qff-2)(:r,  a)=o, 

qui  nous  montre  que  les  dérivées  de  Q«(.r,  a)  jouissent 
des  propriétés  des  fonctions  de  Sturm. 

On  pourrait  aussi  appliquer  le  tliéorème  de  Rolle  pour 
arriver  au  même  résultat;  il  suffirait  de  considérer  la 
relation  (rt),  en  faisant  aussi  usage  de  (c)  \  la  relation  (c) 
nous  montre  en  effet  que 

Q'„4.,(.r,  «)=  —  («  +  i)-2Q„(.r,  a), 

et,  si  l'on  admet  que  Q„(x,  a)=  o  a  toutes  ses  racines 
réelles  et   séparées  par  celles  de  Q,,    1=  o,  on  montre 


(  ^3  ) 

aisément  que  (^«4.1  (x,  a'i  =  (>  a  aussi  toutes  ses  racines 
réelles  et  séparées  par  celles  de  Q„(x\  y.)=  o. 

On  arrive  encore  au  même  résultat  en  appliquant  le 
théorème  de  Rolle,  au  moyen  de  l'équation  différen- 
tielle (d).  On  voit  clairement,  dans  tout  ce  qui  précède, 
la  nécessité  de  supposer  que  le  polynôme 

(i  —  aajT-i-a-) 

ne  change  pas  de  signe  quand  a  varie  de  — a;  à  +  oc  et 
par  suite  la  nécessité  d'astreindre  x  à  être  compris 
entre  —  i  et  -i-  i . 

3.  Si  l'on  développe  la  fonction  — ^=^^z^=^  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  a,  sous  la  forme 

=  Xo+  aXi-h  aSXa-l-.  .  .^-a«X,j-t-.  .., 

les  coeflQcients  Xo,X,,  .  .  . .  X^  sont,  comme  l'on  sait, 
les  polynômes  de  Legendre.  Leur  degré  en  x  est  égal  à 
l'indice  de  X.  Ces  polynômes  sont  liés  aux  polynômes 
Q„(x,  a)  par  la  relation 


I  .  2  .  3  .  .  .  /? 

or 


i.2.3...n\rJa"/o       '  "■ 
^^"7  Q„(.r,  a) 


En  faisant  a  =  o  dans  cette  égalité,  on  obtient 

I  .2.3  .  .  .  /l  X„  =  Q/z(a7,  o). 

Cette  relation  nous  fournit  immédiatement  celle  qui 
lie  entre  eux  trois  polynômes  X  d'indices  consécutifs. 
En  faisant  a  =  o  dans  la  relation  (a),  on  obtient 

Qn+\(^,  o)-^(2/l  -{-  l)(—  XjQni^,  0)-+-  n-Qn-l(^,  O)  =  O 


(  • 


(n  -¥-i)l  X„+i— (2«  -T-i).r.n!  X„-^  /l'in  —  i)!  X„_i  =  o. 

en  désignant  le  produit  i  .2.3  .  .  .  fi  par  Ji ! . 

En  supprimant  le  facteur  numérique  «!,  il  viendra 

(e)  (»-!-  i)X„-Hi  — f  2rt  -4-i):rX„-h  rtX„_i  =  o. 

Cette    relation  permet   d'appliquer   le    théorème   de 

Slurm  à  l'équation 

X„  =  o, 

et  de  montrer  qu'elle  a  toutes  ses  racines  réelles. 

Pour  savoir  si  la  suite  X„,  X,;_, ,  .  .  .  ,Xi ,  Xq  gagne  ou 
perd  ses  variations,  il  suffit  de  considérer  l'équation  (e), 
qui  nous  fait  voir  que  les  coefficients  de  la  plus  liante 
puissance  de  x  ont  le  même  signe  dans  toutes  les  fonc- 
tions X„,  X„_,,  ...,  X.  La  suite  perd  donc  ses  variations 
quand  x  passe  de  —  ce  à  4-  co. 

Le  polynôme  Q„  (x,  a)  peut  s'exprimer  d'une  manière 
simple  en  fonction  des  quantités  X^. 

On  a,  en  effet, 

Q„(,-r,  a)=  Qn{^,  o)—  aQ'„(a'.  o) 

+■  ^  Q;(.r,  0)+. . .+  1^  Q'„«'(-r,  o), 

les  dérivées  étant  prises  par  rapport  à  a. 
D'après  la  relation  (c), 

0;,(.r,  a)  =  — «2Q,,_,(.r,  ï); 
par  suite, 

Q«(^,a)=— «-Q'„-i(^r,  a)=«2(rt  — i)2Q„_2(:r,  a), 

Q(!J-)(.r,a)=:(—  i)[^n^ii  —  i/^  .  .  .  (  /(  —  ;jl -;-  D^Q^-uC^,  a). 


En  faisant  a  =  o  dans  toutes  ces  égalités,  on  aura 

Q'ni^,  o)  =  —  n2Q„_i(.r,  o), 
Q';(:r,  o)= /i2(«_  i)2Q„_,(.r,o), 


Q!S^)(^-  o)  =  (—i)\'-iiHn—i)'-...(n—ix^iyqa-ij.{^,o), 

et,  en  remplaçant  Q«_(  (x,  o).  .  .  . ,  Q/î_a(-a^,  o)  par  leur 
expression  en  X„_,,  .  .  . ,  Xrt_jj.,  il  viendra 

Q;(.r,  o )=—«.«!  X„_i, 

Q«  (  -^i  o  )  =  rt  (  n  —  I  )  n  !  X„_2 , 


Ç)f\x,o)  =  (—i)\>-/i(n  —  i)..  .(n  —  ix^i)nl  X,,^^: 

on  peut  donc  écrire 

Q„f.r,  a)  /i(/i  — i) 

; =  X„  —  n  a  X«_i  -^ -'  a2  X„_2  -H . . . 

-^(— i)f^  —, aH-X„.-p.-^... 

L'équation  différentielle  (d)  nous  fournit  la  valeur  de 
Q^„(x,y.}  pour  .X  =  o  ;  cette  expression  peut  aussi  se 
tirer  de  la  précédente  en  remarquant  qu'on  a,  d'une  ma- 
nière générale, 

{n  -^  i)[X„H_i].r=o-^  n[X,i-i]jc=o  =  o. 

Les  polynômes  X«  ne  renferment,  d'après  la  rela- 
tion (e),  que  des  puissances  de  même  parité;  l'expres- 
sion de  Q„(o,cz)  ne  reafermera  donc  que  des  puis- 
sances de  a  de  même  parité.  L'équation  différentielle  (d) 
nous  donne 

Q,, (  o,  a  I  n( n  —  i) 


1 .1- 

n{n  —  I  )(n  —  2)(«  —  3  ) 

(  I  .2)2  X  l'* 


a«    4-i-. 


^  '  (  I  .2.   )./>)2  2'-/' 


(  1«  ) 

La  valeur x  =  o  transforme  (i  —  aa.r  -|-  a-)  en  i  -|-  a-^ 
par  suite,  l'equalion 

(^„(o,  01.)=  o 

a  aussi  toutes  ses  racines  réelles. 

4.   Nous  allons  maintenant  chercher  d'autres  expres- 
sions du  polynôme  X«. 

A  cet  effet,  remarquons  que 


y 


y/i  —  7.0.0:  -+-  a"^ 
peut  s'écrire 

I  I 

y=   , X 


Si  l'on  pose 


yj  I  —  .r2 


on  aura 


)ar  suite 


y  = 


\l \  —  ,r2        \/r-^  s- 


ùt  <)z  ÔJ.  ()Z    l  .  /  j         ^ 


Oi 


par  suite 


àz"  ^-„i  v/i  — .r2 


'>'V  __    Q«(o,^)       (-1)" 


<^^"  _^  _.,    «  +  î-    (/l  _  .7-2)"    /i  _  .r2  ' 


(   «7  ) 
et,  faisant  a  =  o. 


^''r\  _      Q.n(o,Zo)  (—1)" 


/dny\  ^ 


en  désignant  par  ^o  ce  que  devient  z  pour  a  =  o.  Mais 


donc 


y/i  —  X-  \/  i  —  X* 

1-^  z},=  i-^ 


l  X^  I  X* 

par  suite 


ou  enfin 


)"Q«(o,-=^Vv/T^^r 


Cette  égalité  nous  fait  voir  que  les  racines  de  l'équa- 
tion Xrt  =  o  sont  toutes  comprises  entre  —  i  et  -}-  i . 
En  effet,  l'équation 

Q„(o,a)—  o 

a  toutes  ses  racines   réelles;   soient  a,,a2,  .  .  . ,  a„   ces 
racines. 

Les  racines  de  l'équation  X,^  =  o  étant  désignées  par 
jc ^  *  <^2?  •  '  •  ?  *^ fi*t  on  a 

.r,  Xn 

«1  =  -7—= >  •••'  a„=-— =^, 

OU 

a,  a., 

Xi  = 


au  signe  près;  on  voit  par  suite  que  a:i,Xo,  ...,.r„  sont 
Ann.  de  Mathf'inat..  ?>'  série,  t.  VI.  (Janvier  jSS;.  )  ^- 


(  »«  ^ 

toutes  réelles  et  plus  petites  que  ruuité  eu  valeur  ab- 
solue. 

Nous  avons  trouvé  l'expression  de  Q«(o,  a),  à  savoir 

X     0,,(o,  a)  nin  —  i) 


nin  —  \){n  —  ■).){n  —  3) 


rn-4. 


^n  en  déduit 


I .  ■^"- 
n(7i  —  i)(7î.  —  'i)(n  —  3) 


(1  .2)2  2^ 


x'i-'*{i  —  x^y 


n(n  —  \) .  .  An  —  ip-^\)         „    , 

^     '  (piy-xi-p  ^         ' 

On  sait  que,  si  l'on  prend  la  dérivée  d'ordre  n  de 
(x-  —  i)"  en  employant  la  formule  connue  pour  la  dé- 
rivée d'ordre  n  d'une  fonction  de  fonction  de  la  forme 
o(j:-),  à  savoir 

n{n  —  \^{n  —  2)(n  — 3),      ,      ,         ,,   ,^ 
H !^ ^ !: (2  07)"-* Ci"-» (0:2)-;-..., 


il  viendra 


rf«[(a;2— i)"]      „  ,  r 

— t^— ^ '  =  2"  n  !     . 

dx"'  L 


ni  n  —  n         . ,    „ 
x'^-\ ^^ — ; .r'»-2(:r2_,) 

nin  —  i)(n  —  i^i^n  —  3) 

(1.2)2  2^ 


x''-'*ix'' 


-..-^...]. 


En  comparant  cette  expression  avec  celle  de  X«  pré- 
cédemment trouvée,  il  viendra 

_       1        c/«fCr2— 1)«  I 
2"  n  !  f/.r'' 

qui  est  l'expression  bien  connue  du  polynôme  X„. 


'    '9 


SIR  LES  CO\DITIO\S  DIVTEGUABILITE  D'LXE  EXPRESSION 
DIFFÉREXTIELLE; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


On  dit  ordinairement  que,  pour  que  l'expression 

(i)  pidxi^p^dxi-i-. .  .  —  pndxn 

soitune différentielle  exacte,/;,, /^o»  ••••)Pn  désignant  des 
fonctions  de  x,,  a:j,  .  .  .,  Xn-,  il  faut  et  il  suffit  que  les 

relations  comprises  dans  le  type 

(a)  ^_^=:0 

soient  identiquement  satisfaites;  mais  ce  que  l'on  ne  dit 
pas  toujours,  c'est  que  ces  conditions  peuvent  être  rem- 
placées par  d'autres  moins  générales. 
Si  l'on  pose 


à.\ 

'•j        àxt 

Jacobi 

a  remarqi 

né  que 

l'on 

avait 

(3) 

'^Pij     . 

'¥jk 

'^Pki 

dXk 

àXi 

dXj 

Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  en  effectuant  les  différen- 
tiations  indiquées.  Il  en  a  conclu  qu'une  partie  des  re- 
lations (2)  rentraient  les  unes  dans  les  autres,  lorsque  Ji 
était  plus  grand  que  3.  Mais  l'illustre  géomètre  aurait  pu 
déduire  d'autres  conséquences  de  la  formule  (3).  Sup- 
posons, en  effet,  Ptj=  o,  pik=  —  p/ii=  05  on  aura 

-^  — 

ÔXi 


(    '^o    ) 
et,  par  suite,  /;/^  est  indépendant  de  Xj\  il  résulte  de  là 
que,  si  l'on  a 

les  quantités  /7/y,  où  /  et  j  sont  différents  de  i,  sont 
indépendantes  de  .r, .  Si  donc  elles  sont  nulles  pour  une 
valeur  particulière  x\  de  x^^  elles  seront  nulles,  quel 
que  soit  X{  ;  on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  V expression  (i)  soit  une  différentielle 
exacte,  il  faut  et  il  suffit  : 

1°  Que  l'on  ait  identiquement 

'       dxz        dxi  dx^        dxi  '  dr„        dx^  ' 

•i."  Que  l' expression 

/>î  dx^~.  .  .-^pn  dXn 

soit  une  différentielle  exacte  relativement  à  x^^x^,  ..., 
Xn  pour  X\  =  a:". 

En  d'autres  termes,  les  relations  (2),  dans  lesquelles  i 
et  y  sont  différents  de  i,  n'ont  besoin  d'être  satisfaites 
que  pour  Xx=-  x^^. 

Celte  remarque  m'a  permis  de  simplifier  un  certain 
nombre  de  théories  relatives  aux  dérivées  partielles  5  je 
vais  montrer  comment  elle  conduit  de  la  façon  la  plus 
simple  à  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(5)  -^  =f[^ri,  Xi,  ...,.r„,  t,pi,  P2,  ••',  Pn), 

qui  est  le  type  auquel  on  peut  ramener  toutes  les  équa- 
tions du  premier  ordre.  Dans  cette  équation,  u  désigne 
une  fonction  inconnue  des  variables  X),  x^,  ■  •  .,  Xn,  t 

,  r)n  r)u  |. 

et  de  /;,  =  -     •>  -  ■  ■  ■>  p,i  =:  - —   ne  contenant  pas  u  expli- 

oXi  ^'•■^n 

citement. 


(  2»  ) 

Intégrer  l'équation  (i),  c'est  trouver  des  (onctions /.>| , 
^a^  '  '  '  ■>  Pn  rendant  l'expression 

jPi  dxi  -^- .  . .  -f-/>,j  <r/.r„  -;-  f  clt 

égale  à  une  dillérentielle  exacte  du  dont  l'intégrale  sera 
alors  la  fonction  inconnue  u.  D'api'ès  notre  remarque,  il 
faudrait  que  l'on  eût 

àt  dxi^  Ot  dx-i'  '  dt  dxn 

identiquement,  et  que,  pour  t  =  ^"5  on  eût 

drs  dm 

ra  désignant  une  fonction  arbitraire  de  jCi,  ...,a:„,  à 
laquelle  se  réduira  u  pour  t  =  t^. 
Les  équations  (6)  doivent  s'écrire 

/   àp.   _    àf  ^     àf  ,      df  ,      df 

(8)  '    dp.,  _    df         df  df  df 

'dr~d^,^di,P''--^-df,P''-^----^d^^P'''^ 


pij  désignant,  pour  abréger,  -—■  Je  remplace  ces  équa- 
tions par  les  suivantes  : 

,'  àpi  _  df        df  df  àf 

~àt-W,^d^,  P''^d^,P''^--  --^d^J"" 
{S  bis)   i  dp.-,  _   df         df  àf  àf 

llï  ~  àF,-^  àf,P''-^  -^,P''-^----^  ^,^'-' 


Il  faut  intégrer  le  système  (8),  de  telle  sorte  que,  pour 
f  =  £0,  on  ait 

dm 
P'=d^/ 

et  alors  p,,  p.^^  .  .  .  seront  les  dérivées  de  la  fonction  u 


(  2'-^-  ) 

satisfaisant   à  l'équation  (5).  Mais,  eu  intégrant  le  sys- 
tème (8  bis)^  de  telle  sorte  que,  pour  t  =  ï",  on  ait 


Pi 


les  fonctions  p  seront  aussi  les  dérivées  d'une  certaine 
fonction,  et  l'on  aura 

PiJ^Pji^ 

et,  par  suite,  les  équations  (8)  auront,  dans  Fhypothèse 
où  l'on  s'est  placé,  les  mêmes  solutions  que  (8  his^.  Ce 
sont  alors  les  équations  (8)  que  nous  allons  essayer 
d'intégrer. 


On  a 


dpx  =  PW  (^-^1  -'^  IH2  àXi  -4-  .  .  .-+-pin  dj-n--  ~-  clt , 

dpi  =  Pu  dxi  -+-  p^=,_  dx-i  -^ ...-!-  />-2«  dx,i  H — ~^  dt^ 


Tirons  -^'4/'  •*•    des  équations   (8)  pour  les  porter 
dans  celles-ci,  elles  deviendront 


et  si  l'on  établit  entre  les  x  et  les  p  les  relations  sui- 
vantes : 

dxj  _         r)/  dxn  _         f)f 

dt              ôpi  dt              dpn 

il  faudra,  en  vertu  des  équations  piécédentes,  que  l'on 
ail  aussi 

(10)              ^^-'  =  -'•/! ,  .  .  .,         '^''"  =    'It^  . 

dt          àxi  dt          dx,i 


■    (  23  ) 

Intégrons  alors  les  équations  (9)  et  (10)  qui  sont  des 
équations  dillërentielles  ordinaires,  de  telle  sorte  que, 
pour  f  =  fo,  on  ait 

n  des  intégrales  de  ces  équations  devront  être  des  con- 
séquences des  n  autres,  et  les  intégrales  /:>,,  p^^  •  •  •  des 
équations  (8)  s'obtiendront  en  écrivant  71  relations  ar- 
bitraires entre  /;",  p^^  .  .  , ,  x",  or",  .... 
Prenons,  pour  ces  relations  arbitraires, 

nj(a:",  ...,J"")  désignant   une    fonction    arbitraire    de 
x",  .  .  . ,  07,"  ;  les  quantités  p  ainsi  déterminées  rendront 
^pdx-\-  fdt  diirérentielle  exacte  d'une  fonction  u  qui, 
pour  f  =  f",  se  réduira  à  ^(xi,  Xo,  .  .  .,  .r„). 
En  effet,  soient 

JJ^l  =^l{Xi,  X2,  X-:i,   ...,   Tn,t),  jPS  =  fl2,  p,i=^n, 

les  intégrales  de  (9),  (10),  les  intégrales  de  (8)  seront 
les  résultantes  provenant  de  l'élimination  de  x",  x",  ... 
entre 

xl  =  'lli{Xi,    ...,   X„,    t),  ^»  =  6.2r  

Si  l'on  fait  t  =  t^^  ces  formules  devront  être  identique- 
jnent  satisfaites  pour  x,  =  x^,  Xi=  a",  ...  5  ainsi  l'on  a 
les  identités 

Mais  les  x"  étant  arbitraires,  on  peut  les  remplacer  par 


(  M  ) 


Jes  x\  et  l'on  a 


Mais  0,  (xt,  .  .  . ,  x,i^  ^o)  fist  la  valeur  de/?,  pour  i  =  i"^ 
donc,  pour  t  =  t^,  />(,  /Jo,  ...  se  réduisent  aux  dérivées 
de  ct(xi,  Xa;  . . . ,  x,i),  et  li  à  la  foiaction  m,  si  l'on  veut. 

C.     Q.     F.     D. 


mn  SLR  LA  COURBUnE  DES  SECTIOXS  AORMLES 
D'l\E  SLRFACE; 

Par    m.    GENTY. 


1.   Soient  Nia  normale  en  un  point  o  d'une  surface; 
Y,   et  Ya  les  centres  de  courbure  principaux   pour  ce 


point  :  on  demande  le  centre  de  courbure  de  la  section 
normale  qui  fait  un  angle  o  avec  le  plan  de  la  section 
principale  dont  le  centre  de  courbure  est  yi  • 


(  2^  ) 

Soit  C  le  cercle  décrit  dans  le  plan  de  la  tigure  sur 
Y)  Ya  comme  diamètre.  Menons  par  le  point  yi  une  ligne 
faisant  avec  N  l'angle  o  et  soit  m  le  point  où  elle  ren- 
contre de  nouveau  C  ;  soit  n  le  second  point  de  rencontre 
avec  ce  cercle  de  la  ligne  0/7^5  la  perpendiculaire  élevée 
sur  om  au  point  n  coupe  N  au  centre  de  courbure 
cherché. 

En  effet,  abaissons  du  point  ni  une  perpendiculaire 
mp  sur  Nj  on  aura 

op.ol  =  om.on  =  R1R2, 

R,  et  R2  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Donc 

I    _     op 
ol  ~  Ri  R2  * 
Or  on  a 

op  =  o-j'î—  Y2/'  =  Rj  -^(Ri  —  Rî)sin2cp  =  Rj  sin*cp  -;-  RjCos*o. 

Donc,  enfin, 

I  cos'c3         sin'o 

ô7  ^  "r1      '~     R2    ' 

c'est  la  relation  d'Euler. 

2.  Désignons  par  cp'  l'angle  oy,  n.  On  a 

,        OY^  R, 

tango  tango  =^  =      -. 
o  Yi        Kl 

Or  la  relation  qui  lie  les  angles  cp  et  o'  correspondant 
à  deux  sections  normales  conjuguées  est 

R2 
tangcp  tango  =—  —• 
rvi 

Si  donc  m'  est  le  point  du  cercle  C  symétrique  du  point  /// 
par  rapport  à  N,  la  perpendiculaire  élevée  en  /«'  sur  la 
droite  ornl  coupe  N  au  centre  de  courbure  /'  de  la  section 


(     26    ) 

normale  conjuguée  de  celle  que  nous  avons  considérée  eu 
premier  lieu.  On  obtient  plus  simplement  le  point  /'  en 
élevant  au  point  in  une  perpendiculaire  sur  oni.  Donc  : 

Les  perpendiculaires  élevées  aux  extrémités  d'une 
corde  du  cercle  C  passant  par  le  point  o  déterndnent 
sur  N  les  centres  de  courbure  de  deux  sections  normales 
conjuguées. 

On  reconnaît  sans  difficulté  que  l'angle  con  est  com- 
plémentaire de  celui  des  deux  sections  normales  conju- 
guées qui  ont  leurs  centres  de  courbure  aux  points  /  et  /' 
respectivement. 

3.  Le  point  n  est  celui  que  M.  Mannheim  appelle  le 
point  représentatif  et  INI.  Dewulf  le  centre  perspectif 
de  la  normalie  dont  la  directrice  est  une  courbe  tracée 
sur  la  surface  à  partir  du  point  o  et  qui  est  tangente  à 
la  section  normale  dont  le  centre  de  courbure  est  en  /. 
Le  point  central  de  cette  normalie  est  le  pied  c  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  poiat  n  sur  N  et  le  plan 
central  de  cette  normalie  fait  avec  le  plan  de  la  section 
principale  dont  le  centre  de  courbvire  est  Vj  un   angle 

égal  à  «y,  Vo,  c'est-à-dire  à  cp'.  En  tenant  compte  du  sens 
dans  lequel  doit  être  mesuré  cet  angle,  on  retrouve  im- 
médiatement ce  théorème  de  M.  Mannheiui  : 

La  tangente  en  un  point  o  de  la  directrice  d  une 
noj'malie  à  une  surface  et  la  trace  du  plan  central  de 
cette  normalie  sur  le  plan  tangent  en  o  à  la  surface 
sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice  de  la 
surface  au  point  o, 

i.  La  construction  du  n"  1  conduit  à  iiue  démonstra- 
tion trèssimple  d'un  théorème  donné  comme  composition 


(  •--  ) 

en  novembre  i885  aux  examens  de  licence  de  la  Faculié 
de  Grenoble  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Soit  S  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections 
faites  dans  une  surface  par  des  plans  passant  par  Vun 
de  ses  points  o  ;  la  transformée  par  rayons  'vecteurs 
réciproques  de  la  surface  S,  o  étant  le  pôle  de  la  trans- 
formation et  R)  R2  son  module,  est  un  cjlindroïde  lieu 
des  perpendiculaires  communes  à  la  normale  en  o  et 
aux  normales  infiniment  voisines. 

Considérons,  en  effet,  les  sections  passant  par  une 
tangente  ot  de  la  surface  donnée  qui  fait  l'angle  es  avec 
la  trace  de  la  section  principale  dont  le  centre  de  cour- 
bure est  y,.  Le  lieu  des  centres  de  courbure  de  ces  sec- 
tions est  un  cercle  L,  ayant  ol  pour  diamètre  et  situé 
dans  le  plan  normal  perpendiculaire  à  ot. 

Si  nous  rabattons  ce  cercle  sur  le  plan  de  la  figure  en 
le  faisant  tourner  autour  de  ]N,  il  se  confondra  avec  le 
cercle  construit  sur  ol  comme  diamètre  et  passera  par  le 
point  n. 

Mais  on  a 

om.on  =  Ri  R2  ; 

donc  la  droite  L)  transformée  de  ce  cercle  dans  l'inver- 
sion définie  par  l'énoncé  est  rabattue  sur  la  droite  np. 

Or  le  point  p  est  précisément  le  point  central  de  la 
normalie  dont  le  plan  central  est  le  plan  du  cercle  L; 
donc  la  droite  L(  est  perpendiculaire  à  la  normale  K  au 
point  central  de  cette  normalie;  elle  est  par  suite  une 
perpendiculaire  commune  à  la  normale  N  et  à  une  nor- 
male infiniment  voisine  de  la  surface  donnée. 

D'ailleurs  les  droites  K  sont  les  génératrices  d'un 
cylindroïde  P;  donc  le  lieu  des  droites  L,  est  aussi  un 
cylindroïde,  (ju'on  obtient  en  faisant  tourner  P  de  ()o" 
autour  de  sou  axe  àN. 


(  ^8) 

5.  Nous  remarquerons  enfin  que  le  lliéorèrae  du  n°  2 
conduit  à  des  conslructions  très  simples,  toutes  les  fois 
qu'il  y  a  lieu  d'appliquer  en  Géométrie  descriptive  le 
théorème  des  tangentes  conjuguées,  par  exemple  lors- 
qu'on cherche  la  tangente  à  la  courbe  d'ombre  d'une 
surface. 

On  en  déduit  aussi  sans  difficulté  la  construction  sui- 
vante pour  la  détermination  des  axes  d'une  ellipse  dont 
on  donne  deux  diamètres  conjugués  OA  etOB. 

Par  les  points  O  et  A  faisons  passer  un  cercle  (S)  de 
rayon  quelconque  5  du  point  O  comme  centre  avec  OB 
pour  rayon,  décrivons  un  cercle  qui  rencontre  (S)  aux 
points  B)  et  B',  ^  menons  la  droite  B|B',   qui  coupe  OA 


au  point  D.  Élevons  en  O  une  perpendiculaire  sur  OB 
et  du  point  D  abaissons  sur  cette  droite  une  perpendi- 
culaire DE.  Enfin,  du  point  milieu  C  de  la  droite  DA, 
avec  un  rayon  égal  à  CE,  décrivons  une  circonférence 
qui  rencontre  OA  aux  points  yi  et  Vo.  Les  axes  cherchés 
sont  parallèles  aux  droites  Eyi  et  Eya  respectivement, 
et,  si  a  et  A  sont  les  demi-axes,  on  a 

a  =  v/OA.ÔYi ,         b  =  /OA.Oy-.. 


(  29  ) 
Pour  obtenir  sur  la  figure  Jes  longueurs  a  et  h,  me- 
nons par  les  points  yj  et  yo  des  parallèles  à  B,B', ,  qui 
rencontrent  le  cercle  (S)  aux  points  F  et  G  respective- 
ment 5  on  a 

a  =  OF,         b  =  OG. 


SIR  QUELQUES  FRACTÎOXS  COXmUES; 

Par  m.  E.  CESARO. 


Parmi  les  Unsolved  Questions  de  M.  Sylvester,  pu- 
bliées en  appendice  par  V Educational  Times,  nous 
allons  considérer  celle  qui  porte  le  n°  2906.  Il  s'agit  de 
chercher  la  valeur  de  la  fraction  continue 

Les  termes  a^  et  b^  de  la  /z^""^  réduite  satisfont  à 
l'équation 

(1)  C/i+i  =   -    C„-f-  C„_i, 

71 

avec  la  condition  initiale  c,  =  i,  et  l'on  aura 

Cn—  Cl,i      OU      bn, 

suivant  que  Co  =  i  ou  o. 

Cela  étant,  considérons  la  fonction 

(2)  y  =  CiX  -^  \  CiX^  -\-  L  c^X^  -^  y  C'^X'*  ~\- 

Elle  obéit,  en  vertu  de  (i),  à  l'équation  difïérentielle 

{i  —x"-) y'  =  y  -^  Ci-^  cox; 
d'où  l'on  déduit  aisément,  par  les  méthodes  habituelles, 


(2)    y  =  (c,  — Co)  (  4/  — ^ I  )  +  Co  4/ — '—  arc  sinar. 


V/niï-'j-^^'V/T 


(  ■'<>  ) 

Or,  si  l'on  pose 

(4)  /(«) 


1 .3.5.  .  .(2/1 —  i) 
on  sait  que 


/ 


I  H-  X  X^  -+■  T^  X'*  -T-  X^  X^-\-  X^ 

=   I  -f-  37 


i-^  '  /(U  /(2)  /(3) 


Par  substitution  dans  (3)  et  comparaison  avec  (a),  on 
trouve 

En   conséquence,   si    l'on    fait   successivement    c»  =  i , 
Cq  =  c»,  on  obtient 


.^/|i] 


/>„  = 


/ 


lÏÏ 


d'où  l'ou  déduit  que  la  ji"'""^  réduite  de  la  fraction  con- 
sidérée est 

D'autre  part,  on  sait  que  l'expression  (4)  se  réduit, 
pour  Ji  très  grand,  à  sJtzu,  abstraction  faite  d'un  facteur 
variable,  qui  tend  vers  l'unité.  On  a  donc,  sensible- 
ment, 

X„  =  -     -    ,  d'où         X  =  -. 

/*  L  2  ]  2 

Si  l'on  fait  usage  de  la  formule  de  Stirling,  on  trouve 

,., ,  -  /  I  I  \ 


(  3'    ) 
puis  la  formule  (5)  devient 

(6)      X,.=  |  +  (-)«^[,-tiï-3l^, -...]. 

On  peut  en  déduire  un  développement  analogue  pour  le 
^^icrne  quotient  complet  Q„.  On  a,  en  effet, 

_  Xbn-i  —  an-i  ^  b„-i  X  —  X„-i  ^ 
an—Xba       ~     6„      X„  — X  ' 

et,  par  suite,  en  vertu  de  (6), 

On  voit  que,  pour  n  indéfiniment  croissant,  la  frac- 
lion  continue 

Il  I  I 


Q«  = 


/i  -T-3 


tend  vers  l'unité.  On  résout  ainsi  la  Question  2997  de 
VEclucational  Times. 
En  partant  de  l'identité 

X  =  X,H-(X,-\,)H-(X3-X,)-t-(X,-X3)^..., 
on  trouve  la  formule 

T.  I  I    /2\2  I    /2.4V  ï    /2.4.6\- 

Si  l'on  observe  que  la  somme  des  n  premiers  termes  du 
second  membre  est  Xo^-i,  on  reconnaît  que  l'erreur 
commise  en   s'arrètant  au  n"^'"'^  terme  est  sensiblement 

^j   pour  de  très  grandes  valeurs  de  n.  On  peut  donc 

aflirmer  que  la  série  obtenue  est  fort  peu  convergente. 

11  est  possible  d'évaluer,  plus  généralement,  la  frac- 
lion 

X(j.)=(^r,-,-,3,-,...j, 


(  -'^  ) 

sans  passer  par  le  calcul  des  réduites  successives.  Re- 
marquons d'abord  que  les  termes  de  la  /z"'^™'^  réduite 
satisfont  à  l'équation 

la  fonction  y  étant  toujours  délînie  par  l'égalité  (2),  où 
c,i  représente  indifféremment  ««  ou  Z»„.  Si  l'on  pose 

Jq      \i-^x/     1  —  X 
on  trouve  sans  peine 

et  l'on  en  déduit 


(7) 


n  \i  —  X /        ^     '  '  / 


■^    6„,r«  _    I   r/i-f-.r\«         "j 


n  =  1 


Ces  fonctions  deviennent  infinies  pour  x  =  i.  La  limite 
de  leur  rapport,  pour  a:  =  i ,  ne  diffère  donc  pas  de  la 

limite  de  j-^,  pour  n  infini.  Conséquemment 


Sous  d'autres  formes, 


d.i 


21^    / 

[tang.r)!^ 

~^dx 

^K^ 

I 

I 

[J.-i-9. 

\X  -H  ,( 

Quant  aux   réduites,  on   calcule  d'abord  h,,  au  moyen 


[  33  ) 
de  (7);  puis,  si  l'on  pose 

^"  ~  '       '"^  \  I  2     '     3  n  —  i) 

on  a 

J(r,  |Jl)  =  £1^7  -^i  82^^2-4-  i  ZzX^-^  \  Zl.x'* -^-  .  . 


et,  par  suite, 


I    «  —  I 


a«  =  e.H-Ixn(-    -    .  _-  ~---^         3    «-3    n-    i    i 


Prenons,  comme  exemple,  le  cas  de  u.  =  2.  On  a 

iog4  =  (i,f, M, !•-.•). 

Les  termes  de  la  tz"^™^  réduite  sont 


II              ,1 
an^in  \  I !-ô— : 

•i.  O  II  —  I 


En  conséquence, 

X„=2JH(/i)-H|^^jj 


bn=  n. 


(  — iV 


pourvu  que  Ton  représente  par  H(«)  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  la  série  harmonique.  On  en  déduit, 
en  vertu  de  formules  connues, 

x„  =  iog4  -r-O'^f-^-T^---^-. 

puis,  pour  exprimer  le  n''"""  quotient  complet, 
Cin  —  ^  '  ^       . 

Il  II-  'Ml'' 

On  voit  que  la  fraction  dont  il  s'agit  est  plus  conver- 
gente que  celle  de  M.  Sylvesler. 

Plus   généralement    encore,   considérons   la    fiaction 

Ari/i.  de  Afnfhémaf..    i'  sérir,  I.  VI.   (Janvier   '^f'-.)  3 


(  34  ) 

continue 

\  I  -T-  V         2-1-  V        3  -h  V 


4h-  V 
En  opéi^ant  comme  plus  haut,  on  trouve 


/i  -)-  V  \  I  —  a"  /     ^/^      \  I  -i-  ^"  /     I  —  X 

.i^     «-f-v     ~\i  —  xj    J       \\-^x)     I — x'^ 

n  =  I 

La  valeur  de  X  (  [x^  v)  est  donc  égale  au  rapport  des  inté- 


grales 


Par  exemple,  si  l'on  pose 


I  —  x\-  X"' dx 


-\-  X         I  — x'^ 


S.=       ' 


i-f-v       "2-t-v       3-1-v       4^-''      ''"'. 
on  a 

-,  ,  Sv  t         I  3 

En  particvxlier,  lorsque  v  est  un  nombre  entier  n  —  i ,  la 
dernière  formule  donne  l'expression  du  «'""''  quotient 
complet  de  la  fraction  (i ,  | ,  | ,  | ,  .  .  .  ),  considérée  plus 
liant.  Soit  encore  v  =  |  :  on  trouve 

i-Tz          /      4     4     4     4 

t:  -t-  2         \       1       3      5      7 

etc.,  etc. 

C'est  par  des  procédés  semblables  que  Ton  parvient 


{  35  ; 
à  calculer  la  fraction 


Y(,u.  ,v)  =  I 


3 


4  +  v 
i-t-. 


On  obtient  d'abord 


n  -^  ^1  ( 

n  =  1 


et  l'on  en  déduit 


Y(!^,v) 


/    x''^^{i  —  x)^-^eV-^dx 
Exemples  : 


e  —\  —  \ 


d'où 

I 


—  I 


I 

•). 

■\ 

+ 

■\ 

\ 

- 

4 
5-f-. 

(  -^^  ) 


I  H 

I 


?   =^  I 

e- —  a 


3^- 


Des  fractions    analogues  ont  été  étudiées  par  Amo- 
retti,  Wronski,  Legendre,  etc. 


SUR  INE  DISTRIBITION  DE  ZEROS; 

Par  m.  E.  CESARO. 


Soient  Cj,  Co,  C3,  .  .  . ,  e,;  les  zéros  de  la  fonction  u^ 
arbitrairement  distribués  dans  le  plan.  Nous  voulons 
étudier  la  distribution  des  zéros  àeu'^ —  nié' .  Si  les  zéros 
de  u  sont  simples,  il  est  clair  qu'il  n'y  en  a  pas  qui  ap- 
partiennent à  11!'^ — mil',  et,  par  suite,  l'équation  à  ré- 
soudre prend  la  forme 


(i) 


C/cla  élant,  posons 
X  et  y  sont  les  coordonnées  d'uu  zéro   quelconque    O 


(  37  ) 
de  u- — uii!' .  L'équation  (i)  se  dédouble  en 


(2) 


(3) 


2- 

X  — 

0 

a, 

■y- 

r—l 

b,.Y 

V 

n 

y(.T 

— 

a, 

■  )(y  —  b,. 

)_ 

o. 

o;. 


ùr  étant  la  distance  (^Cr-  Si  l'on  charge  les  zéros  de  u  en 
raison  inverse  de  la  quatrième  puissance  de  leurs  dis- 
tances à  Q,  l'équation  (3)  montre  que  les  parallèles  aux 
axes,  menées  par  Q,  forment  un  couple  d'axes  d'inertie, 
principaux  pour  ce  point.  ]Mais,  d'autre  part,  d'après 
l'équation  (2),  les  moments  d'inertie,  relatifs  à  ces  axes, 
sont  égaux  entre  eux.  Il  en  résulte  que  toute  droite 
passant  par  Q  est  un  axe  principal  pour  ce  point.  Autre- 
ment dit  :  le  moment  d'inertie  d'un  système  de  masses, 
appliquées  aux  zéj'os  de  u  avec  une  intensité  inverse- 
ment proportionnelle  à  la  quatrième  puissance  de  leurs 
distances  à  un  zéro  de  u-  —  uii!' ,  a  une  valeur  constante 
relativement  à  tout  axe  passant  par  ce  point.  Il  est 
évident,  d'ailleurs,  que  cette  valeur  constante  n'est 
autre  que  la  demi-somme  des  inverses  des  carrés  des 
distances  de  Q  aux  zéros  de  u.  Si  1  on  représente  par  p 
le  rayon  de  giration,  on  a  donc 


(4) 


Si  les  zéros  de  u  sont  alignés  sur  une  droite  D,  celle- 
ci  contient  nécessairement  le  harycentre  G  du  système 
de  masses  :  elle  est,  en  outre,  pour  ce  point,  un  axe 
principal,  par  rapport  auquel  le  moment  d'inertie  est 
nul.  On  sait  que  l'autre  axe,  perpendiculaire  à  D,  doit 
passer  par  Q,  et  le   rayon  de  giration  correspondant, 


I 

I 

I 

I 

3î" 

"     "^  -■>     ~ 

^  H  "" 

0,7 

I 

I 

I 

. . .+  -^ 

(  38  ) 
représenté  par  Ja  distance  QG,  est,  d'autre  part,  égal 
à  p,  comme  pour  tout  axe  issu  de  Q.  Coiiséquemtnent, 
si,  aux  zéros  de  h,  alignés  sur  une  droite  D,  oji  ap- 
plic/ue  des  masses  inversejnent  proportionnelles  aux 
quatrièmes  puissances  de  leurs  distances  à  un  zéro  Q, 
de  u'^ — u«",  le  harjcentre  du  système  nest  autre  que 
la  projection  de  Q  sur  D.  Eu  outre,  la  distance  de  Q 
à  D  représente  le  rayon  de  giration  du  système,  rela- 
tivement à  tout  axe  passant  par  Q.  La  théorie  des 
moments  d'inertie  permet  enfin  d'ajouter  que,  plus  gé- 
néralement, le  rayon  de  giration  du  système  de  masses^ 
relativement  à  une  droite  quelconque  du  plan,  est  la 
distance  de  O  à  la  projection  de  Q  sur  la  droite  consi- 
dérée. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  les  zéros  de 
u'^ —  uu"  sont  toujours  situés  en  dehors  de  la  droite  D5 
car  le  rayon  de  giration  p  ne  saurait  être  nul.  En  outre, 
il  est  clair  que  le  symétrique  Q'  de  Q,  par  rapport  à  D, 
satisfait  aux  mêmes  conditions  que  Q,  puisque  le 
système  de  masses,  relatif  à  Q',  est  identique  avec  celui 
qui  se  rapporte  à  Q.  Les  in  —  2  zéros  de  u'^  —  uii'  sont 
donc  symétriquement  distribués  de  part  et  d'autre  de 
la  droite  D.  Remarquons  enfin  que  le  maximum  de 
l'expression  (4)  a  lieu  lorsque  les  quantités  5  sont  toutes 
égales  à  leur  maximum  d  ;  d'où  il  suit  que  l'on  a 
2  o-<^  d^.  On  déduit  de  là  que  la  distance  p  est  certaine- 
ment inférieure  à  l'intervalle  qui  sépare  les  zéros 
extrêmes.  Lorsque  n  =■  2,  on  a 

et  les  zéros  des  deux  fonctions  sont  les  sommets  d'un 
carré.  En  particulier,  si  l'on  applique  ce  qui  précède  au 
cas  où  l'équation  u  =  o  n'a  que  des  racines  réelles,  on 
voit  que  les  racines  de  u'-  —  uu"  =  o  sont  imaginaires. 


(  39) 
et  que,  dans  cliacime  d'elles,  le  coefficient  de  i  est,  en 
valeur  absolue,  inférieur  à  l'excès  de  la  plus  grande  sur 
la  plus  petite  des  racines  de  u. 

Considérons,  plus  généralement,  l'équation 

u-  -\-K^{  u'^  —  uu")^  o, 

K  étant   l'affixe  d'un   point  quelconque  du  plan.  Soit 
K  =  Re'^  Si  l'on  pose 

r=\ 

Q  _  "^  (.r  —  ar){y  —  b,.) 

/•  =  1 

l'équation  proposée  se  dédouble  en 

.        ^        COS26  ^        sinaB 

A-B  =  -^,  ^G=-j^, 

d'où 


tangue  =^--g. 

Cette  relation  montre  que  la  parallèle  à  OK,  passant 
par  Q,  est,  pour  ce  point,  un  axe  principal  d'inertie. 
Supposons,  maintenant,  que  les  zéros  de  u  soient  sur 
une  droite  D,  parallèle  ou  perpendiculaire  à  OK.  D'après 
ce  que  l'on  vient  de  dire,  les  axes  principaux,  de  centre  Q, 
sont  parallèles  à  D  et  à  ses  perpendiculaires,  c'est- 
à-dire  aux  axes  principaux  de  centre  G.  Or  on  sait  que 
cela  ne  peut  arriver,  à  moins  que  Q  ne  se  trouve  sur  un 
de  ces  derniers  axes.  Donc,  comme  précédemment,  le 
barycentre  du  système  de  niasses  est  la  projection 
de  Q  sur  D,  pourvu,  nous  le  répétons,  que  le  point  K 
se  trouve  sur  la  parallèle  ou  sur  la  perpendiculaire  à  D, 


(  4o  ) 

issues  de  l'origine.  ÎNIais  le  zéro  Q  ne  coïncide  plus, 
comme  dans  le  cas  précédent,  avec  un  des  points  P,  P', 
pour  lesquels  l'ellipse  d'inertie  se  réduit  à  un  cercle.  Il 
y  a,  cependant,  une  liaison  remarquable  entre  tous  ces 
points.  Observons  d'abord  que,  si  l'on  décrit  la  circon- 
férence sur  le  diamètre  QP,  les  axes  principaux,  de 
centre  Q,  passent  par  les  extrémités  du  diamètre  qui 
contient  G.  D'après  cette  construction,  si  l'on  observe 
que  G  est  le  milieu  de  PP',  on  démontre  sans  peine  que 
les  axes  pruicipaux  d'inertie,  relatifs  au  point  Q,  sont 
les  tangentes  communes  à  deux  paraboles  ayant  pour 
foyers  P,  P',  et  pour  directrices  QP',  QP,  respectii^e- 
nient. 

Voici  comment  nous  avons  été  conduit  à  nous  occuper 
de  ces  questions.  On  sait  que  M.  d'Ocagne  a  étudié  l'é- 
quation symbolique 

(5)  u^  —  {ii—vy=o, 

où 

''-^  r  ^  ' 

en  démontrant  que,  si  v  est  pair,  l'équation  dont  il 
s'agit  n'a  que  des  racines  imaginaires,  lorsque  l'équation 
if  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles  et  simples.  Il  est  pos- 
sible de  ramener  cette  proposition  h  un  degré  extrême 
d'évidence,  grâce  à  une  remarquable  formule,  qui  permet 
d'exprimer  la  v'''"®  dérivée  de  logu,  moyennant  les  v"""'®' 
dérivées  des  puissances  successives  de  u.  Cette  formule  est 

/•=:V 

d/^v      ~  2^  rW  dz^  ' 

r  =  X 

U  représente  une  fonction  quelconque  de  z.  L'équa- 
tion (5)  devient  donc 

rl'lo^u 

'"  -dà-  =  "' 


(  4i  ) 

ou  Lien,  dans  le  cas  acLue], 

(<^)         r     T  '         ^     '     "1 

J  X 1 h  ...  -4-  : =  O. 

Lorsque  les  nombres  c  sont  réels,  il  est  évidemment 
impossible  de  satisfaire  à  cette  équation  avec  des  valeurs 
réelles  de  ^,  si  v  est  pair. 

Supposons,  plus  généralement,  que  les  zéros  c  soient 
situés  sur  une  droite  D  et,  pour  abréger,  désignons 
par  Uv  le  premier  membre  de  (6).  Soient  8;- l'angle  deQc^ 
avec  D,  et  Or  la  distance  Ç)cr.  On  ramène  aisément  l'é- 
quation (6)  au  couple  d'égalités 

■^7^  cosvO,.  ■*nsinv6;. 

;■  =  !  ;~1 

Remarquons  que  le  symétrique  de  Q,  par  rapport  à  D, 
remplit  les  dernières  conditions  aussi  bien  que  Q.  Le 
système  des  zéi'os  de  Uv  admet  donc  la  droite  D  pour 
axe  de  symétrie.  La  seconde  égalité  ne  s'oppose  pas  à 
ce  que  tous  les  angles  B  soient  nuls;  mais  la  première 
devient 

\r  et  \  étant  les  abscisses,  sur  D,  des  points  Cr  et  Q,  par 
rapport  à  une  origine  arbitraire.  Si  v  est  pair,  il  est  im- 
possible de  satisfaire  à  (7),  et,  par  suite,  les  zéros  de  Uv 
ne  sont  pas  situés  sur  D.  On  peut  ajouter  qu'il   y   a 

[n  —  i)  -  de  ces  zéros  silués  du  même  côté  de  D,  et  que 

les  autres  sont  les  symétriques  des  premiers,  par  rapport 
à  cette  droite.  Le  cas  de  v  =  2  est  celui  que  nous  avons 
étudié  au  commencement  de  cette  ÎNote.  Supposons, 
maintenant,  cpic  v  soit  impair.  On  sait  démontrer  qu'il 
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y  a  7^ —  i  valeurs  réelles  de  X,  vérifiant  (7),  et  que  cha- 
cune d'elles  est  isolée  entre  deux  termes  consécutifs  de 
la  série  1),  X2,  .  .  . ,  \i-  Donc,  si  la  fonction  u  a  ses  n 
zéros  sur  une  droite  D,  n  —  i  zéros  de  Uv  se  succèdent 
sur  la  même  droite,  suivant  la   loi  de  Rolle,  si  v  est 

ijnpair.  Les  autres  zéros  constituent  (n  —  i) cou- 
ples de  points  sjm.étriques  par  rapport  à  D.  Le  cas  de 
V  =  I  est  fort  connu  ;  car  U,  =  u'.  Pour  v  =  3,  et  D  coïn- 
cidant avec  O  x^  on  voit  que,  si  l'équation  u  =  o  a  ses  n 
racines  réelles,  l'équation  2.11!^ — 3  uu' u" -h- u- u'"  ^=  o  a 
71  —  I  racines  réelles  et  n  —  i  couples  de  racines  imagi- 
naires, etc. 

Reprenons  l'équation  (7)  en  y  supposant  toujours  v 
impair,  et  tâchons  de  limiter  la  racine  réelle  de  Uv, 
comprise  entre  "kr  et  V^, .  On  trouve  aisément,  par  vin 
moyen  connu, 

d'où,  après  avoir  remplacé  r  par  sa  plus  grande  valeur 
n —  I, 

n-(;i  — i)v  H-(n  — i)^ 

A  plus  forte  raison 

A;. H <.  A  <  Aj.+i • 

n  n 

Donc,  si  l'on  partage  en  n  segments  égaux  l'inter- 
valle compris  entre  deux  racines  consécutives  de  m,  on 
peut  affirmer  que  Uv  ne  s' annule  pas  dans  les  segments 
extrêmes.  Du  reste,  si  v^i,  on  peut  déduire  des  iné- 
galités (8)  des  limitations  plus  approchées.  Par  exemple, 
si  Von  partage  en  n  segments  égaux  l'intervalle  com- 
pris entre  deux  racines  consécutives  de  u,  lafonction\]^ 
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ne  peut  s  annuler  que  dajis  les  n  —  o.  s  segments  moyens, 

dès  que  n  cesse    d'être   inférieur  à  -  {'6 -\~  \J/\s  —  3). 

Ainsi,  l'équation  u  =  o,  de  degré  n^  4^i  n'ayant  que 
des  racines  i^éelles  et  simples,  si  l'on  partage  en  n  seg- 
ments égaux  l'intervalle  compris  entre  deux  racines  con- 
sécutives quelconques,  la  racine  réelle  de  Uv  (v  im- 
pair),  qui  se  trouve  dans  l'intervalle  considéré,  est 
nécessairement  contenue  par  les  n  —  20  segments  du 
milieu.  Cette  limitation  peut  être  précisée  davantage  à 
mesure  que  v  croit.  C'est  ainsi  que,  dans  le  dernier 
énoncé,  on  peut  remplacer  n  —  20  par  7i  —  44  dès  quev 
surpasse  43-  Remarquons,  pour  finir,  que,  lorsque  v 
croît  indéfiniment^  les  zéros  de  Uv,  situés  dans  les  in- 
tervalles compris  entre  les  zéros  successifs  de  u,  ten- 
dent 'Vers  les  points  ndlieux  de  ces  intervalles. 


EXEMPLES  DE  FOIVCTIO^S  A  ESPACES  LACUMIRES; 

Par  m.  F.  GOMES  TEIXEIRA, 
Professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Porto. 


Le  but  de  cette  Note  est  de  donner  quelques  exemples 
très  simples  de  fonctions  à  espaces  lacunaires. 

Considérons  premièrement  la  fonction  fi^z")  définie 
par  la  série 

F(z) — L__^(^_«_i)  r^ — ^    ^    ^  ^ — 1, 

z  —  a  '  L(^  —  a)-        {z  —  ay  J 

où  F(z)  représente  une  fonction  continue  sur  tout  le 
plan.  Si  le  module  de  z —  a  est  plus  grand  que  l'unité, 

nous  avons 

/(0=F(^); 
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si  le  module  de  c  —  a  est  plus  petit  que  l'unité,   nous 
avons 

/(5)=:c. 

Donc  la  série  précédente  représente  une  fonction  con- 
tinue sur  tout  le  plan,  admettant  comme  espace  lacu- 
naire le  cercle  dont  le  centre  est  le  point  d'affixe  a  et 
dont  le  rayon  est  égal  à  l'unité. 
De  la  même  manière,  la  somme 

/(^)=Ui--U2--...-i-U„, 
où 

U„=F„(,3)-        ' 


iz  —  a„—i)      ^ 


et  F,  (2),  F2  (^),  .  .  .   représentent  des  fonctions  con- 
tinues, est  égale  à 

si  les  modules  de  z —  a^,  z —  ^o,  .  .  . ,  - —  ««  sont  plus 
grands  que  l'unité  ;  et  est  égale  à  l'infini  si  quelqu'un 
de  ces  modules  est  plus  petit  que  l'unité.  Donc 
J'{z)  est  une  fonction  continue  sur  tout  le  plan,  admet- 
tant comme  espaces  lacunaires  les  cercles  dont  les  cen- 
tres sont  les  points  d'affixes  «i,  «2,  .  .  -,  a«,  et  dont  les 
rayons  sont  égaux  à  l'unité.  En  disposant  convenable- 
ment les  centres  des  cercles,  on  peut  former  les  espaces 
lacunaires  les  plus  variés. 
Si  72=  x  et  si  la  série 

Ul-I-  Uî-^  .  ..  -t-U„-r-  ... 

est  convergente,  on  obtient  une  fonction  avec  un  nombre 
infini  d'espaces  lacunaires. 


:  \->  '' 


Sl]R  L'L\TÉGRALE    frr-^^,  ; 

Par  m.  BALITRAND, 

Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nîmes 


M.  Victor  de  Strékalof  a  donné  (3^  série,  t.  ^  ,  p.  53'3) 
une  méthode  qui  permet  de  trouver  simplement  et  briève- 
ment l'intégrale  /  - —  "^-2  t'  ^o^^  nous  proposons,  dans 
cette  petite  Note,  d'appliquer  ce  procédé  à  la  reclierclie 
de  l'intégrale  plus  générale    /  —  ^-t  à'  ^oiis  adopterons 

les  notations  de  M.  Victor  de  Strékalof  et  nous  poserons 
avec  lui 

^  =  tango,         d'où         dz 


cos^o 
On  a 


:i— -  =  (  ( cos^ oY  d  itang^  ) 

—  tang'^  cos^'^o —    /  tango  rf(cos2«(p). 

Nous  sommes  donc  ramené  à  la  recherche  de  l'inté- 
grale /  tango  ff(cos-"  cp).  Calculons  la  diUérentielle  de 
cos^^o  : 

d{co?>-"o)^=  —  2ncos2"-io  si  no  f/o 

=  — •  in  COS-"    '  o  coso  tango  do  : 
donc 

/  tango  rf(ros2«o)= — -y.n    1  tnng-o  rn»^" a  d'^, 
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ce  qui  peut  s'écrire 

—  in    /(i  +  tang2(f,  —  i)cos2"'i  <5?(^ 

=  — "xn  I  cos2<"-i'cp  rftp -+- 2  «    /  cos2"(f  rfcp. 
On  voit  donc  que  l'on  obtient  l'égalité 
/  cos2««f  r/(tangcf  ) 
=    /cos2'"-i'çf  ^<f 
=  tangçf  cos2«cp  +  an   /  cos^'^-i'cp  r/çp —  in  j  cos2"cp  f/cp 

OU  Lien 

il  cos^^cp  d(D  —  —  tane;©  cos^"  cp 

Cette    égalité    ramène    la    recherche    de     l'intégrale 
/  cos-"z)do  à  celle  de  l'intégrale   f  cos-'"~  *^(j>  d^.  Dans 
l'égalité  (i),  donnons  à  h  les  valeurs  successives 

n,     n  —  I,     //  —  2,     . .  . ,     1,     I  ; 
nous  obtenons 

"     "        2  11        ^  '  *  in     J  i      i  ' 

/*  T  2  /?^  —  3        f* 

I  cos2i"-i)ca  f/(û  = tangcp  cos^'^-Dcch ; ^   /  cos2(«-2)cp  (/cp, 

J  '      '        2(/i  — 1)  ^  '        i{n  —  i)J  '      ' 

/*  I  9  /î  —  5       /* 

/  cos2^«-2)cp  (^cp  == —  tangcp  cos2t«-2)çp  _^_i ^^    /  cos2t"~3)cpr/cp, 

/                                                ai/?'          2^                                                         2  yït  '~—  Ij^J 
; 

/(>os2(«-P+i)a>  d's>  =  -^  tango  cos^t^-z-'+i'o 
'      '        2(«-yj  +  i)        ^^ 

2rt  —  ip  -\- 1    r     „      ,     , 

i{n—jj-hi)J  '      ' 

• '    ■   ! 

/  ros^tp  f/ci  =  -  tango,  cos^o  -i o. 

/  '       •  2  '    '  'Jt    ' 
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De  cette  série  d'égalités,  on  déduit  facilement 


/  cos2«cp  do 

I  {in  —  \){in  —  3) 


I  «  I  2n  —  I  „,     ., 

in        °'  '        i{n  —  \)      in  ^^  ^ 


2(/i  —  2)        in.i{n  —  i)  '  ' 

I  (m  —  \){in  —  3)... (an  —  2/?  H- i) 


2(/i — p)       in.i{n  —  j) .  .  .  2(n  — />  H- I) 

1  {in  —  \){in — 3). ..3.1 

2  in.i{n  —  i) ...  4.2 
I  ( 2 71  —  \){in  —  3 ) ...  3 . 1 


tanjïo  cos2(«-/'+i'G 


tango  cos^to 


/ 


-. : ; 9+const. 

2        iii.i{n  —  1  )  . . .  4 •  '-i 

On  trouve  finalement,  en  remplaçant  cos^oet  tangcp  par 
leurs  valeurs, 

dz 


I  z  1  m  —  I 


in  {i-\- z'^)"-    '    i{n — I)       m      (i-f-^^y^-i 

I  {m  —  i){in  —  'i)...{-in — 2/>-7-i)  z 

i{n—p)         in.i{n  —  i)...-i.{n—p-\-i)        (i-i- x:2)'i-/>+i 
I  {in  —  \){in  —  3)...3.r       z 
1      in.i{n  —  IJ...4.2       1 -+- ^2 

1  {m  —  i){in  —  3). ..3.1 

H —  ; r ; arc  tanff^  -+-  const. 

2  in.i{n  — 1)...4.2 
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Exercices   élémentaires    de  Géométrie    analytique    a 

DEUX  ET    A    TROIS    DIMENSIONS   avCC    UU    CXpOsé   dcS  DIC- 

tliodes  de  résolution,  suivis  des  énoncés  des  pro- 
blèmes donnés  pour  les  compositions  d'admission  aux 
Ecoles  Polytechnique,  Normale  et  Centrale,  et  au 
Concours  général  ;  par  M.  A.  Rémond,  ancien  élève 
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de  l'Ecole  Polytechnique,  licencié  es  Sciences,  pro- 
fesseur de  Matliématiques  spéciales  à  l'Ecole  prépa- 
ratoire de  Sainte-Barbe. 
Premiîlre  Partie  :  Géométrie  à  deux  (limensions. 
i  vol.  in-8"  de  viii-Sip  pages,  avec  figures  dans  le 
texte.    Paris,  Gautliier-Villars,   1887.  Prix  :  S'"'. 

L'écueil  où  viennent  échouer  nombre  de  candidats  aux 
examens  qui  portent  sur  les  Mathématiques,  c'est  le  problème! 
Un  élève  studieux  arrive  toujours  à  se  tirer  de  la  question  de 
Cours.  Il  la  comprend  plus  ou  moins  bien,  et  Texpose  de  même, 
mais  enfin,  s'il  a  travaillé,  il  ne  risque  pas  de  rester  tout  à  fait 
coi.  Pour  \e  problème^  c'est  autre  chose.  Si  l'élève  ne  s'y  est 
pas  exercé  beaucoup  et  avec  effort,  s'il  n'est  pas  en  possession 
d'une  bonne  méthode,  il  court  le  risque  de  se  troubler  lors- 
qu'il subit  les  épreuves  d'entrée  à  nos  Écoles,  et  de  ne  pouvoir 
même  indiquer  le  commencement  de  la  marche  à  suivre.  Une 
bonne  préparation  doit  donc  accorder  une  place  importante 
aux  exercices. 

Pour  répondre  à  ce  besoin,  M.  Rémond  vient  de  publier  un 
Livre  qui,  selon  nous,  est  appelé  à  rendre  de  grands  services. 
Disons-le  tout  de  suite  :  ce  Livre  ne  fait  pas  double  emploi 
avec  la  publication  similaire  de  M.  Kœhler,  que  nous  signalions 
ici  même,  il  y  a  quelque  temps  (  ^  ).  Les  deux  Ouvrages  sont, 
par  essence,  tout  à  fait  différents.  Celui  de  M.  Kœhler  s'adresse 
aux  étudiants  qui,  soit  pour  préparer  l'Agrégation  et  faire  du 
professorat,  soit  pour  se  livrer  à  des  recherches  originales,  ne 
veulent  point  se  confiner  dans  les  limites  assignées  par  les  pro- 
grammes officiels  et  s'assimilent  la  Science  pour  elle-même. 
Le  Livre  de  M.  Rémond  a  un  autre  but  plus  immédiat,  la  pré- 
paration aux  examens.  Il  complète  le  Cours  de  Mathématiques 
spéciales,  et  sert,  pour  ainsi  dire,  d'introduction  au  travail  de 
M.  Kœhler. 

L'Auteur  ne  cherche  pas  à  présenter  des  problèmes  plus  ou 
moins  élégants,  se  prêtant  à  des  solutions  plus  ou  moins  ingé- 
nieuses; il  s'attache,  avant  tout,  à  former  V esprit  de  l'élève, 
en  développant  les  méthodes  générales  propres  à  le  mener  le 
plus  sûrement  au  but. 

(')  Nonv.  Ann.,  3*  série,  t.  V,  p.  53;  1886. 
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M.  Uémond,  qui  a  puisé  la  plupart  de  ses  exemples  dans  les 
compositions  mêmes  d'entrée  aux  diverses  Écoles,  passe  en 
revue  les  difficultés  de  tout  genre  qui  se  présentent  aux  élèves 
dans  les  problèmes,  et  il  les  résout  par  les  moyens  les  plus 
élémentaires,  les  plus  naturels,  sans  jamais  chercher  à  les 
tourner  par  des  artifices  plus  ou  moins  subtils. 

Il  proscrit  ce  que,  dans  le  langage  des  classes  de  Mathé- 
matiques spéciales,  on  appelle  \es  ficelles,  ces  petits  tours  de 
passe-passe  qui  conduisent  directement  au  résultat  final,  mais 
qui  s'appliquent  seulement  à  un  problème  déterminé.  Certes, 
on  peut  obtenir  ainsi  des  solutions  élégantes  qui  charment 
l'esprit  des  personnes  arrivées  à  un  certain  degré  de  culture 
mathématique  ;  mais,  nous  le  répétons,  le  commençant  doit 
avant  tout  s'initier  aux  méthodes  générales. 

Le  Livre  de  ^L  Rémond  est  donc,  à  notre  avis,  écrit  dans  un 
très  bon  esprit,  et  il  portera  ses  fruits.  Il  ne  s'écarte  pas  du 
domaine  limité  par  les  programmes  officiels  et  ne  fait  pas  appel 
à  d'autres  théories  que  celles  qui  sont  partout  et  couramment 
enseignées,  mais  il  en  tire  un  excellent  parti. 

La  ligne  droite,  le  cercle  et  les  coniques  font  tous  les  frais 
de  la  première  Partie  de  ces  Exercices  élémentaires  ;  mais 
ce  sont  ces  matières  qui  fournissent  surtout  le  sujet  des  com- 
positions d'entrée  à  nos  grandes  Ecoles. 

L'Ouvrage  est  séparé  en  Chapitres  qui  répondent  aux  divi- 
sions principales  du  Cours  :  Ligne  droite.  Cercle,  Discussion 
des  coniques,  Tangentes,  Normales,  Centre,  Diamètres 
conjugués.  Axes  et  Sommets,  Enveloppes,  Pôle  et  Polaire, 
Foyers,  Détermination  des  coniques. 

Dans  un  premier  Chapitre,  l'auteur,  sous  le  titre  de  Préli- 
minaires, expose  certaines  généralités  sur  les  lieux  géomé- 
triques et  sur  l'élimination  qui  font  entrevoir  la  marche  à 
suivre  pour  la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie  ana- 
lytique et  ressortir  certaines  règles  applicables  d'une  manière 
générale. 

En  outre,  chaque  Chapitre  est  précédé  d'un  rappel  succinct 
de  résultats,  qui  met  sous  les  jeux  du  lecteur  les  formules  ex- 
traites du  Cours  et  qui  se  rapportent  à  la  matière  du  Cha- 
pitre. 

La  seconde  Partie,  qui  paraîtra  prochainement,  est  consa- 
crée à  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  ;  elle  se 
tf^rmine  pnr  un   très  utile  Appendice  donnant  les  énoncés  de 

Afin,  (le    Mdlhrnint.,   '.V  série,   t.   W.  (JainiiM-   ■^'^7.)  4 
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toutes  les  questions  proposées  pour  l'admission  à  l'Ecole  Po- 
lytechnique et  à  l'École  Normale  depuis  i85o,  au  Concours 
général'  depuis  la  même  époque,  et  pour  l'admission  à  l'Ecole 
Centrale  depuis  1866. 

Que  les  jeunes  gens  qui  se  préparent  aux  examens  des  di- 
verses écoles  étudient  ce  Livre  avec  soin,  la  plume  ou  la 
craie  à  la  main,  qu'ils  en  méditent  les  excellents  préceptes, 
et  nous  leur  garantissons  le  succès  pour  prix  de  leurs  efforts. 
Quant  au  Livre  lui-même,  exécuté  avec  le  soin  que  la  maison 
Gauthier- Villars  apporte  dans  toutes  ses  publications,  nous 
lui  garantissons  une  bonne  et  prompte  renommée.  Nous  le 
croyons  vraiment  appelé  à  devenir  un  Livre  classique,  et  nous 
ne  serions  pas  étonné  d'en  voir  annoncer  prochainement  une 
seconde  édition. 

Maurice  d'Ocagne. 

Le  potentiel  thermodyjVAmiqle  et  ses  Applications  a 
LA  mécanique  chimique  et  a  l'étude  des  phénomènes 
électriques;  par  M.  P.  Duhem,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Normale  supérieure.  Grand  in-8°  de  xii-248 
pages.  Paris,  A.  Hermann;  1886.  Prix  :  lo*^"^. 

Les  travaux  de  M.Massieu,  de  M.  Gibbs  et  de  M.  Helmholtz 
ont  mis  en  évidence  les  fonctions  qui  peuvent  jouer  le  rôle  de 
potentiel  thermodynamique.  En  outre,  M.  Gibbs,  en  faisant 
usage  des  propriétés  de  ces  fonctions  dans  l'étude  de  la  disso- 
ciation des  composés  gazeux,  et  M.  Helmholtz,  en  appliquant 
ces  mêmes  propriétés  à  l'interprétation  des  phénomènes  ther- 
miques qui  se  manifestent  dans  la  pile  voltaïque,  ont  montré 
la  fécondité  du  nouveau  moyen  de  recherche  dont  ils  venaient 
d'enrichir  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur.  AL  Duhem  s'est 
donc  proposé  de  nous  exposer  la  théorie  du  potentiel  thermo- 
dynamique et  ses  principales  applications. 

La  première  Partie  de  son  Livre  a  pour  objet  de  montrer 
l'état  actuel  de  cette  théorie.  On  y  voit  tout  d'abord  comment 
les  idées  introduites  en  Thermodynamique  par  M.  Glausius 
conduisent  presque  immédiatement  au  théorème  sur  lequel 
repose  l'emploi  du  potentiel  thermodynamique.  Avant  d'exa- 
miner l'usage  que  les  physiciens  qui  ont  découvert  ce  théorème 
en  ont   fait  pour  la  démonstration   de   propositions  nouvelles, 
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l'auteur  en  expose  l'application  à  quelques  questions  déjà  étu- 
diées par  d'autres  méthodes;  il  choisit  pour  cela  les  propriétés 
des  courbes  des  tensions  de  vapeur,  propriétés  que  M.  Moutier 
a  établies  par  la  considération  des  cycles  non  réversibles,  et 
l'étude  de  la  vapeur  émise  par  les  dissolutions  salines,  étude 
déjà  faite  par  M.  KirchhofT  au  moyen  de  l'énergie.  Ces  deux 
applications  de  la  méthode  nouvelle  à  des  questions  déjà  réso- 
lues nous  montrent  qu'elle  ne  le  cède  ni  en  simplicité  ni  en 
généralité  aux  anciennes  méthodes  de  la  Théorie  mécanique  de 
la  chaleur. 

L'auteur  aborde  alors  l'exposé  des  applications  qui  ont  été 
faites  de  la  théorie  du  potentiel  thermodynamique,  soit  à  l'é- 
tude de  la  dissociation  des  composés  gazeux  par  M.  Gibbs,  soit 
à  l'étude  de  la  pile  voltaïque  par  M.  Helmholtz. 

Dans  les  autres  Parties  de  l'Ouvrage,  l'auteur  tente  quelques 
applications  nouvelles  de  la  théorie  du  potentiel  thermodyna- 
mique à  la  Mécanique  chimique  et  aux  phénomènes  électriques. 

Bulletin  scientifique  de  l'enseignement  secondaire 
SPÉCIAL,  à  l'usage  des  élèves  de  4*5  5^  et  6^  année,  et 
des  candidats  aux  examens  et  concours  de  cet  ensei- 
gnement, rédigé  par  M.  Ernest  Lebon,  professeur 
agrégé  au  Lycée  Cliarlemagne,  avec  la  collaboration 
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Cette  publication  doit  surtout  s'occuper  des  parties  élémen- 
taires des  Sciences  mathématiques  et  physiques.  Nous  recom- 
mandons le  Bulletin  scientifique,  car  nous  pensons  qu'il  est 
appelé  à  rendre  de  grands  services  aux  élèves  et  aux  personnes 
qui  préparent  les  grades  de  cet  enseignement. 
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NOTE  SIR  LA  COURBURE  DES  LIGNES  GEODESIQUES 
D'IJ\E  SURFACE  DE  RÉVOLUTION; 

Par  m.  h.  RESAL. 


1 .  La  formule  que  je  vais  établir  est  peut-être  con- 
nue, mais  je  n'en  ai  trouvé  de  trace  nulle  part. 
Soient 

Oy  l'axe  de  révolution; 

m  l'intersection  d'une  ligne  géodésique  donnée  avec  une 
courbe  méridienne  ; 

El'=  i?iN  la  portion  de  la  normale  à  cette  courbe  li- 
mitée à  O  j  ; 

R  le  rayon  de  courbure  de  la  même  courbe,  considéré 
comme  positif  ou  négatif  selon  qu'il  aura  ou  non  le 
même  sens  que  /«jN  ; 

y.  l'inclinaison  en  m  de  la  ligne  géodésique  sur  la  mé- 
ridienne; 

Ox  un  axe  coordonné  compris  dans  le  plan  j)  Am, 
perpendiculaire  à  O),  la  position  de  l'origine  O 
restant  indéterminée  ; 

p  le  rayon  de  courbure  en  m  de  la  ligne  géodésique,  et 
dont  le  signe  déterminera  le  sens. 

On  a  d'abord 
,  ,  ros'-y.        sin-a         i 

Je  considérerai  la  ligne  géodésique  comme  étant  dé- 
crite par  un  point  matériel  soustrait  à  Faction  de  toute 
force  extérieure,  assujetti  à  rester  sur  la  surface.  D'après 
l'équation  des  forces  vives,  la  vitesse   v  du  mobile  est 

Ann.  de  Mat  lié  mat.,  V  série,  t.  M  (Février  1887).  •-> 
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conslanlc  et  le  principe  des  aires  donne 

psina  X  =  const., 

OU,  en  désignant  parxo,  a„  les  valeurs  de  jc,  a  qui  se 
rapportent  à  un  point  déterminé  de  la  ligne  géodé- 
sique, 

(2)  a;  sina  =  a^o  sinao  =  K. 

En   éliminant  a  entre  les  équations   (i)  et  (2),  on 
trouve  pour  la  formule  cherchée 


R        VIV       R. 

On  tirera  de  cette  formule  des  conséquences  plus 
ou  moins  intéressantes  lorsque  la  courbe  méridienne 
sera  une  cycloïde,  une  chainelte,  ou  sera  telle  que 

f^-f-j^,=^  const. 

Mais  je  ne  m'arrêterai  qu'à  l'application  suivante. 

2.   Surfaces  de  révolalion  du  second  degré.  —  Soit 

l'équation  de  la  courbe  génératrice  :  on  a 


dy            A  X 

d'^y 

dx             le  y  ' 

dx'^ 

on  déduit  de  là 

d^y 

-(-    '    - 

f/.r2 

—  RI 

3 

\^'^y^  B2j3' 


AB 


dy^Y  (A2a-2-4-B2  72)2 

dy^ 

I     dx  _  A 

_    _  1 

/         dy^Y 


(A2;r2-<-B2j2)2 


(  %  ) 

i"   FAlipsoïdc.  —  On  posera  A  :=  —  ?  1')=  ^  el  Ton 


aura 

(4) 

I                   a'^b* 

(4') 

T                     lyi 

d'où 

I 
R' 

ou,  eu  éliminant}  -  au  numérateur  au  moyen  de  l'é(jua- 
lion  de  l'ellipse, 

K'        R        { b*  X- -i- a^y- }        a*  R 

La  formule  (3)  devient  alors 


(5) 


id' 


Il  suit  de  là  que  le  rapport  du  rayon  de  courbure  en 
un  point  de  la  ligne  ij^éodésiq ne  au  rajon  de  courbure 
de  l'ellipse  nièiidienne  menée  par  ce  point  est  con- 
stant. Ce  théorème,  qui  parait  être  du  à  Gudermann 
{^Journal  de  Crelle,  t.  17),  s'étend,  comme  on  va  le 
voir,  aux  auti-es  surfaces  de  révolution  du  second  degré. 

2"  Paraboloïde.  —  Si  l'on  pose  -j-  =/>,  puisque  l'on 

suppose  a  =  ^,  la  formule;  (5)  donne,  pour  le  paral)0- 
loïde, 


(6) 


k{'^j)  =  y 


3"  Hyperboloïde  à  une  nappe.  —  On  devra  prendre 
A  =  — ;;  13= — yr,  •  Lcs   équatious   (4)   et    (4')   s'appli- 
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cjuenL  ici^   mais  il  faudra  clianyer   le  signe  du   second 
membre  de  la  première;  ou  trouve  ainsi 

jr,  —  ^  = ;  (b'*x^-]-  a'*y^  -T-  a'*  h"^  ) 

{a'^-hb^-)x^-= ,  ■ — 


{b'*xi  -+-  a'*y^')- 
et  la  formule  (3)  devient 

\\Ha^'+b-)l        \ 


'^)  È[' 


4"  Hyperholoïdes  à  deux  nappes.  —  Les  formules 
(4)  t't  (4')  iit^  changent  pas  et  l'on  a 

1  1    _  62 f  b'» x"- -+-  a'\y^  —  a'^b^-) 


(6*x--l-  a'*y-)  a'^  H 

et  enfin  la  formule  (3)  donne 


(8) 


SUR  LA  LIMITE  DE  (  '  + -J    OUAN»  m  AUGMENTE 
1^DÉFI^IME\T; 

Par  m.   Gh.  BIEHLER. 


1 .   Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que  /;/  est  entier 
et  positif  et  nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  x  est 


(  «•  ) 

féc'l  (Jl  positii".  Tant  (jiu-  /;/  est  iini,  oupeul  écrire 
\,         m  )  I         \         m  )   \  .1 


I     \    /  2 


m  I  \  m  I   \  .i.'i 


\  m)\  m)  "    \  m     ) 


ml 

On  sait  que,  si  rt,  ^,  c,  ...,  /  sont  des  nombres  positifs 
moindres  que  l'unité,  on  a  les  inégalités 

I  >(i  — a)(i  — 6)...(i—  r)>i— (a-l-6  +...+  /), 

et,  en  appliquant  ce  théorème  aux  quantités  —  >  —  5  •  •  •  ? 
on  aura,  pour  toute  valeur  de  p  inférieure  à  m, 

et,  par  suite, 


\         m  !  \  m 

xP        x^        xP-- 


p 


\>K'-m)v-m)-'{:-^)p 


>-T 


p\        im  {p  —  2)! 

Ou  peut  donc  former  le  tableau  suivant  : 

X^         /  ï  \  x^  _  x^  x^ 

•i\        \         m/  il        2 !        ifn 
x^         I  ^  \  l  2  \  3*3        x'^  x^    X 

T\^  y~  m)  y  ~  m)  V.^  V.  ~  ^i  F' 


X'"         /  I   \  /  //i  — i\.r'«        x'"^  x^        ^-'«-2 


tn\  ''    \'        ni j         \"  m    J  ni\  ^    ni\        un  {ni  —  2)! 

En  ajoutant  membre  à  membre  ces  inégalités,  après 
avoir  ajouté  à  tous  les  membres  la  quantité  i  +  -  j  et  en 
posant,  pour  abréger, 

.      ,  X  X^  X'" 

e,n{x)^  n 1 1-...-1 -., 

I         1.2  ni  ! 
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il  viendra 


«?m(a7)>(  I -H  —       >e,„{x) e,„-i{x)\ 

\         m  I  lia 

la  fonction  e,„(x)  a  pour  limite,  quand  m  croît  indéfi- 
niment, la  série  convergente 


X  X- 

n \ ■ 

I         1.2 


que  nous  désignerons  par  e(.r). 

Les  inégalités  précédentes  nous  montrent  que 


\  m 


est  compris  entre  deux  quantités 

x^ 

e,n{x)     et     e„i{x) e,n-',{x), 

•i.m 

qui  ont  toutes  deux  pour  limite  e(j:)  quand  m  augmente 
indéfiniment;  par  suite, 

a  aussi  pour  limite  e(.r). 

2.  Supposons  maintenant   que  x   soit  une  quantité 
quelconque  négative  ou  imaginaire  ;  nous  allons  démon- 

(X  \"^ 
I  H \     a  encore  pour  limite  e(x). 

A  cet  cU'et,  formons  la  différence 


e,n{x) 


Nous  allons  montrer  que  le  module  de  cette  dilférencc 
peut  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée  quand  m 


(  63  ) 
croît  iiidéfiniineiit.  On  a  cvidemment 


~^  L         \         "^ /  \  '" /         \  m      / ]  ml' 

si  l'on  désigne  par  ;•  le  module  de  x^  le  module  du  second 
membre  étant  inférieur  à  la  somme  des  modules  de  ses 
termes,  on  a 


mod 


\  f>i /   \  m  J ]  i  .i.'i 

\  m     / Ji  ml 


I—     I 


-) 

mj 


OU  bien 


mod    e„Ax) —  (  n 

L  \         m 


)1 


<  e,n{r)- 


(-^r 


Or  nous  avons  démontré  que,  pour  toute  valeur  de  /' 
positive, 


em{r)>{  I  -4- 


■un 


si  l'on  retranche  les  trois  membres  de  cette  double  iné- 
galité de  la  même  quantité  em{^r\  il  viendra 


o<e,„(r)- 


(-^y 


<  — e,„_,(r). 


La  difïërence  em(r) —  l  i  -\ J     est  donc  comprise 

entre  zéro  et  une  quantité  qui  a  pour  limite  zéro;  par 

I  -! j     peut    devenir 

plus  petit  que  toute  quantité  donnée  quand  m  augmente 


(   64  ) 
indéfiTiiiiieiit,  On  en  conclut  que 


par  suite 


lim    c,„(^)— (i  -^  ^  )      \=o, 

liiii  (  I  H I     =  e(x  ); 

^  /Il 


la   proposition   est   donc  démontrée  pour  toute  valeur 
réelle  on  imaginaire  de  la  variable  .r. 

3.   Nous  allons  établir  maintenant  que,  si  a  et  a'  sont 
des  quantités  réelles  ou  imaginaires,  on  a 

lim  (  I  -)-   -   M 7  )     =  liiii  (  I  H )  pour  /«  =  ît  , 

\         »?        m  I  \  m.  ' 

pourvu  que  le  rapport  — r  ait  pour  limite  zéro,  quand  ui 

augmente  indéfiniment. 

En  ed'et,  on  a  identiquement 

a  a'  \  "'  / 

m        m  j  \ 
'J-    \  l           'J-  oc' 

ni  W         ni        m' 

\         m        ni  ! 
d'où 

[/  a  a'     '"        / 

\         ni        ni  /  V 

^    1  =''  r    1  /     *     ^'  \' 

<  mod  — ,    mod  \  \ 7 

m  [  \  m        m  / 

-f-  mod  1  I 


ni 

1)1-1 


('-^n 


•n'  ) 


I  -) 


-mudf.-i-^y'"']. 
Kous  allons  démontrer  que  le  module  de  la  dillérence 


m    '    ni 


tend  vers  zéro  quand  ///  auguiente  iiidéiininient. 


(  65  ) 
Soient /■  ie  module  do  a;  /'  celui  de  a',  ou  auia 

niod  (  I  -^ )  <  I  -: 

\         m  )  m 

mod  |iH i<i-' ■ 7 , 

\         m        m  !  m        m 

par  suite, 

L\  »?         m  J  ^  m/     ] 

<4[(,^^_-À)'"-^...H-(.-H^)"'"| 
m  L\         m       m  /  \         m/        J 

et,  a  fortiori, 

L  \       "^      "^  /        \       "*  /    J 

<    — ,  X  //i      I : ; 

m  \  m        m  J 

Mais,  par  hypothèse,  — ;  a  poui-  limite  zéro^  ou  a  doue 


/•         V    ^  r  -\-  r 

ni        ni   ^      '        ni 


\  m        m  /  \  ni      j 

et,  par  suite  aussi, 

V  m        ni  j  \  m     / 

et 

/  r         r'\"'-i  ^     , 

IH \ :  Ce(/--f-/- .). 

y  m        ni    ' 


m        m 
Oii  a  donc 


m    , 


or— ,5  par  livpotlic^e.  a  puur  liuiile  zéro;  «?(/••+-/■')  est 


(66  ) 
une  quanlilc  liiiic  :  par  suite,  le  module  de  la  dilliérence 


\  m        m  1  \  ml 


peut  devenir  plus  pelit  que  toute  quantité  donnée;  il 

1  '  [  a  a'  \  '«  /  a  \  '« 

S  ensuit    ciue     i  -f-  -  H ;        et  (  i  H )      ont  même 

^        \  m         ni  I  \  m  I 

limite. 

Il  en  serait  de  même  si  a'  était  une  fonction  de  m  dont 
le  module  tendit  vers  une  limite  finie  quand  m  croît 
indéfiniment. 

4.  Le  théorème  précédent  nous  permet  de  démontrer 
une  propriété  importante  de  la  fonction  e(x)  pour  toute 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable. 

On  a,  quels  que  soient  x  et  r , 

e{x)x  e(j)=  e(x-hy). 
En  effet,  e  (a)  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de 
X  est  la  limite  de  f  i  H — -)    quandmcroîtindéfiniment  : 

e(x)=  lim  (  1  H 

\         m 

e(7)=lim(i+£)"; 
par  suite 

OU 

e(x)xe(y)=Vim(  i-i Z  _|_ -Z  )     • 

mais,  d'après  ce  que  l'on  a  démontré,  on  a 

,.      /         x-^y        xy\"^      ,.      /         x-^y\ 
\  m  ni-J  \  m     / 

1         X  -h  V        xy\' 
I  -^, ^-     '     —,) 

\  l/l  IN-/ 


ou 

1  i  m  (  I  -4- ,  "^ — —-     !     -^  )     —  r  f  r  -I-  -( 
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par  suite 

e(x)x  e(y)=  c(j:  -hy), 

ce  qui  est  la  propriété  foiidaincntale  de  la  fonction  e  (x) 
étendue  à  des  valeurs  quelconques  de  la  variable. 


SIR  L'ÉiniIX  ITI0\  PAR  LA  METHODE  D'EllLER  ; 

Par  m.  Cn.  BIEHLER. 


1.  On  sait  que,  si  F{x,j)  et  G{x,  j)  sont  deux  po- 
lynômes homogènes  en  x  et  j',  de  degrés  respectifs  m  et 
p,  si  A  (or,  y)  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces 
deux  polynômes,  A(a:,j^)  est  de  la  forme 

Mx,  JK)  =  U  G(x,  y)^\  F(x,  y), 

U  et  V  étant  des  polynômes  entiers  et  homogènes  en  x 
elj. 

On  le  voit  immédiatement  en  observant  que  les  restes 
successifs  obtenus  dans  les  opérations  qui  conduisent 
au  plus  grand  commun  diviseur  A  sont  tous  de  cette 
forme. 

Cela  posé,  on  démontre  aisément  que,  si  F{x,j)  di- 
vise un  produit  dedeux  polynômes  G (x,j)  X  H(x,j)') 
et  s'il  est  premier  avec  G(>r,  j  ),  il  divise  H{x^j)  -,  les 
polynômes  F,  G  et  H  sont  homogènes. 

En  elïét,  les  deux  polynômes  F(x^j)  et  G(x^y) 
étant  premiers  entre  eux,  on  pourra  trouver  deux  poly- 
nômes U  et  V,  tels  ([ue 

VG(T,y)-^\F(x,y)  =  \; 
par  suite, 

U  G(x,  y)  X  U(r.  y)  -+-  V  F{x,  y)  x  H(r,  y)  =  li{x,y). 


(  ti8  ) 
F(a',  j  )  divise,  par  liy[)ollièsc,  lu  piuduil 

G( x,  y)  X  H(3",  }')'• 

il  divise  doue  les  deux  parties  du  premier  meuibre  et 
par  suite  il  divise  H(a:,  y). 

Cette  proposition  va  nous  permettre  de  démontrer  le 
théorème  d'Euler,  à  savoir  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux 
polynômes  F(j:,j)),  G{x,  j)  homogènes  aient  un  di- 
viseur commun  en  x  et  y,  c'est  qu'il  existe  deux  poly- 
nômes TJ  et  ^  de  degrés  respectivement  moindres  que  F 
et  G,  tels  que  l'on  ait  identiquement 

\]G{x,y)^\¥{x,y)=o. 

La  condition  est  nécessaire^  car,  si  F(a:,  j  )  etG(a:,j)) 
ont  un  diviseur  commun  0,  on  aura 

¥{x,y)  =  Q¥i{x,y), 

Q{x,y)  =  eG,{x,y) 
et,  par  suite, 

Fi(^,  r)  G(j:-,  jk)  — Gi(^,  ^)  ¥{x,  y)  =  a, 

ce  qui  fait  voir  que  la  condition  est  nécessaire. 

Elle  est  suffisante  ;  car,  si  elle  est  remplie,  ou  aura 

\jG{x,y)  =  -\F(x,y). 

Si  F(.r,j}J  et  G(jc,  7  )  étaient  premiers  entre  eux, 
F(x,  j)  divisant  le  produit  U  G{x^j)  et  étant  premier 
avec  G(.r,  j>')  devrait  diviser  U  qui  est  de  degré  infé- 
rieur à  F^  les  polynômes  F(x,  J  )  et  G{x,j)  ne  pou- 
vant être  premiers  entre  eux  aduieltent  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  degré  supérieur  à  zéro. 

On  peut  montrer  de  plus  que,  si  U  et  V  sont  respec- 
tivement de  degrés  m  —  A  et  p  —  A,  les  fonctions 
F(jf,  j'),  G{x^j  )  admettent  un  plus  grand  commun  di- 
viseur qui  est  de  degré  ).  au  moins. 


(   69  ) 
Supposons,  en  ellct,  que  le  facteur  commun  à  F(  .r,  7  ) 
et  à  ('t(x,j)  soit  il(;  di'gré  "//  plus  petit  que  ).. 

F(x,  j')  =  eF,(.r,j), 
G(^,  y)  =  ©Gif^,  y). 

F,(x,  J-)  sera  de  degré  m  —  a';  (1,(0:,  r),  de  degré 
j}  —  a',  et  l'on  aura 

UG,(.r,  j)--VFi(.r,  ^)  =  o: 

U  et  \  étant  de  degrés  i-espectivement  inférieurs  à  F, 
et  à  (ti,  les  polynômes  F,  et  G,  ne  sauraient  être  pre- 
miers entre  eux  ;  il  existe  donc  un  facteur  commun  à 
¥{x,y)  et  àG(.r,  y)  de  degré  au  moins  égal  à  A. 

2.  ]Nous  allous  étudier  maintenant  quelques  pro- 
priétés des  polynômes  L  et  ^'  qui  nous  seront  utiles  dans 
la  s  ni  te. 

L  Si  les  polynômes  F(a:, -)'),  Gix^-))  n'admettent 
pour  p/us  i^rand  commun  diviseur  qu' une  fonction  du 
premier  déféré  |jx  —  a^,  les  polynômes  U  et  ^  ,  qui 
fournissent  l'identité  d' Euler,  sont  premiers  entre  eux, 
U  et  ^  étant  de  degrés  m  —  i ,  /;  —  i . 

En  elFet,  si  U  et  ^   admettaient  un  facteur  conuuuu  0, 

oîi  aurait 

U  =  eUi, 

V  =  0V,. 
et,  par  suite,  l'identité 

U  G(.r,  y  )  -!-  V  V(x,  y)  —  o . 


devenant 


UiG(:r,  jO-^VjFf^,  j) 


nons  montre  que  F(a",  y)  et  (j(j:,  i  )  adnu'ttent  un 
plus  grand  commun  diviseur  de  degré  supérieur  au 
premier,  ce  qui  est  contraire  à  l'in^potlièse  laite  sur  F 
et  (î. 


II.  Si  les  deux  poljnôines  Y [x,  y)^  (i(jc,j)  n  ad- 
mettent pour  plus  grand  commun  diviseur  qu'  une  fonc- 
tion du  premier  degré  de  Informe  [jx  —  a  > ,  il  n  'existe 
//u'u7i  seul  système  de  polynômes  U  et  \'  satisfaisant  à 
V identité  d' Euler^  U  et  V  étant ^  comme  précédemment^ 
de  degrés  m  —  i  et  j)  —  i . 

Supposons,  en  effet,  qu'il  existe  deux  systèmes  U  et  V, 
U,  et  Vi  donnant  les  identités 

\}G{T,y)  +  \¥{x,y)   =  o, 

\iiG{x,y)-^\\¥{x,y)  =  o; 
on  en  tirera 

(^\j\,-\\},)G{x,y)  =  o 
OU 

LVi  —  VUi  =  o. 

Les  polynômes  U  et  \  ,  d'après  Je  théorème  précédent, 

sont  premiers  entre  eux;  par  suite,  U  doit  diviser  U,  et 

l'on  a 

L  =XU,  ; 
d'où 

A   étant  une   constante:   le   système   (U(,\,  )   est  donc 
identique  au  système  (U,  \). 

m.  S'il  existe  plus  d' un  système  de  polynômes  U  et 
V  de  degrés  ni  —  i  et  p  —  i  satisfaisant  à  l'identité 
d'Euler,  les  polynômes  F(.r,  7  ),  (j{x^y)  admettent 
un  plus  grand  commun  diviseur  de  degré  supérieur 
à  un. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent, 
car  U  et  V  ne  sauraient  dans  ce  cas  être  premiers  entre 
eux,  à  cause  de  l'égalité 

UV,  —  VUi=o, 

(jui  nous    ferait   voir   que   les  deux    systèmes   (U,  \  ), 
(Ui,  V,)  rentrent  dans    un  seul.  U  et  \    admettant  un 


(   7'   ^ 

plus  grand   commun   diviseur  B,   qui  est  au  moins    du 

premier  degré,  on  a 

U  =  00,, 

V-  eVo, 

(ît  IMdentilé 

nous    montre   que   F(a:,j)  et    G(\r,  7^)  admettent   un 
plus  grand  commun  diviseur  de  degi'é  supérieur  à  un. 

IV.  S'il  71^ existe  ijuun  seul  système  de  polynômes 
U  et  V  de  degrés  respectifs  ni —  i  etp —  i ,  qui  donnent 
V identité  d'Euler,  les  polynômes  F(x,  j^),  G(.r,  j  ) 
n' admettent  q u  un  facteur  linéaire  commun. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate 
des  précédentes  ^  car,  si  lespol3ni(jmesF(x,j'^),  G{x^y) 
admettaient  un  plus  grand  commun  diviseur  de  degré  À, 
A  étant  plus  grand  que  ini,  on  aurait 

G(x,  y)  =  eGi(x,y), 
et,  par  suite, 

^1(^1  y)  Gr(.r,y)  —  Gi(T,y')  F(x,y)  =  o. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  un  polynôme 
arbitraire  *h  de  degré  À  —  i ,  on  obtiendrait  une  infinilé 
de  fonctions  de  degrés  ju  —  i  et  />  —  i ,  à  savoir 

1>Fi(j",  jk)     et     *Gi(.r,  jk;, 

qui  satisferaient  à  l'identité  d'Euler,  ce  qui  est  contraire 
à  l'hypothèse. 

3.  Cherchons  maintenant  en  fonction  des  coefficients 
de  V(j:^y)  et  de  G(.r, j  )  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  les  polynômes  F(x,y)  et  G{x,  y) 
aient  un  facteur  commun. 


(  r^  ) 

Il  faiulra,  d'après  ce  qui  précède,  qu'on  posant 

TJ  =  a„.r'«-'  M-  a,.r"'-2_y-4-  .  .  .  -f-  a;„_,  j'"-'  , 
V  =  3u.r/'-i  -4-  pia-z'-sj/-!-  .  .  .  -t-  ^p-\yP-\ 

OU  ait  identif|ueinent,  pour  des  valeurs  convenables  des 
coefficients  a  et  p, 

Si 

F(.r,  jk)  =  A„.r'«  ^-  A,.9-"'-i^>'  -i-  .  .  .  -^  A„,  r'", 
G(.r,  7)  =  Bo-r/'  -h  V,^xi'~^y  +  . . .  +  B/,  v/'  ; 

en  ègalautà  zéro  les  coefficientsde.r"'+^~',.r"'+/'~-')  , ..., 
-}  '"+/'-',  on  aura  les  é(juations 


J^oV-tf 

1     \    rj 

~T-  --io  iJo 

=  o, 

Bia,,  -h  Boai  -l-  .  . 

~r-  Al  po  -1-  Ao  ^\ 

=  o, 

B„a 


p^/n  —  l 


+  A„,  p/,_i 


Ces  équations,  au  nombre  de  m  +  /?,  sont  linéaires 
et    lioinogènes    par    rapport     aux     m -\- p    inconnues 

tto ,  a  I ,  . . . ,  y.,n_  I ,  [j 0  >  H 1 1  •  •  •  «  H/»-  '  • 

Elles  doivent  aduu^ttre  pour  ces  quantités  des  valeuis 
qui  ne  sont  pas  toutes  nulles;  il  faut  j)ar  suite  que  le 
déterminant  d'ordre  ///  + />  de  leurs  coeflicients  soit  égal 
à  zéro.  Soit  A  le  déterminant, 


A  = 


Bi      Bo     o 


Ao 

o 

. .     o 

A, 

Ao     . 

o 

o 

■     A„, 

A  ==  o  est  la  condition  nécessaire  pour  que  les  deux 
fonctions  F(.r,j}  ),  {\{x^r)  aient  un  facteur  commun 
au  moins  du  pr<Mnier  degré. 

Je  vais  démontrer  que  cette  condition  est  dans  tous 
les  cas  snHisante. 


(  73  ) 
Supposons  que  A  =  o  et  que  l'un  des  déteruiiuants 
d'ordre  m-\-p —  i,  mineur  de  A,  ne  soit  pas  nuJ.  On 
pourra  douncr  à  l'une  des  inconnues  a,,,  a,,  ...,a„j_,, 
Po,  [3,, ...,  j3y,_i  une  valeur  arbitraire  et  choisir /;i  -\-  p —  i 
des  équations,  de  telle  sorte  que  le  déterminant  des  in- 
connues qui  y  figurent  ne  soit  pas  nul  ;  ce  sera  le  mi- 
neur que  nous  avons  supposé  diftéi'cnt  de  zéro  ;  les 
équations  déterminent  pour  les  iii-\-j) — i  inconnues 
(]ui  y  (igurent  des  valeurs  de  la  forme 

ai  =  Xja,  ^1  =  [j-ia, 


où  a  désigne  la  valeur  de  l'inconnue  choisie  arbitraire- 
ment et  Ao,  A|,  ...,  A/w-15  1^-05  [^15  •••'  Y'P-\  des  quantités 
])arf"ailcment  déterminées  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles, 
l'une  d'elles  étant  égale  à  l'unité. 
Les  fonctions  L  et  ^   sont  d(nic 

\  =  a(;jto2'/'-i  -f-  [XiXP-iy  H-  ...  —  [J-p-iJ'''-'  )  ; 

abstraction  faite  du  facteur  a,  elles  donnent  le  système 

unique  de  fonctions  de  degrés /?2 —  i  et /y —  i  satisfaisant 

à  l'identité 

U  G(x,  y)  -^  V  ¥{x,  y)  =  o. 

La  solution  précédente  étant  la  plus  générale  pour  les 

quantités  y-o,  a,,  ...,a„,_,,  i3o,p,,  ..,,  i3„j_, ,  il  s'ensuitqiu-, 
si  un  mineur  d'ordre///  -+-  p  —  i  de  A  est  dilïérent  de  zéro, 
il  n'existe  qu'un  seul  système  de  polynômes  d'ordn; 
m —  I  et  ]} —  I  donnantridentité  d'Euler,  et,  par  suite, 
d'après  les  théorèmes  précédents,  les  deux  fonctions 
¥{x^j)  et  G(a:,  7  )  admettent  pour  plus  grand  com- 
mun diviseur  une  fonction  du  ])remier  degré  seulement. 

Aiin.  dp    ]falhcniat.,  '■'>'  sf'ric,  l.  \[  C  [■"(•vricr  \^^~).  6 
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Ce  qui  pi'écèdo  montre  évideiniufiit  que  les  fonctions 
U  et  ^  sont  eireelivenient  de  degrés  m  —  i  et  />»  —  i  ;  car 
Ao  et  [i-o  ne  sauraient  être  nuls,  les  polynômes  U  et  ^ 
s'abaisseraient  aux  degrés  m —  2  et  ^  —  2  au  moins,  et, 
en  les  multipliant  par  un  polynôme  arbitraire  du  pre- 
mierdegré,  on  obtiendrait  une  infinité  de  fonctions  U  et 
^  de  degrés  m —  i  et^ —  i  qui  satisferaient  à  l'identité 
d'Euler,  ce  qui  n'est  pas  possible  d'après  ce  qui  pré- 
cède. 

On  iioit  donc  que,  si  \=  o  et  si  un  mineur  d^ ordre 
m  -\-  p  —  I  r/e  A  est  dijjérent  de  zéro,  les  deux  fonctions 
F(a:,  7  )  et  G(x,j)  admettent  pour  plus  grand  coni- 
nrun  diviseur  une  Jonction  qui  n^est  que  du  premier 
degré. 

Si  tous  les  déterminants  d'ordre  m -\- p —  i ,  mineurs 
de  A,  sont  nuls,  et  si  un  déterminant  d'oidre  m  -{-p —  2, 
mineur  de  A,  n'est  pas  nul,  la  solution  la  plus  générale 
du  système  des  équations  en  oLo,ol,,  ...,  [^oii^i  •••  est  de 
la  forme 


«0  =  Aoa  -!-  Au  a  , 

Po  =  1^0  2t  -4-  [J-o  a  , 

«1  =  A,a-+-  X',a', 

pi  =  i-iia-t-  iJ.\a.', 

a„(_i  —  A,„_i  a  -i-  A'„,_i  a':     P/j-i  —  F/^-i  ^  "^  l^p-i  ^  > 

où  a  et  a' sont  des  arbitraiies,  Aq^  ••••>  ''^o*'  •••^  î^-im  •••>  [^0?  ••• 
des  quantités  parfaitement  déterminées,  (|ui  ne  sont 
pas  toutes  nulles. 

Dans  ce  cas,  les  fonctions  U  et  V  prennent  la  forme 

U  =  alJi  -H  a'U'i , 
V  =aV,  +  a'V',  , 

U(,  U[,  \'i,  Vj  étant  des  polynômes  bien  déterminés. 
Jl  existe,  dans  ce  cas,  nnn  infinité  de  fondions  U  et  \ 
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qui  tlonnciU  ridenlîté  d'Euler^  par  suite,  d'après  ce  (jui 
précède,   F(x^j')  et  G(x,  ^  )  ont  un  plus  grand   coni- 
niun  diviseur,  qui  est  au  moins  du  deuxième  degré. 

On  voit  que  U  et  V  sont  en  nombre  infini:  car  U4  et 
V,  ne  peuvent  pas  être  identiquement  nuls  à  la  fois, 
pas  plus  cjue  U,  et  Vj,  puisque,  dans  l'expression  de 
ao,a( , ...,  ^01  ^)5  •••:  "1^  coefficient  de  a  est  égal  à  l'unité, 
ainsi  qu'un  coelTicient  de  a'. 

On  voit  donc  que,  si  \  =  o  et  si  tous  les  mineurs 
tV  ordre  ni-i-  p  —  i  de  A  sont  nuls,  les  fondions  V{x,j'), 
G(x,  -)')  admettent  un  facteur  commun  qui  est  au 
moins  du  second  degré. 

Il  en  serait  de  même  si  l'ordre  du  premier  des  mi- 
neurs qui  ne  s'annule  pas  s'abaissait  au-dessous  de 
l'ordre  m-\-p  —  1. 


SUR  LE  THÉORÈME  DE  ROLLE; 

Pau  m.  Gii.  BIEHLER. 


1.  On  sait  que,  si  toutes  les  racines  de  l'équation  dé- 
rivée d'une  équation  algébrique  et  entière  donnée  sont 
réelles  et  inégales;  de  plus,  si,  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur et  substituées  dans  la  proposée,  elles  donnent  des 
résultats  de  substitution  alternativement  de  signes  con- 
traires, toutes  les  racines  de  la  proposée  sont  réelles. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du  sui- 
vant : 

Si  les  deux  plus  petites  racines  réelles  de  V équation 
dérivée,  ou  les'  deux  plus  grandes,  substituées  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  proposée,  donnent  des 
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résultats  de  substitutio?i  de  signes  contraires,  il  j  a, 
dans  le  premier  cas,  une  racine  de  la  proposée  entre 
—  ce  et  la  plus  petite  racine  de  V équation  dérivée^  et, 
dans  le  deuxième  cas,  il  y  a  une  racine  de  la  proposée 
entre  la  plus  grande  racine  de  V équation  dérivée 
et  -4— cso. 

Rappelons  en  deux  mots  la  démonstration  de  ce  lliéo- 
rème. 

Si/(j?)  =  oest  l'équatioi)  proposée,  f'(x)  =  o  l'é- 
tjiiation  dérivée,  a  et  ê  les  deux  plus  petites  racines  de 
l'équation  dérivée,  on  a,  par  hypothèse, y"( a)  y  (ê)  <;  o -, 
il  y  a  donc  une  racine  a  de  la  proposée  entre  a  et  ê,  et 
l'on  a  pour  une  valeur  de  t  suffisamment  petite 

J'(a  —  E)^ 
et 


/'(-^-) 


Or  y  (a  —  £  )  et  J''  ( —  ce)  sont  de  signes  contraires; 
par  suite,  /{a  —  s)  et  /'( —  yz)  sont  aussi  de  signes  con- 
traires; il  y  a  donc  une  racine  de  /"(.r)=  o  entre  a  et 
—  oc;  elle  ne  peut  être  entre  «  et  a  :  elle  est  donc  entre 
30  et  a. 

La  démonstration  serait  la  même  pour  les  deux  plus 
grandes  racines  de  l'équation  dérivée. 

2.  Proposons-nous  d'étendre  le  théorème  au  cas  où 
l'équation  dérivée  n'aurait  pas  toutes  ses  racines  iné- 
gales. 

Nous  devons  tout  d'abord  écarter  le  cas  où  l'équation 
dérivée  aurait  des  racines  multiples  que  n'admet  pas 
la  proposée;  car,  s'il  en  était  ainsi,  la  proposée  aurait 
nécessairement  des  racines  imaginaires. 
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Supposons  donc  que  1  équation  dérivée  ait  toutes  ses 
racines  réelles  et  que  ses  racines  multiples  satisfassent 
toutes  à  la  proposée. 

Soient  «,  b^  .  .  .^g  les  racines  de  la  dérivée  qui  appar- 
tiennent à  la  proposée;  3c,  ,3,  .  .  . ,  Y  leur  degré  de  mul- 
tiplicité dans  la  dérivée;  soient  a',  b',  .  .  . ,  /'les  racines 
de  l'équation  dérivée  non  communes  avec  la  proposée, 
supposées  toutes  simples  et  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur croissante.  Aous  allons  démontrer  la  proposition 
suivante  : 

Si  tous  les  groupes  (  a\  Z>'),  (  b\  t'j,  .  .  . ,  (^  A"',  /'),  tels 
que  les  deux  racines  d'un  même  groupe  ne  compren- 
nent entre  elles  aucune  des  .racines  a^  b,  .  .  . ,  g^  don- 
nent, quand  on  les  substitue  dans  le  premier  membre 
de  la  proposée,  des  résultats  de  substitution  alternati- 
vement désignes  contraires,  toutes  les  racines  de  la  pro- 
posée sont  réelles. 

En  effet,  soit  n  le  nombre  des  racines  «,  ^,  •  •  • ,  g\ 
m  le  nombre  des  racines  a' ,  b\  .  .  . ,  l' . 

I.  Supposons  d'abord  «,Z»,  .  .  .  •,  g  toutes  conq^rises 
entre  «'  et  /'  :  le  nombre  de  groupes  de  racines  que  Ton  a 
à  substituer  d'après  l'énoncé  est  (m  —  i) —  «;  il  y  a  par 
liypotlièse  m  —  i  — tz  changements  de  signes  et  par  suite 
m  —  n  —  I  racines  réelles  àef{x)  =  o  qui  sont  diffé- 
rentes des  racines  multiples  de  cette  dernière 

Il  y  en  a  une  entre  — oc  et  a'  et  une  autre  entre  i  et 
H- oc  ;  car,  si  a'  n'est  pas  compris  entre  a'  et  b\  le 
théorème  précédent  s'applique  sans  modification,  et,  si  a 
est  compris  entre  a'  et  Z»',  on  a  toujours,  quel  (jue  soit  le 
degré  de  multiplicité  de  «, 

f(a  —  t)  /(— =c) 
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par  suite,  J  [a  —  î)  et  /  ( — oc)  sont  de  signes  eoutraires  ; 
la  nouvelle  racine  de  |*(a:)=o  est  comprise  entre  —  ce 
et  il! \  il  en  est  de  nième  pour  /'. 

L'équation  f(^x)^o  a  donc  ni  —  ii -\- \  racines 
réelles  distinctes 5  elle  a  aussi 

(a -f-  i)-4-(S  +  i)-t-.  . .  +  (' Y  +  i)  =  a  -t-  6  -h,  . .-+- Y -^  " 

racines  réelles  multiples  d'ordre  de  multiplicité  a -f-  ; , 
ê  4-  I ,  .  .  . ,  y  -f-  I  •  elle  a  donc  en  tout 

a  -H  ê  -H . . .  -f-  Y  "^  ''^  "+■  ' 

racines  réelles^  ce  nombre  représente  précisément  le 
degré  de  réquationy(a:)  =:  o,  par  suite,  toutes  les  racines 
de  la  proposée  sont  réelles. 

II.  Supposons  que  la  plus  petite  racine  a  du  groupe 
a^h^  ...^  g  soit  moindre  que  a!  et  que  g  soit  plus  petit 
que /'.  Les  substitutions  donnent  alors  (;« — 1)  —  («  —  i) 
changements  de  signes  et,  par  conséquent,  nous  révèlent 
l'existence  de  {m  —  i)  —  {ii  —  i)  racines  réelles  distinctes 
de  y'(jr)=o;  il  y  a  en  outre  une  racine  de  la  même 
équation  entre  /'  et  H-  a;;  en  y  ajoutant  les 

a  -i-  ê  -^ .  . .  -!-  Y  -î-  /i 

racines  multiples,  on  obtient  un  total  de 

a  -+-  [3  -1- . . .  -f-  Y  —  /n  -M , 

qui  est  encon;  le  degré  de  l'équation. 

UL  Supposons  maintenant  a<ici  et  g^  l' \  nous 
n'aurons  plus  que  m —  i  — {ji  —  2)  groupes  à  substituer, 
et  par  hypothèse  tous  ces  groupes  nous  donnent  autant 
de  changements  de  signes  et  par  suite  ni  —  «  +  i  racines 
simples  de  f{J^)  =  o;  ce  nombre,  joint  au  nombre  des 
racines  multiples,  forme  encore  une  somme  égale  au 
degré  de  l'équalion  proposée,    il  est   évident  d'ailleurs 


(  79  ) 
c|uo  les  trois  hypothèses  précédentes  sont  les  seules  à 
examiner:  ou  peut  donc  dire  fjue,  dans  tous  les  cas  qui 
peuvent  se  présenter  et  qui  sont  compatibles   avec  l'é- 
noncé,   l'équation  pro]>osée  a  toutes  ses  racines  réelles. 


SUR  LA  FORME  ADJOINTE; 

Par  m.  Gu.  BIEHLER. 


1.  Nous  allons,  dans  ce  qui  suit,  donner  une  démons- 
tration simple  de  quelques  propriétés  de  la  fonction 
adjointe  d'une  forme  quadratique  donnée;  pour  plus  de 
simplicité,   nous  considérerons  le   cas  d'une  forme  du 


2B'  zx  -h  iW  xy. 


second  degré  à  trois  variables. 
Soit 

/(^,  J',  -)  =  Aa;2  -H  A>2  ^_  y--  ^-  2  B  j- 

Si  l'on  pose 

I    kx-\-  B"y  -i-B'z  —  u, 

(i)  <  B"x -hA'y-hBz  —  V, 

(   B'^-t-BjK  -h\"z  =  (V, 

on  aura,  en  vertu  du  théorème  d'Euler, 

ux  +  vy-\-wz=/{x,y,z). 

Ces  quatre  équations  nous  donnent  immédiatement 

A      \i"     B'     Il 


B" 

A' 

B 

V 

B' 

B 

A" 

w 

u 

V 

(ï' 

f 

ou  bien 

A 

B" 

B' 

' 

y  = 

B" 
B' 

A' 
B 

B 

A" 

u 

%> 

(»• 

cil  [)osaiiL 
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A      B"  B' 

B"    A'  n 

B'     h  A" 


Si  l'on  développe  le  second  membre  de  l'égal ilé  pré- 
cédente, il  viendra  une  expression  de  la  forme 


=  au-  -\-  a' ('2 


a"»'- M-  ibiix'  -i-  7.b'  iiiv  -+-  ib"  iiv. 


Nous  désignerons  par  F(ii,  t',  tv)  ce  polynôme  du 
second  degré;  c'est  la  l'orme  adjointe  de  f(x^j'^z). 
Ses  coefficients  sont  les  dérivées  et  demi-dérivées  de  A 
prises  par  rapport  à  A,  xV,  A",  B,  B',  B". 

Si  l'on  résout  les  éqnations(i)  par  rapport  à  j:,j)s  ^, 
on  obtient  le  système 


(•■^) 


A.r  =  au  -^  b"  V  -i-  b'  w^ 
\y  =  b"  u  ■+■  a  K'  -4-  b»', 
\z  ■=  b' u -i- bi'    -\- a"  iv 


Les  coeflicients  a.  a',  a",  b^  Z>',  b"  sont  précisément 
ceux  de  la  fonction  adjointe,  comme  on  le  vérifie  encore 
en  multipliant  ces  équations  par  «,  r,  tv  et  en  ajoutant 
membre  à  membre. 


2.  Si  l'on  opère  maintenant  sur  F(«,  v',  ^v),  comme 
nous  l'avons  fait  sur  f[x,  y,  z)^  c'est-à-dire  si  l'on 
forme  la   Ibnction   adjointe   de   F(«,  i^,  iv),  on    posera 

d'abord 

/    au  -^  b"  V  -\-  b'  iv  =  ç, 
(3)  ^  b" u  -i-  a  V  -^  b»'    =  T, , 

,    b'  u  -~-  bv  -f-  a!'  w  =  ^  ; 


on  a  aussi 


F; 


Il  en  resii 


Ite 
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a      h"  b'  \ 

h"     a'  b  r, 

b'    b  a"  :; 

?       r,  r  ¥ 


cl.  si  l'on  désigne  par  o  le  deLerininant 


^F  = 


a      b"  b' 

b"     a'  b 

b'     b  a" 

a  b"  b-     \ 

b"  a  b       r, 

b'  b  a"     ; 

i  r.  :     o 


Soit  0(ç,r.,!^)  la  Ibncliou  du  second  membre:  nous 
aurons 

Mais  les  équations  (3),  comparées  aux  équations  (2), 
nous  montrent  que 

on  aura  donc 

3  F(u,  V,  «')=  ^{Ix,  iky,  Iz)  ~  A2*(\r,  y,  z). 
Si  l'on  élimine  F(  u,  i^,  n'),  il  viendra 

et,  comme  0  est  le  déterminant  adjoint  de  A,  on  aura 

0  =  r-, 
pai-  suite 


(  8.  ) 

J^a  l'orme  adjointe  de  F(/f,  ^',  iv)  est  donc  la  forme 
primitive  y"(.r,  )',  ~)  dont  tous  les  coefficients  ont  été 
nniltipliés  par  A. 

Les  coefiicienls  de  la  fonction  <I>  sont  formés  avec  les 
quantités  «,  r/,  a'\  h.  h\  h'\  ("omme  ceux  de  F  sont 
formés  avec  A,  A',  A",  B.  IV,  B";  par  suite,  on  aura,  en 
vertu  de  la  relation  <I>(x,  r,  z)^:^  A/(.r,j)',  ::), 


à  a" 

-b-^     =AA, 

a"  a 

—  b-^    =A'A. 

a  a' 

—  b"-i    =  A"A. 

ab 

—  b'b"=  BA, 

a'b' 

^b"b  =  B'A, 

et!'  b" 

—  bb'^  B'A. 

Ce  sont  les  relations  de  Gauss^  elles  nous  montrent 
que,  si  l'invariant  de  la  fonction  /(.r,  i',  :;)  est  nul,  la 
forme  adjointe  F(/f,  v',  (v)  est  nu  carré  parfait. 


SIR  Ul\  THEOREME  DE  CIIASLES; 

Par  m.  AVEILL. 


Cliasles  a  démontré,  dans  la  Géométrie  supérieure, 
que  si  l'on  mène  à  une  courbe  algébrique  toutes  les  tan- 
gentes parallèles  à  une  direction,  le  centre  des  moyennes 
distances  des  points  de  contact  est  indépendant  de  la  di- 
rection. On  peut  démontrer  ce  résultat  de  la  manière 
suivante. 

ni  étant  le  coefiicicnt  angulaire  de  la  direction,  une 
tangente  parallèle  à  cette  direction  aura  une  équation  de 

la  forme 

y  =  mx  -i-  o(  ni). 
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Supposons  qu'il  yeiiait/>;  parsuile,  on  pourra  mener 
à  la  courbe/^  tangentes  par  un  point  (a-,,  j,);  si  donc  on 
pose  1',  —  ?}iXi  =  h,  on  aura,  pour  déterminer  A,  m  étant 
donné,  une  équation  de  la  forme 

hP  _-  A  A/'-i  -i-  B  hi>--  -h . . .  =  o. 

Je  dis  que  A  est  une  fonction  linéaire  de  j?i,  et  cela 
suftit  à  la  démonstration.  En  elfet,  si  la  tangente  doit 
passer  par  (x,,j',),  son  équation  doiniera 

o{ni)  —  j-i — rnxi=  h, 

et,  en  remplaçant  h  par  cette  valeur,  on  aura  une  équa- 
tion en  771  qui  devra  être  du  degré/;. 

Dès  lors,  on  a 

A  =  /on  —  L. 

Ceci  posé,  le  point  où  la  droite  j  =  771  x -h '~>(r/i) 
touclie  son  enveloppe  a  pour  abscisse 

a  =—  'f'(/n)-, 
par  suite. 

Le  tliéorèine  est  donc  démontré,  car  on  verrait  de 
même  que  la  somme  des  ordonnées  des  points  de  contact 
est  constante. 


SLR  LA  DIVISIOX  DES  POLYNOMES; 

Par  m.  WEILL. 


Soit  à  diviser  i  par  le  pol  vnôme 


Ajr". 


dans  lequel  les  coefficients  a,  ^,  .  .  . ,  ),  sont  des  enliersr- 
Les  coeliicients   du   (piotient  seront   tous  des  nombres- 
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entiers.  Or,   si   l'on  désigne  par  f'{x)  le  polynôme,  et 
par  a^b^  c^  .  .  . ,  /  ses  raeines,  on  a  l'identilé 


I  ■^^    fia)         'V'    — '    /  "  ^ 


f  { r)        X^  .r  —  a        .^f\a)\a        a-        a^ 

Par  suite,  le  coefficient  de  a:"  dans  le  quotient  consi- 
déré est 

I  I 

~  a"+^f'ia)  "  b"+if'{b)  ~ * "  * ' 

et  c'est  un  nombre  entier.  Cette  remarque,  extrême- 
ment simple,  donne  des  théorèmes  d'Arithmétique  assez 
curieux.  Pour  les  énoncer,  nous  nous  bornerons  à  con- 
sidérer comme  diviseur  un  trinôme  du  second  degré  5  il 
est  facile  d'étendreles  résultats  à  des  cas  plus  complexes. 
Considérons  d'abord  le  quotient 


Soit  A  l'exposant  de  .r  dans  un  terme;  on  voit  que,  si 
A  =  3m  H- 2,  le  coefficient  est  zéro;  il  est  1  et  ( — 1) 
quand  X  est  de  la  forme  .^m  et  3/?i  -f-  i . 

Or  le  coefficient  de  x^  est 


On  en  conclut,  en  représentant  par  C^^  le  nombre  des 
combinaisons  de  m  objets  p  à  p^ 

Il  serait   intéressant  d'établir   cette  formule   par  des 
considérations  directes. 

Considérons  encore  le  quotient 
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les  coefficients  des  tiirnies  de  ce  quotient   forment  la 
suite  Lien  connue  i,  i,  2,  3,  5,  8,  ....  L'expression  du 
coefficient  de  x"~',  c'est-à-dire  du  «"""'  nombre  de  la 
série  de  Lamé,  est 

(r  +  v/5y'-(i-v/5)"^ 
et,  par  suite,  le  nombre  entier 

est  un  multiple  de  2"~'. 

D'une  manière  générale,  a  et  b  étant  deux  entiers 
quelconques  (  b  ne  pouvant  être  nul),  le  nombre 

est  multiple  de  a""*. 


SlIR  OIELQUES  FORMES  OUAttRATIQlES  ; 

Par  m.  WEILL. 


L   L'expression 

étant  indépendante  de  A,  il  en  résulte  que  tout  nombre 
appartenant  à  la  forme 

(b  —  c)  a'^-{-(c  —  a)  b--h  (a  —  b )c- 

peut,    d'une    iulinité   de    manières,    être    mis    sous    la 

Ibrme 

(6  —  c)  X2-I-  (c  —  a)\'^+  (a  —  b)7J. 

Vav    une    transformation    facile,    on    en    conilnl    <|ne 


(  «(^  ) 

loul  nombre  do  la  Tornie 

pqip-^q) 

peut,    d'une  infinité   de  manières,    se   mettre    sons   la 
forme 

Ainsi,  tout  nombre  de  la  forme  in{vi  -f-  i)  est,  d'une 
infinilé  de  manièi-es,  de  la  forme 

inx--^ y- —  {ni  -{-  \)z-. 

De  même,  tout  nombre  de  la  forme  iin-  est,   d  une 
infinité  de  manières,  de  la  forme 

11  est  facile  de  généraliser  cette  méthode  et  d'en  dé- 
duire un  grand  nombre  de  résultats. 

W.   Soit  un  nombre  de  la  forme 

Il  appartiendra  aussi  à  la  forme 

X2-4- \2-i- Z2=  (aa: -f- Pjk-4- T-)- 


si  l'on  a  les  égalités 


A  =  a2-i-a'2-f-  a"2, 

O  =  3to  -r-  OC    |J   -r-  Ot    û 

o  =  a-'  -f-  a' y'  -;-  a"v" 


d'où  l'on  tire 


1 


o  =  rv^rv- 


A  =  a2  4-  a'2-f-  a''2, 
B  =  32-}-p'2+  r^"2, 

o=  a3  -f-  a'[ï'-h  'J."'f 
C  =^  ATi. 


(8;  ) 
Pour  simplifier,  nous  ferons  |v"=  i^  d'où 

A  =  a2-^a'2-f-(a3-^a'^')^ 
G  =  AB. 

On   a  ainsi  une  solution  très  générale,  mais   non  la 
solution  complète  du  problème  suivant  : 

Trouver  les  formes  des  entiers  A,   B,  C  qui  soient 
telles  que  le  nombre 

Aj-2-+-B_>'2-t-  G^2 

soit  une  somme  de  trois  carrés. 
Ainsi  le  nombre 

2J:2_u3^2_^6-2 

est  une  somme  de  trois  carrés  5  de  même, 
5j'2_i_  6j'2_4_  3oi:2 

est  une  somme  de  trois  carrés,  et  ainsi  de  suite. 


SUR  LES  HELICOIDES; 

Par  m.  Geminiano  PIROXDIM. 


i  .  Considérons  la  surface  engendrée  par  une  droite  L 
assujettie  à  un  mouvement  hélicoïdal  autour  d'nncr 
droite  Tl;  soient  P  le  point  de  rencontre  de  L  avec  la  per- 
pendiculaire commune  aux  droites  L,  R,  et  h  la  plus 
courte  distance  de  ces  droites.  L'hélice  E  décrite  par  le 
point  P  est  la  ligne  de  striction  de  la  suiface  réglée  en- 
gendrée; soient  /  l'inclinaison  de  L  sni"   lî  et  0   l'incli- 
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liaison  conslanle  de   l'hélice  E  sur  les  génératrices  du 
cvlindre  C. 

On  passe  d'une  position  de  la  droite  mobile  à  la  sui- 
vante par  une  rotation  infinitésimale  autour  d(;  R  et 
une  translation  suivant  la  direction  II;  la   rotation  est 

.  th  . 

mesurée   par  l'angle  de    contingence  -j-  de   la   section 

droite  du  cylindre  C,  et  la  translation  par  f/5cos8,  r/.v 
et  d'j  étant  les  arcs  élémentaires  de  l'hélice  E  et  de  la 
section  droite  de  C. 

Or 

ch  =  ds  sinO; 

par  conséquent,  si  nous  désignons  par  p  le  paramètre 
du  mouvement  hélicoïdal,  c'est-à-dire  le  rapport  de  la 
vitesse   de   translation    à   la  vitesse  de   rotation,    nous 

aurons 

ds  cosO 


d^ 
h 


—  /t  cotO. 


Si  1  hélicoïde  est  développable,  la  droite  mobile  est 
à  chaque  instant  langent(î  à  l'hélice  E  :  donc  0  =  /  et 
jy  z=  h  coll. 

Si  l'hélicoïde  a  pour  génératrices  rectilignes  les  bi- 
normales  d'une  ligne,  l'hélice  E  est  une  trajectoire  or- 
thogonale des  génératrices 5  donc 

0  -i-  {  =  -         et         p  =  A  lan<ï«. 
■ji. 

On  a  donc  le  théorème  : 

Si  h  est  1(1  f) lus  courte  distance  des  deux  droites  L, 
R,  et  i  leur  inclinaison,  la  droite  L,  dans  un  mouve- 
ment hélicoïdal  dont  la  paramètre  est  y?,  autour  de  R, 
eni^endre  un  hélicoïde  dé\'el(}pp(dAelors(iue p  =  //  cot/. 


(    Sç)    ) 
et  un  hèllcoïde.  lieu  des  hinorinales  d'une  hélice  cir- 
culaire, lorsque  p  =  Ji  laiigi. 

2.  Soient  ç  =  ^2  cosu,  r,  =  csinw,  v(o  et  "C^  étant  deux 
fonctions  arbitraires  de  u)  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  d'une  ligne  à  double  courbure  L,  assujettie  à 
un  mouvement  hélicoïdal  autour  de  l'axe  des  Ç  ;  si  /^  est  le 
paramètre  du  mouvement,  les  coordonnées  x^  y ^  z  d'un 
point  quelconque  de  l'iiélicoïde  engendré  sont  données 
comme  il  suit  : 

a:  =  ;  cos  V —  T,  sin  ç'  =  p  cos(zf  -i-  t"); 
j  =  ^  sinf  -i-  T,  cost^  =  p  sin(?i  -T- 1'); 

Sur  riiélicoïde,  u  =  const.  est  l'équation  des  hélices 
circulaires  et  ç'  :^  const.  est  l'équation  de  la  ligne  géné- 
ratrice dans  ses  ditlérentes  positions. 

De  ces  égalités,  en  indiquant  les  dérivées  par  des 
accents,  on  tire 

dû) 

I  àx  àx 
làii  ôv 


^  =  1{^)"-^- 
^-=1:: 


=ni 


•/^;  ; 


G 


•■-^p-^ 


Si   A,  B,  C  sont  les  déterminants   qui  ont  pour  élé- 
ments de  la  deuxième  et  de  la  troisième  lisi^ne  —,  -^,  —  ; 

^         ()ii     Ou     Ou 
ôx     Ov     ôz  ,.  ,  ,      , 

—  '  -—}  —  ■>  et  pour  éléments  de  la  première  respectivc- 

0-x     i)-y      à-z  ^      d-x 


ment 


,r-y 

d'-z 

d'-x 

d'-V 

d'-z 

Oudv 

duôv' 

0,-^  ' 

d.^' 

dV- 

du-      du-      du-'    dudv 
nous  avons 

A  =  rp?'+c'(p^-??")-/^(p-^+2p'2- 

n  =  ^'p2_^(p2^P'2). 
c^pn'c'-/.). 

Ann.  de  Mathémat.,  .>•  sriie.  I.  VI  (Février  i-SS;). 
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L'équalioii  diirércnlicllc  des  asyinpLoliqucs  est 

A  du"^  -4-  2  B  du  dv  -+-  G  dç"^  —  o, 
c'est-à-dire 

[  r  P?'  +  r  (  ?2  _  pp"  )  _  p  (  p2  ^_  2  p'2  _  pp"  ^]  ,/„2 

Si  la  généiatrice  L  est  dans  toutes  ses  positions  une 
asymptotique  de  l'iiélicoïde,  la  dernière  équation  doit 
être  vérifiée  lorsque  l'on  y  suppose  ^p  =  05  on  aura  par 
conséquent 

(t)  r??'-^  ^.'i?-—??")-p(?--^  2p'2—  pp")=  O, 

d'où  1  on  déduit  par  intégration 

^P-P"  \  i'9-P" 


du. 


On  a  ainsi  ce  théorème  : 

Les  lignes  L  qui,  dans  un  inouvenieïit  liélicoïd al  au- 
tour de  l'aue  Oz,  restent  toujours asjniptotir/ues  sur 
la  su/face  engendrée,  so?it  représentées  par  les  équa- 
tions 

^  —  P  cosu, 
r,  =  p  ?in  j/, 

^  =  a -h       \f>-^P    / 77; '^- c^     ?  dtije    •'      P  du. 

a  et  h  étant  deux  constantes  arbitraires  et  p  le  para- 
mètre du  niouvcnie.nl.  liélicoidal. 

3.  (llu'iclions  si  uiic.  hélice  peut  vérifier  la  condition 
précédente,  lors(pie  le  mouvement  hélicoïdal  a  lieu 
autour  d'une  droite  parallèle  aux  génératrices  du 
cylindre. 

Si  /  est  l'inclinaison  constante  de  l'iiélice  sni-  l(;s  gêné- 
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ratrices  du  cylindre,  les  coordonnées  d'un   point  quel- 
conque de  la  courbe  sont 

(i)     ^  =  pcosu,         r,  =  ps'inu,         ^  =  cot ?' /  v/p--T- s'^  </«, 
et  la  condition  (i)  devient 

Nous  avons  ici  deux  cas  à  considérer,  selon  que  soit 
vérifiée  l'équation 

2  p'  —  Zp"  -4-  p2  =:  o 

ou  bien 

o^cott 

y/p'-H  p  ^ 

Dans  le  premier  cas,  si  l'on  pose  o  =  e?,  on  obtient 
l'équation 

qui  donne  par  intégration 

'j  =  lo": («  =  const.i. 

cos«  ' 

Par  conséquent 

(3)  ?  =  -^; 

c'est  l'équation  polaire  d'une  droite. 
Dans  l'autre  cas,  on  a 

r         do 

P  /       ,  .   =  =  fi  ^a. 

J  pv'p^cot-t  — /j'- 
en faisant  «  = —  -,  on  aura 

3. 

arc  sin  (  — - — .     = u. 

I  \pcutlj  A 

I  d'où  Ton  déduit 

(4)  p  co^u  =  p  l  a  ri  i,'  /. 
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Le  cylindre  qui  contient  l'iiélicc  se  réduit  donc  à  uu 
plan  et  l'hélice  à  une  di'oitc. 
Donc  : 

Si  une  hélice  est  assujettie  à  un  mouvement  héli- 
coïdal autour  d'une  droite  parallèle  aux  génératrices 
du  cylindre,  la  condition  que  la  ligne  reste  toujours 
asymptotiq  ue  sur  la  surface  engendrée  est  ^vérifiée 
seulement  lorsque  l'hélice  se  réduit  à  une  droite. 

On  peut  observer  que,  dans  le  premier  cas  (3),  le  pa- 
ramètre du  mouvement  est  arbitraire;  dans  le  second 
cas  (4),  le  paramètre  est  donné  par  l'égalité  p  =  /zcoti, 
h  étant  la  plus  courte  distance  entre  la  droite  mobile  et 
l'axe  des  z  ;  l'iiélicoïde  engendré  est  donc,  en  vertu  du 
théorème  du  n°  1,  une  surface  développable. 

4.  Nous  allons  voir  si,  dans  un  hélicoïde,  les  hélices 
circulaires  peuvent  être  asymptotiques  ;  une  telle  condi- 
tion est  remplie  lorsque  l'équation  (i)  est  vérifiée  en  y 
supposant  du=  o.  Par  conséquent  on  doit  avoir,  pour 
la  ligne  génératrice  L, 

(5)  l=pu. 

Par  chaque  point  de  la  ligne  L,  conduisons  la  droite 
perpendiculaire  à  l'axe  Oc;  on  obtient  ainsi  une  surface 
réglée  à  plan  directeur  dans  laquelle  l'axe  Oz  est  la 
ligne  de  striction  ;  le  paramètre  de  distribution  des  plans 

tangents  de  cette  suiface  réglée  est  -j-  qui  est,  à  cause 

de  (5),  constant.  La  surface  réglée  est  donc  l'hélicoïdc 
gauche,  lieu  des  normales  principales  d'une  hélice  régu- 
lière; par  conséquent,  la  ligne  L,  dans  le  mouvement  lié- 
licoïdal  de  paramètre  p  autour  de  Oz,  glisse  sur  cet  hé- 
licoïde gauche. 
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On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  les  hélices  circulaires  d'un  hélicoïde  sont  asjni- 
ptotiques,  la  sui'face  est  l'hélicoïde  gauche  engendré 
par  les  normales  principales  d'une  hélice  circulaire. 

La  relation  (5)  caractérise  les  lignes  placées  sur  l'hé- 
licoïde gauche  à  plan  directeur  et  ou  peut  l'appliquer 
avec  profit. 

Exemples.  —  Une  ligne  sphérique  peut  être  repré- 
sentée par  les  équations 


ï  =  p  cos  u ,         ■/)  =  p  sin  u,         w  =  ^li-  —  p-, 
R  étant  le  rayon  de  la  sphère;  l'égalité  (5)  devient 

pu  =  /K^— p2, 
d'où  l'on  tire 

p  =  v^^^"  —  p'U-. 
Donc  : 

La  ligne  sphérique 

^  = /K-  —  p'-u-cosu.  t;  =  \,/K-  —  y^-«^sin«,  C  ~  pu^ 

dans  le  mouvement  hélicoïdal  de  paramètre  p  autour 
de  V axe  Oz,  engendre  une  portion  d'un  hélicoïde 
gauche  à  plan  directeur . 

Cherchons  si,  dans  l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur, 
il  y  a  des  hélices,  non  trajectoires  orthogonales  des  gé- 
nératrices rectilignes,  placées  sur  des  cylindres  ayant  les 
génératrices  parallèles  à  l'axe  de  l'hélicoïde. 

On  a,  à  présent,  pour  la  coordonnée  ^5 

t  =  cotf  /  y/p'-i-  p'^'-du, 
et,  pour  que  la  condition  (5)  soit  vérifiée^  il  doit  être 

/?tangi=:   v/p2-f-p'2, 


<  9l  ) 
d'où  l'on  déduit 

du 


dçi 


On  obtient  par  intégration 

P 


^p  tangj 
d'où 

p  —p  tangi  sin  u; 

c'est  l'équation    polaire  d'une  circonférence    de  rayon 

ptanei       .  I       Al 

^ ^^  qui  passe  par  le  pôle. 

Pour  chaque  valeur  de  i,  on  obtient  une  hélice  circu- 
laire placée  sur  la  surface. 
Donc  : 

SuJ'  l'hélicoïde  gauche,  lieu  des  normales  princi- 
pales d^  une  hélice  circulab^e,  il  Y  aun  nombre  injinid'hé- 
lices,  non  trajectoires  orthogonales  des  génératrices 
reclilignes,  qui  sont  placées  sur  des  cylijidres  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  de  l'hélicoïde.  Ces 
hélices  sont  circulaires  et  les  cylindres  passent  par 
l'axe  de  l'hélicoïde. 

Puisque  l'on  a 

p  =^  'ir  cot  i, 

7'  étant  le  rayon  du  cercle   qui  passe  par  le  pôle,  il 
subsiste  ce  théorème  : 

Si  une  hélice  circulaire,  placée  sur  un  cylindre  dont 
la  section  droite  a  un  rayon  r  et  inclinée  de  l' angle  i 
sur  les  génératrices,  est  assujettie  à  un  mouvement  hé- 
licoïdal de  paramètre  p  =  ircoli  autour  d'une  géné- 
ratrice quelconque  du  cylindre,  la  surface  engendrée 
est  une  portion  d'un  hélicoïdc  gauche  à  plan  direc- 
teur. 


(6) 
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i\.   Si  0  est  i'angle  tles  ligues  coordonnées  u  =^  consl., 
i>  =  const.  sur  un  liélicoïde,  nous  avous 

F 

COSO  =    -—=r  } 

d'où  il  lésulle 

F2=  EGcos^O. 

Si  l'ou  substitue  dans  cette  égalité  les  valeurs  de  E, 
F,  G  du  n"  2,  ou  a 

(;'est-à  dire 

d'où 

^,_  — />?■==  co«0\//>-—  p-  y/p'-!-(  p2_L_  p'-2)( p2  sin-6  —  p^cos^O) 
^  /)-siii-0  —  p2cos-6 

Donc  : 

Z,e5  lignes  qui,  dans  un  mouvement,  hélicoïflal  de 
paramètre  p  autour  de  l'axe  Oz,  restent  toujours  tra- 
jectoires sous  l'angle  constant  h  des  hélices  de  l'iièli- 
coïde  engendré,  sont  représentées  par  les  équations 

[      ï  =  pC05U, 

I   T,  =  p  sin  K, 

I   y  _    Ç~ p  p-  ~  cos f)  v//?2  -H  p-^  ^pt  +  (p2  -i-  p'i)(p-^  sin^ 6  —  p2 cos^ 0  i 


/>-MIl  U  —  p-  cos-tj 


Si,   dans  l<is   équations  (6).   ou  l'ait  B  =  ^,  ou    a  un 

résultat  très  remarquable  5  dans  ce  cas,  la  ligue  généra- 
trice de  riiélicoïde  est  dans  toutes  ses  positions  une  géo- 
désique  de  la  surface.  On  a  ainsi  ce  tliéorèuie  ; 

Les  lignes   qui,   dans  un  mouwement   hélicoïdal  de 
paramètre  p  autour  de  l'axe  Uz  restent  toujours  géo- 
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désif/ues  et  trajectoires  orthogonales  des  hélices  circu- 
laires de  l'hélicoïde  engendré,  sont  représentées  par 
les  équations 

(~)  ^  =  pcosj<,         rj  =  psinM,         ^= 1  p'-du. 

P  fJ 

Si,  dans  les  équations  (6),  on  suppose  /^  =  o,  on 
obtient  les  lignes  qui,  dans  la  rotation  autour  de  l'axe  Oz, 
engendrent  une  surface  de  révolution,  dont  elles  sont 
des  loxodromies-,  cette  hypothèse  réduit  les  équations 
(6)  comme  il  suit  : 

(    ^  =  p  cos  «, 

^^>  j        ^   __^ 

f  C  =  — -K    iv/p- sin^O  —  p'^cos'^O  t/a. 
\  cosO^/      '^ 

Si  la  ligne  L  est  une  hélice  d'un  cylindre  dont  les  gé- 
nératrices sont  parallèles  à  l'axe  O^,  on  a 


^  =  cot  i  I  \/p^  +  p'2  du  : 


en  comparant  cette  égalité  avec  la  dernière  des  équa- 
tions (8),  on  obtient 

p  v/tanir^  0  —  cot"^  i  =  —. — r  p'; 
d'où 

— ^  =  sintV^^"o"^  —  col^idu. 

P 

et,  par  intégration, 

logp  =  Ioga-4-(sin  ?Ytani:;2  0  —  col- i)u, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 
Cette  égalité  peut  s'écrire 

5  =  rte  -ii'Viang'O -col-/)//    • 
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c'est  l'équation   d'une  spirale  logarithmique^  une  telle 
courbe    se    réduit   à    un    cercle   de    rayon    a    lorsque 
tang^  =  coti. 

L'hélice  demandée  est,  par  conséquent,  une  hélice 
cylindro-conique  ou  bien  une  liélice  circulaire. 

Donc  : 

Les  seules  surfaces  de  révolution  dans  lesquelles  une 
loxodromie  est  une  hélice  placée  sur  un  cylindre  dont 
les  gé?iératrices  sont  parallèles  à  l'axe  de  la  surface 
sont  le  cône  et  le  cylindre  de  résolution. 

Si  la  ligne  représentée  par  les  équations  (y)  est  une 
hélice,  il  doit  être 

p-  =  cot  i  /o^-i-  3'-, 

P  "  .         i 

d'où  l'on  tire 

p  cot  i  dp 

=  du. 


a  -T-a, 


p  \/ p- —  p- cot^  i 

En  intégrant; 

.     / p  cot  i\ 
—  arc  sin  ( 1  = 

\      ?      / 

et,  si  l'on  pose  la  constante  arbitraire  a  = —  ^  >  on  a 

p  cos  u  ^  p  cott  ; 

c'est  l'équation  polaire  d'une  droite  dont  la  distance  li 
au  pôle  est  donnée  par  l'égalité 

h  =  p  cot  i. 

Le  cylindre  est  donc  réduit  à  un  plan  et  l'hélice  à  une 
droite;  la  j^lus  courte  distance  entre  cette  droite  et 
l'axe  Or  estyjcoti. 

En  ayant  égard  au  tliéorème  du  n°  1,  on  peut  donc 
énoncer  ce  théorème  : 

Si  une  trajectoire  orthogonale  des  hélices  circulaires 


(  98  ) 
d'an  Iwlicoïde  a  ses  Lansentes  inclinées  d'un   ansle 
constant  sur  l'axe  de  Ihélicoïde,  cette  trajectoire  est 
une  droite,  et  Ihélicoïde  est   engendré  par  les  binor- 
males  d'une  hélice  circulaire. 

Si  la  projection  de  la  ligue  mobile  L  sur  le  plan  ^  ==  o 
est  une  spirale  logaritlimique,  on  a 


col  iu 


p  =  ae 

I  étant  l'inclinaison  conslanle  de  la  ligne  sur  les  rayons 
vecl(uirs.  Alors 


1/ 


„    .  .     ,  a-  .„    .  tançi 


•ijj  ip 

mais,  si  s  est  l'arc  de  la  spirale,  compté  du  point  u 

on  a 

p  =  5  cosi  -i-  a, 
par  conséquent 

tan; 


{s  cost -4-  a)'-, 


ip 

■>.p 


SUl  l  COS  L 


Cette  équation  démontre  que,  lors(]ue  le  cylindri:  pro- 
jetant L  sur  le  plan  C  =  <J  t;st  développé  sur  un  plan,  la 
ligne  L  devient   une  parabole   dont    le    paramètre  est 

sin  i  eus  i 
Donc  : 

Parmi  les  lignes  placées  sur  un  cj  lindre  dont  la  sec- 
tion droite  est  une  spirale  logarithniiq ue ,  celles  qui, 
dans  un  mouvement  hélicoïdal  autour  de  la  généra- 
trice qui  passe  par  le  pôle  de  la  spirale,  restent  tou- 
jours géodésiques  et  trajectoires  orthogonales  des  hé- 
lices de  Ihélicoïde  engendré,  sont  des  paraboles  dont 
le  plan  est  envelop])é  sur  le  cylindre  de  manière  que 
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V axe  de  la  parabole  coïncide  avec  une  génératrice  du 
cylindre. 

G.  Sur  riiélicoïde  engendré  par  une  ligne  L  désignons 
par  Pc  le  rayon  de  eourbure  géodésique  des  trajectoires 
orthogonales  L^  des  lignes  L;  il  résulte 

(9)  ■^^^^^*" 


La  ligne  L  sera  donc  une  trajectoire  orthogonale  d'un 
systèuie  de  géodésiques  lorsque 

y/EG  —  F2 

V/E 

a  étant  une  constante. 

Cette  égalité,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de  E,  F,  G 
du  n"  2,  devient 

(p2+  p'2-4-  r2)(/)2^-  p'-)-(p2-H/^  !:')-=  «"(?-^-t-  ?''-+-  O), 

d'où  l'on  tire 

/Pp2±//P^-p4  +  (p2_a2)^(a2-^2)(p2^p'2)_p2p'-2] 
^  p2—  «2 

Donc  : 

Les  lignes  qui,  dajis  un  mouvement  hélicoïdal  de  pa- 
ramètre p  autour  de  l'axe  O^r,  restent  sur  l'hélicoïde 
engendré  trajectoires  orthogonales  d'un  système  de 
géodésiques,  sont  représentées  par  les  équations 

^   =  Çt  COSM, 

ï)  =  p  sin  u, 

^^    />o^±^//>^o^  +  (p^-a^)[(a^--/^^)(p^  +  p'2)-p■■^p'■^] 


du. 

p-î  —  a- 


On  a  un  résultat  très  remarquable,  lorsque  l'on  sup- 


pose  coiisLaiile  la  courbure  géoJésique  —  de  la  ligue  mo- 
bile  L  et  en  outre  p  =  o;  ici  il  doit  être 

I    _  I  pZy/Ë        d   /  F  Ni  _        ^    __1. 

Mais,  à  cause  des  valeurs  de  E,  F,  G,  nous  avons 


p^,            ap 

il  vient  donc 

d'où 

p'       a 
-p-p 

p  =  6e*    , 

h  étant  une  constante.  La  projection  équatoriale  de  la 
ligne  mobile  L  est  donc  une  spirale  logarithmique. 

Si  l'on  désigne  par  K  la  courbure  totale  de  la  surface, 
on  a  (puisque  E,  F,  G  sont  indépendantes  de  v) 

1  dfx  dOs 

K  =  — 


■1  v/EG  —  F2   du  \/eG  —  F2  du 
c'est-à-dire 

j^  ^ L  p^p"+f'g^(p''^—  pp") 

«2  pi 

a 

Cette  égalité,  à  cause  de  p  =  he''   ,  devient 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  sur  une  surface  de  révolution  une  trajectoire  or- 
thogonale lu  d'uji  système  de  géodésiques  a  la  cour- 
bure géodiisique  constante,  la  projection  équatoriale 
de  la  ligne  L  est  une  spirale  logarithmique  et  la  sur- 
face est  à  courbure  constante  négative. 
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7.  Considérons  l'iiélicoïde  engendré  par  un  cercle  de 
rayon  R.  dont  le  centre  glisse  sur  l'axe  de  la  surface, 
tandis  que  le  plan  du  cercle  passe  toujours  par  cet  axe. 

Puisque  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
cercle  sont 

^  =  R  cos  u,         ï;  =;  o,         s  =  R  sin  «, 

les  coordonnées  x^  j)',  z  d'un   point   quelconque   de  la 
surface  sont  données  par  les  égalités 

^  =  R  cosîf  cosr,        j^  =  R  cos  fi  sine,         ^  =/jp -+- R  sini/, 

d'où  l'on  tire 

E  =  R-,         ¥  =  ipKcosu,         G  =/i2_|- R2  cos^u. 

La  formule  (9)  donne  pour  la  courbure  géodésique  — 
des  trajectoires  orthogonales  L^  des  cercles  {s'  =  const.) 

i  ^  Rv//.-^-.(R3-^^)cos^.^^l^v//>-^-^(^^'^-^^^^"^^"J- 

Les  lignes   L^  sont    des   géodésiques    sur   l'hélicoïde 

lorsque  —  =  o,  condition  qui  n'est  autrement  remplie 

que  par  R  =  p. 

On  a  donc  la  propriété  suivante  : 

Lorsque  le  pavamèlre  du  viouveiiiejit.  hélicoïdal  est 
égal  au  rayon  du  cercle  mobile,  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  cercles  sont  des  lignes  géodésiques. 
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Dans  le  domaine  des  Mathématiques  pures,  on  peut  distin- 
guer deux  parties  :  l'une,  la  plus  élevée,  qui  s'augmente 
constamment,  presque  toujours  par  degrés  insensibles,  ne  re- 
garde que  les  mathématiciens;  l'autre,  longtemps  immuable, 
s'accroît  brusquement,  à  des  intervalles  éloignés,  par  l'adop- 
tion de  quelque  théorie  nouvelle  :  c'est  la  matière  de  l'ensei- 
gnement;, ce  que  doivent  retenir  et  savoir  appliquer  tous  les 
hommes  qui  s'adonnent  aux  sciences  exactes  et,  sans  cultiver 
les  Mathématiques,  ont  toujours  besoin  de  les  connaître. 

Dans  laquelle  de  ces  deux  parties  faut-il  aujourd'hui  ranger 
les  fonctions  elliptiques?  Partout  on  les  enseigne;  seuls  les 
mathématiciens  savent  s'en  servir.  Elles  traversent,  semble- 
t-il,  une  période  de  transition.  C'est  avec  l'espoir  de  hâter  la 
lin  de  cette  période  que  j'ai  entrepris  cet  Ouvrage. 

Trois  Volumes,  dont  voici  le  premier,  contiendront  à  peu 
près  complète,  je  l'espère,  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
avec  ses  principales  applications,  au  point  oîi  l'on  est  aujour- 
d'hui parvenu.  Mais,  en  offrant  au  lecteur  le  moyen  de  s'in- 
struire complètement  dans  cette  partie  des  Mathématiques, 
j'ai  voulu  lui  permettre  de  graduer  son  instruction.  J'ai  donc 
réservé  pour  le  troisième  Volume  ce  qu'il  y  a  de  plus  abstrait, 
la  théorie  de  la  transformation,  les  applications  à  l'Algèbre 
et  à  l'Arithmétique  supérieure;  cette  partie  ne  regarde  que  les 
mathématiciens,  et  les  travaux  incessants  dont  elle  est  actuel- 
lement l'objet  prouvent  qu'elle  n'est  pas  encore  parvenue  à  la 
dernière  perfection. 

L'étude  des  sept  premiers  Chapitres,  la  moitié  du  premier 
^  olume,  suffira  pour  connaître  les  fonctions  elliptiques  aussi 
complètement  qu'on  apprend  la  Trigonométrie  dans  les  cours 
élémentaires,  pour  comprendre  les  applications  à  la  Mécanique, 
à  la  Physique,  à  la  Géométrie,  au  Calcul  intégral. 

Ces  applications  sont  nombreuses  déjà,  toutes  d'une  grande 
importance,  comme  Tatteslent  les  noms  des  géomètres  qui  les 
ont  faites,  Gauss,  Jacobi,  Lamé,  Hermite,  pour  ne  citer  que 
les  plus  célèbres. 

C'est  à  rendre  ces  applications  facilement  accessibles  que  je 
me  suis  surtout  attaché,  et  l'on  ne  devra  pas  s'étonner  de  me 
voir,  on  nuiinl  i;ndroil.  insister  sur  des  détails  qui  ne  semblent 
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point   d'abord    intéresser  la   théorie    générale    :  la    meilleure 
théorie  n'est-elle  pas  celle  qui  s'applique  le  mieux? 

Les  applications  auraient  pu,  au  moins  en  grande  partie,  être 
placées  dans  la  seconde  moitié  de  ce  premier  Volume.  Je  les 
ai  remises  au  second,  qu'elles  rempliront  entièrement.  lia  paru 
préférable  de  compléter  celui-ci  par  l'exposé  des  divers  modes 
de  développement  des  fonctions  elliptiques  en  séries.  C'est  une 
théorie  dont  la  connaissance  constitue  un  second  degré  d'in- 
struction, mais  qui,  répétons-le,  n'est  pas  indispensable,  pas 
plus  que  la  connaissance  des  développements  en  séries  n'est 
jugée  nécessairepour  apprendre  et  appliquer  la  Trigonométrie. 
Toutefois,  comme  l'un  des  modes  de  développement,  particu- 
lièrement célèbre,  a  une  grande  importance  pour  les  calculs 
numériques,  je  l'ai  exposé  à  part,  dès  le  Chapitre  VIII,  offrant 
ainsi  au  lecteur  l'occasion  d'acquérir  facilement,  par  la  con- 
naissance des  séries  de  Jacobi,  ce  qu'il  y  a  de  plus  essentiel 
dans  la  seconde  partie  de  ce  Volume. 

Les  mathématiciens  verront  sans  doute  avec  étonnement  que, 
ne  prenant  pas  les  séries  pour  point  de  départ,  je  n'emploie 
pas  cependant  les  intégrales  imaginaires  et  les  éléments  de  la 
théorie  générale  des  fonctions,  si  propres  à  simplifier  l'exposi- 
tion directe.  Les  procédés  dont  je  fais  usage,  plus  élémen- 
taires, répondent  mieux,  je  crois,  à  l'idée  d'instruction  gra- 
duelle, qui  m'a  servi  de  guide.  En  rejetant  à  la  fin  du  Volume 
l'étude  des  liens  étroits  qui  unissent  les  intégrales  imaginaires 
et  les  fonctions  doublement  périodiques,  j'ai  sacrifié  l'élégance 
à  l'utilité.  Si  j'ai  été  entraîné  par  là,  notamment  dans  les  Cha- 
pitres V  et  VI,  à  quelques  longueurs,  il  ne  faut  pas  trop  le  re- 
gretter :  les  détails  qu'exige  l'unique  considération  des  inté- 
grales réelles  sont,  de  toute  façon,  nécessaires;  si,  en  se  servant 
d'abord  des  intégrales  imaginaires,  on  les  évite  dans  la  théorie 
générale,  on  est  tenu  de  les  aborder  ensuite  pour  certaines  ap- 
plications. Sur  ce  point  donc,  je  demande  aux  mathématiciens 
leur  indulgence  provisoire,  jusqu'à  la  publication  du  second 
Volume.  Ils  pourront  alors  juger  si  le  mode  d'exposition, 
adopté  spécialement  pour  rendre  les  applications  faciles,  ré- 
pond, autant  que  je  le  crois,  au  but  proposé. 

Les  notations  employées  dans  cet  Ouvrage  sont  celles  de 
M.  Weierstrass.  La  préférence  qu'il  faut  leur  accorder  sur  les 
notations  primitives  n'est  pas  contestable.  Pour  les  ajiplica- 
tions,  elles  constituent  un  1res  grand  progrès,  grâce  surtout  à 
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ravantaj::;c  de  fournir,  dans  l'invorsinn  des  intégrales  elliptiques, 
les  mêmes  formules,  quel  que  soit  le  nombre  des  racines  réelles 
du  polynôme  placé  sous  le  radical.  Ce  n'est  pas  seulement  par 
là  que  M.  Wcierstrass  a  innové  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  comme  on  peut  le  voir  dans  les  quelques  feuilles, 
trop  concises,  publiées,  d'après  ses  Leçons,  par  M.  H. -A. 
Schwarz  avec  un  soin  extrêmement  remarquable.  Je  n'ai  pas 
manqué  de  consulter  cette  publication  et  d'y  prendi-e  un  grand 
nombre  de  formules. 

Tout  en  adoptant  les  notations  nouvelles,  je  fais  connaître, 
dès  le  début,  les  anciennes.  En  apprenant  ici  les  fonctions  el- 
liptiques, on  n'aura  pas  à  craindre  de  ne  pouvoir  lire  les  Ou- 
vrages ou  les  Mémoires  écrits  avec  les  notations  primitives, 
qui,  à  défaut  d'autres  titres,  ont  celui  d'avoir  servi  à  Legendre, 
Abel,  Jacobi  et  à  notre  contemporain  INI.  Hermite. 

Dans  le  cours  de  ce  Volume,  on  trouvera  rarement  cités  les 
auteurs  à  qui  sont  empruntées  les  idées  ou  les  démonstrations. 
Je  n'aurais  rien  ajouté  à  la  gloire  des  géomètres  que  je  viens 
de  nommer  en  répétant  leurs  noms  à  chaque  page.  J'ai  cru 
mieux  faire  en  composant  un  aperçu  historique  sur  les  fonc- 
tions elliptiques,  où  chaque  progrès,  mis  à  sa  place  au  point 
de  vue  de  l'importance  et  de  l'époque,  apparaît  dans  son  vrai 
jour.  Mais  cet  aperçu  ne  peut  être  utile  qu'aux  personnes  déjà 
versées  dans  la  théorie;  il  terminera  le  troisième  Volume  et 
contiendra  les  indications  nécessaires  pour  que  le  lecteur  re- 
trouve aisément  dans  le  cours  de  l'Ouvrage  les  théories,  dont 
il  connaîtra  déjà  le  sens,  et  dont  l'histoire  lui  sera  alors  pré- 
sentée. 

Des  amis  dévoués,  MM.  Alfred  Collet  et  Charles  Brisse  ont 
pris  la  peine  de  lire  les  épreuves  et  m'ont  prêté  un  bien  utile 
et  bien  gracieux  concours;  notre  célèbre  imprimeur-éditeur, 
M.  Gauthier-Villars,  après  avoir  accueilli  cette  publication 
avec  un  empressement  que  je  ne  saurais  oublier,  lui  a  prodigué 
tous  ses  soins,  au  delà,  sans  doute,  de  ce  qu'elle  méritait.  Seul, 
on  le  voit,  je  suis  responsable  des  fautes  qui  subsistent.  Mais 
le  public  d'élite,  auquel  s'adresse  cet  Ouvrage,  saura  bien 
discerner  que  j'ai  voulu  seulement  être  utile  et  me  pardonnera, 
sans  efCort,  toutes  les  imperfections  qu'il  serait  en  droit  de  me 
reproclier,  si  mon   livre  avait  des  prétentions  plus  hautes. 
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EDMOXD  LAGIERRE,  SA  ME  ET  SES  TUAYAIX  ('); 

Par  m.  Eugène  ROUCIIÉ, 

Examinateur   de    sortie   à    l'Ecole    Polytechnique, 
Professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers. 


1. 

Edmond  Laguerre  a  vécu  modeste  et  tranquille,  loin 
des  agitations  mondaines,  entre  ses  livres,  sa  famille  et 
quelques  amis  dévoués.  Ses  recherches  scientifiques,  les 
ijxigences  du  devoir  professionnel,  son  affection  pour  son 
aimable  conq^agne,  enfin  l'éducation  de  ses  deux  filles 
l'ont  absorbé  pleinement  5  aucun  autre  plaisir  n'a  eu  d'at- 
traits pour  lui,  et,  à  notre  époque  de  désirs  impatients  et 
d'ambition  fébrile,  Laguerre  a  su  ne  puiser  ses  joies 
qu'aux  sources  pures  du  devoir  et  du  travail. 

Né  à  Bar-le  Duc,  le  9  avril  i834,  il  a  fait  ses  études 
dans  divers  établissements  d'instruction  publique,  ses 
parents  l'ayant  successivement  déplacé  pour  qu'il  eût 
sans  cesse  auprès  de  lui  un  compagnon  chargé  de  veiller 
sur  sa  santé  déjà  précaire.  Partout,  au  collège  Stanislas, 
au  lycée  de  Metz,  à  l'Institution  Barbet,  à  l'Ecole  Poly- 
technique, il  se  fit  remarquer  par  sa  rare  intelligence  et 
par  une  aptitude  singulière  pour  les  langues  vivantes  et 
pour  les  sciences  mathématiques.  Certes,  il  n'était  pas 
un  de  ces  élèves  qu'aucune  étude  ne  captive  au  delà  de 
l'heure  réglementaire,  et  qui  s'appliquent  à  toute  chose 
avec  une  ardeur  égale  et  prudemment  contenue.  Ses  cama- 
rades, il  faut  bien  le  dire,  l'ont  vu  plus  d'une  fois  plan- 

(')   Extrait  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechniijue,  L^  I"  Cahier. 
Ann.  de  Malhéinal.,  3"^  série,  l.  VI.  (.Mar>  iîS-S;.  )  ^ 
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ter  là  sou  lavis  ou  sou  dessiu  graphique  pour  courir 
après  une  idée  qui  hantait  sou  esprit.  C'est  pourquoi, 
entré  à  l'P^cole  le  quatrième,  il  n'était  classé  que  le  qua- 
rante-sixième à  la  sortie;  mais,  eu  revanche,  il  avait 
déjà  débuté  dans  la  carrière  scientifique  par  un  coup  de 
maître,  et  nous  admirions  tous  cet  étonnant  garçon  qui, 
étant  encore  sur  les  bancs,  trouvait  la  solution  complète 
du  problème  de  la  transformation  liomographique  des 
relations  angulaires,  solution  qui  avait  échappé  à  Chasles 
et  à  Poucelet  et  qui  comblait  une  lacune  regrettable  de 
la  Géométrie  supérieure.  Le  bon  Terquem  entrevit 
immédiatement  toute  la  portée  de  ce  brillant  début. 
«  Profond  investigateur  en  Géométrie  et  en  Analyse  », 
écrivait-il  dès  lors  dans  ses  Annales^  «  le  jeune  Laguerre 
possède  un  esprit  d'abstraction  excessivement  rare,  et 
l'on  ne  saurait  trop  encourager  les  travaux  de  cet  homme 
d'avenir,    n 

Cependant,  Laguerre  se  tut  pendant  dix  ans.  Homme 
de  devoir  avant  tout,  son  métier  d'officier  d'artillerie  le 
prit  d'abord  tout  entier,  et  ses  camarades  de  garnison 
pourraient  dire  avec  quel  zèle  il  s'appliquait  à  tous  les 
détails  d'un  service  si  peu  en  harmonie  avec  ses  allures 
et  avec  ses  goûts.  Puis,  envoyé  à  la  mauufacture  d'armes 
de  Mutzig,  il  put  à  loisir  s'y  livrer  à  ses  études  favo- 
rites; son  isolement,  comme  autrefois  le  séjour  de  Pou- 
celet à  Saratof,  lui  fut  éminemment  favorable,  et,  en  1864, 
lors  de  sa  nomination  comme  répétiteur  à  l'Ecole  Poly- 
technique, il  revint  à  Paris  solidement  armé  pourrepa- 
raitre  sur  l'arène  scientifique. 

De  1 865  à  1 886,  Laguerre  n'a  cessé  d'émettre  des  idées 
originales  et  profondes  sur  les  diverses  branches  des 
Mathématiques  pures.  Si  la  variétés  des  sujets  rend  ses 
Mémoires  difficiles  à  classer,  la  concision  avec  laquelle 
il  les  rédigeait  les  rend  encore  plus  impropres  à  l'analyse  ; 
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et,  pour  mettre  son  œuvre  dans  tout  son  jour,  il  faudi-ait 
en  reproduire  entièrement  la  majeure  partie.  ^Jais,  si  nul, 
mieux  que  lui,  n'a  observé  les  prescriptions  de  Boileau, 
nul  aussi,  il  faut  le  reconnaître,  n'a  su^  en  se  bornant, 
mettre  dans  des  écrits  plus  de  précision  et  de  clarté.  Que 
de  fois  l'ai-je  entendu  s'élever  vivement  contre  la  pro- 
lixité de  certains  auteurs  plus  sobres  d'idées  que  de  mots  ! 
«  Quand  on  veut  être  lu  »,  répétait-il  sans  cesse,  «  on 
ne  délaye  pas  en  cent  pages  un  sujet  dont  le  développe- 
ment en  exige  à  peine  dix.  »  Qu'on  me  pardonne  ces 
détails;  mon  esprit  est  encore  plein  du  souvenir  de  ces 
causeries  intarissables  et  charmantes  dont  nos  tournées 
pour  l'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  nous  fournis- 
saientl'heureuse  occasion.  Déjà  liés  d'amitié  avant  notre 
entrée  à  l'École,  puis  associés  pendant  longtemps  à  la 
même  besogne,  nous  avions  un  profond  attachement  l'un 
pour  l'autre,  et  j'ai  pu,  mieux  que  personne,  je  le  dis  non 
sans  fierté,  apprécier  son  savoir  si  étendu  et  sa  loyauté 
si  parfaite,  constater  sa  bienveillance  inépuisable  sous 
des  dehors  parfois  un  peu  brusques,  et  pénétrer  les 
nobles  qualités  de  ce  cœur  peu  prodigue  de  ses  trésors. 

JI. 

L'œuvre  deLaguerre  se  compose  de  i4o  ÎNotes  ou  Mé- 
moires que  l'on  peut  rattacher  à  huit  chefs  princi- 
paux : 

Emploi  des  imaginaires  en  Géométrie; 

Application  du  Calcul  intégral  et  de  la  théorie  des 
formes  à  la  Géométrie-, 

Géométrie  iufinitésimale  ; 

Géométrie  de  direction; 

Méthodes  d'approximation  pour  certaines  fonctions 
analytiques  5 
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Résolution  numérique  des  équations  : 
Illquations  diirérenti(;llcs  et  fonctions  elliptiques. 

Nous  eonsacreroiîs  un  paragraphe  à  chacune  de  ces  sé- 
ries de  travaux,  en  suivant  l'ordre  même  que  nous  venons 
d'indiquer. 

m. 

Le  premier  travail  de  Laguerre,  nous  l'avons  déjà  dit, 
est  relatif  <à  la  transformation  liomographique  des  rela- 
tions angulaires. 

On  sait,  depuis  Poncelet,  que  tous  les  cercles  tracés 
dans  uu  même  plan  passent  par  deux  points  fixes  imagi- 
naires situés  sur  la  droite  à  l'infini  de  ce  plan.  Laguerre 
donne  à  ces  points  I  et  J  le  nom  à^ ombilics  du  plan;  et 
il  appelle  droite  isotrope  toute  droite  menée  par  un  ombi- 
lic. Les  droites  isotropes  d'un  plan  forment  deux  sys- 
tèmes distincts:  le  premier  est  composé  de  droites  paral- 
lèles entre  elles,  mais  passant  pari;  le  second  de  droites 
aussi  parallèles  entre  elles,  mais  passant  par  J.  De  chaque 
point  du  plan  partent  deux  droites  isotropes  de  systèmes 
différents  et  dont  l'ensemble  forme  un  cei'cle  de  rayon 
nul.  Le  plan  étant  réel,  toute  droite  isotrope  renferme 
un  point  réel,  mais  un  seul  :  c'est  celui  ou  elle  coupe  la 
droite  isotrope  qui  lui  est  imaginairement  conjuguée. 

Cela  posé,  voici  le  principe  sur  lequel  repose  la  solu- 
tion du  problème  de  la  transformation  liomographique 
des  relations  angulaires  : 

Le  rapport  aiiharnioniqae  p  du  faisceau  formé  par 
les  deux  cotés  d'un  an^le  0  et  par  les  droites  isotropes 
passant  par  son  sommet  est  égal  à 

^'"■' 
d'où  l'on  déduit 
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les  logarithmes  étant  népériens  et  la  lettre  i  désignant  le 

symbole  \J —  i. 

D'après  cela  et  en  vertu  de  la  projeetivité  du  rapport 
anharmonique,  si  plusieurs  angles  A|,.  .  , ,  Aj, .  .  . ,  A„, 
situés  dans  un  même  plan,  satisfont  à  une  relation  d'ail- 
leurs quelconque 

F  (A,,...,  A,.,...,  A„)  =  o, 

les  angles  correspondants  A', ,  . . .  ,  A'^,  • .  .  ,  A'„  de  la 
figure  liomograpliique  seront  liés  par  la  r<:lation 

F(Alog«„...,^.Iog«,,...,i.loga„j, 

n^  désignant  en  général  le  rapport  anharmonique  que 
les  deux  côtés  de  l'angle  A',,  forment  avec  les  droites  qui 
joignent  son  sommet  aux  points  qui  correspondent  aux 
ombilics  de  la  première  figure. 

Par  exemple,  si  l'on  applique  la  transformation  à  c<' 
théorème  élémentaire,  la  somme  des  angles  d'un  polj  - 
gone  plan  est  un  multiple  de  deux  angles  droits,  on 
tombe  sur  le  théorème  de  Carnot  relatif  aux  segments 
qu'une  transversale  détermine  sur  les  côtés  d'un  poly- 
gone. 

Laguerre  exposa,  quinze  ans  plus  tard,  sa  doctrine  sur 
l'emploi  des  imaginaires  en  Géojnétrie  dans  un  Cours 
qu'il  professa  à  la  salle  Gerson  et  dont  il  n'a  malheureu 
sèment  publié  que  cjuelques  Extraits,  se  contentant  d'y 
puiser,  à  diverses  reprises,  le  sujet  d'importants  travaux. 
Cette  doctrine  repose,  en  dernière  analyse,  sur  trois  no- 
tions fondamentales  :  la  notion  de  l'angle  rattachée, 
comme  nous  venons  de  le  dire,  à  celle  du  rapport 
anharmonique,  la  distinction  entre  les  foyers  réels  et  les 
foyers  singuliers,  et  enfin  une  représentation  géomé- 
trique des  points  imaginaires  situés  soit  dans  un  plan. 
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soit   dans  l'espace.  ÎVous  avons  développé  la  pi^emière 
idée  5  voici  quelques  explications  sur  les  deux  autres. 

On  nomme,  d'après  Plûcker,  foyer  d'une  courbe  plane 
tout  point  tel  que  deux  tangentes  menées  par  ce  point 
à  la  courbe  passent  respectivement  par  les  ombilics  du 
plan.  Si  la  courbe  ne  passe  pas  par  les  points  I  et  J,  on 
peut  meneur,  par  chacun  de  ces  ombilics,  un  nombre  de 
tangentes  égal  à  la  classe  p.  de  la  courbe,  d'où  résultent 
deux  faisceaux  dont  les  intersections  sont  les  jjl-  foyers 
de  cette  ligne;  y.  de  ces  foyers  sont  réels  et  suffisent, 
d'ailleurs,  pour  déterminer  les  autres.  Mais,  si  la  courbe 
passe  pari  et  J,  les  faisceaux  des  tangentes  menées  par 
ces  deux  points  forment  deux  groupes  ;  le  premier  groupe 
est  composé  des  tangentes  dont  le  point  de  contact  n'est 
pas  un  ombilic,  et,  si  A  est  le  nombre  des  branches  de  la 
courbe  qui  passent  par  chacun  des  points  I  et  J,  ce  pre- 
mier groupe  contient  [j.  —  2/1  foyers  réels  que  Laguerre 
nonimeybj'e/'5  ordinaires  comme  les  foyers  trouvés  dans 
le  cas  précédent.  Le  second  groupe,  formé  par  les  tan- 
gentes ayant  leur  point  de  contact  en  l'un  des  ombilics 
sur  la  droite  de  l'infini,  donne  k  foyers  réels  que  l'on  doit 
compter  comme  doubles  et  que  Laguerre  nomme /bje/-^ 
singuliers.  Telle  est  la  distinction  entre  les  foyers  ordi- 
naires et  les  foyers  singuliers  dont  Laguerre  a  révélé 
l'importance  en  montrant  combien  différents  étaient 
leurs  rôles  en  Géométrie  plane  et  particulièrement  dans 
la  théorie  des  courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  les 
ombilics  pour  points  doubles,  et  que  M.  Moutard,  en  les 
considérant  à  un  autre  point  de  vue,  avait  qualifiées 
(M  anallagmatiques . 

Quant  au  mode  de  représentation  géométrique  des 
points  imaginaires,  il  découle  immédiatement,  pour  le 
plan,  de  la  considération  des  droites  isotropes;  il  con- 
siste à  représenter ^tout   point   imaginaire  A  parle  seg- 
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ment  aa  que  déterminent  les  deux  points  réels  a  et  a 
situés  respectivement  sur  les  deux  droites  isotropes  pas- 
sant par  A.  On  montre  aisément  que  la  position  de  ce 
segment  repi'ésentatif  est  indépendante  du  choix  des 
axes  de  coordonnées,  et  l'on  voit  en  outre  que,  lorsque 
le  point  A  est  réel,  les  points  a  et  a'  se  confondent  avec 
lui,  en  sorte  que  le  cas  d'un  point  réel  est  contenu  dans 
le  cas  général  du  point  imaginaire.  L'étude  complète 
d'une  courbe  consistera  dans  la  recherclie  du  mode  de 
distribution  des  segments  représentatifs  de  ces  divers 
points.  Ainsi  l'on  trouve  que  :  iwar  qu'un  segment. 
[aa')  représente  un  point  situé  sur  un  cercle  réel,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  j)oints  a  et  a'  soient  réciproques 
par  rappojt  à  ce  cercle,  et  que,  pour  qu'un  segment 
{ad)  représente  un  point  situé  sur  une  ellipse  réelle,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  deux  points  a  et  a'  appartiennent 
à  une  hyperbole  honiofocale  à  l'ellipse  et  que  la  droite 
aa'  soit  parallèle  à  V une  des  normales  à  l'ellipse  en 
l'un  des  points  oïl  cette  courbe  rencontre  l'hyperbole. 
Le  cas  de  la  droite  est  le  plus  important  :  Pour  que  plu- 
sieurs segments  représentent  des  points  situés  sur  une 
même  ligne  droite^  il  faut  et  il  suffit  que  le  polygone 
formé  par  les  origines  de  ces  segments  et  le  polygone 
formé  par  leurs  extrémités  soient  semblables  et  inver- 
sement placés.  Laguerre  en  déduit  la  solution  graphique 
des  problèmes  relatifs  à  la  ligne  droite  déterminée  par 
les  segments  représentatifs  de  deux  de  ses  points  et  donne 
ainsi  le  moyen  de  réaliser  les  constructions  où  entrent 
des  données  imaginaires.  Là  est  en  effet  le  noeud  de  la 
questiou,  attendu  que  certains  problèmes,  dont  la  considé- 
ration des  imaginaires  donne  une  solution  théorique  sim- 
ple et  souvent  immédiate,  ne  sont  résolus  efl'ectii>ement 
qu'autant  que  les  constructions  auxquelles  conduit  le 
niode  de  démonstration  sont  réalisables. 
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La  représL'iiLatiou  géoniétri(juo  des  points  iniaginaii^cs 
dans  l'espace  n'est  guère  moins  simple  :  mais  il  faut 
auparavant  définir  les  plans  et  les  cônes  isotropes,  ainsi 
que  la  conique  ombilicale.  Si  par  un  point  réel  ou  ima- 
ginaire on  mène  divers  plans,  chacun  de  ces  plans  con- 
tient deux  droites  isotropes  passant  par  le  point-,  ces 
droites  sont  situées  sur  un  même  cône  du  second  degré 
qu'on  nomme  cône  isotrope  et  que  l'on  peut  aussi  consi- 
dérer connue  une  sphère  de  raj'^ou  nul  ayant  le  point 
donné  pour  centre,  en  sorte  que  toute  section  plane  de 
ce  cône  est  un  cercle  dont  le  centre  est  la  projection  du 
sommet  du  cône  sur  le  plan.  Tous  les  plans  isotropes 
coupent  le  pLm  de  l'infini  suivant  un  même  cercle 
commun  à  toutes  les  sphères  de  l'espace,  et  que  Lagueri-e 
nomme  conujue  ombilicale.  Par  une  droite  on  peut,  en 
général,  mener  deux  plans  tangents  à  l'ombilicale 5  ce 
sont  des  plans  isotropes.  Le  couple  de  plans  isotropes 
passant  par  une  droite  donnée  est  coupé  suivant  deux 
droites  isotropes  par  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
droite.  Enfin,  par  une  droite  isotrope,  on  ne  peut  mener 
qu'un  seul  plan  isotrope,  puisque  celte  droite  coupe  le 
plan  de  l'infini  en  un  point  de  l'ombilicale. 

Cela  posé,  soient  a  un  point  imaginaire  de  l'espace  et  a' 
son  conjugué  5  ces  deux  points  sont  les  sommets  de  deux 
cônes  isotropes  qui  se  coupent  suivant  un  cercle  réel  A 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  sur  la  droite  léelle  ««', 
dont  le  centre  est  le  milieu  O  du  segment  aa'  et  dont  le 
rayon  est  égal  à  R,  R/  étant  l'expression  du  segment  Oa. 
Il  est  clair  que  les  deux  points  imaginaires  conjugués, 
a  et  «',  définissent  complètement  le  cercle  A,  et  réci- 
proquement 5  c'est  ce  cercle  réel  A  que  Laguerre  nomme 
le  cercle  représentatif  du  couple  aa' .  Il  est  vrai  que, 
dans  certaines  questions,  on  peut  vouloir  distinguer  ces 
deux  points  l'un  de  l'autre;  il  suffit,  à  cet  effet,  d  ima- 
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giiier  que  le  cercle  A.  soit  parcouru  dans  un  certain  sens  ; 
ce  sens  déterminera  celui  des  deux  points  dont  on  veut 
que  le  cercle  soit  la  représentation.  Pour  étudier  une 
courbe  donnée  par  des  équations  supposées  réelles,  il 
suffira  d'étudier  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire 
le  cercle  réel  A  pour  que  les  points  imaginaires  conjugués 
a  et  r/,  qu'il  représente,  appartiennent  à  la  courbe. 
Ainsi,  pour  qu'un  cercle  réel  représejite  un  couple  de 
points  imaginaires  conjugués  situés  sur  une  ellipse 
réelle,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  cercle  appartienne  à 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes  ayant  cette  ellipse 
pour  focale. 

iNous  ne  pouvons  suivre  Laguerre  dans  les  déductions 
si  nombreuses  qu'il  n'a  cessé,  pendant  vingt  ans,  de  tirer 
de  ces  principes  fondamentaux  ;  pour  ne  pas  dépasser 
notre  but,  qui  est  surtout  de  mettre  en  évidence  les 
idées  originales  de  l'auteur,  nous  nous  bornerons  à  citer 
les  résultats  les  plus  saillants  parmi  ceux  auxquels  cette 
voie  l'a  conduit. 

Ce  sont  : 

1°  Des  théorèmes  généraux  sur  les  courbes  algébri- 
ques, tels  que  les  deux  suivants  : 

Si,  par  un  point  M  pris  dans  le  plan  d 'une  courbe 
de  degré  n,  on  trace  un  cercle  quelconque,  de  rayonV^^ 
le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  i  n  points  com- 
muns au  cercle  et  à  la  courbe  est  égal  à  la  puissajice  du 
point  M  par  rapport  à  la  courbe,  multipliée  par  le 
facteur  R.". 

Si,  par  un  point  M  pris  dans  le  plan  d'une  courbe 
de  classe  m,  on  mèjie  des  tangentes  à  la  courbe, 
V orientation  de  ces  tangentes  est  la  même  que  celle  du 
faisceau  des  droites  joignant  le  point  ]M  aux  m  foyers 
de  la  courbe,  et  le  centre  liarnioni(iue  du  point  IM  relu- 
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tivevient  aux  points  de  contact  est  le  même  c/««  le 
centre  harmonique  de  ce  point  relativement  aux  m 
foyers. 

De  ces  propriétés  métriques  découlent  de  nombreuses 
conséquences  relatives  à  la  courbure  des  lignes  et  des 
surfaces;  voici  les  plus  curieuses  : 

Si  d'un  j)oint  A  de  l'iij  pocjcloïde  à  trois  rebrousse- 
ments  on  mène  à  la  courbe  la  tangente  dont  le  point 
de  contact  T  diffère  de  A,  il  suffit  de  prolonger  TA 
d'une  quantité  égale  à  elle-même  pour  obtenir  le 
foyer  de  la  parabole  qui  suroscule  en  A  l'iijpocj- 
cloïde. 

Si  d'un  point  M  d'une  conique  sphérique  on  abaisse 
sur  les  deux  focales  réelles  des  perpendiculaires  ren- 
contrant la  sphère  en  m  et  m\  le  conjugué  harmo- 
nique M,  par  rapport  à  m  et  à  m\  appartient  au  plan 
osculateur  de  la  courbe  en  M.  Ce  théorème  élégant 
n'est  d'ailleurs  cpi'un  cas  particulier  d'une  proposition 
relative  à  la  biquadratique  sphérique,  c'est-à-dire  à  la 
ligne  d'intersection  d'une  sphère  et  d'une  surface  du 
second  ordre. 

MT  étant  la  tangente  en  un  point  quelconque  M 
d'une  surface  anallagînatique  du  quatrième  ordre, 
etVeti)  les  deux  autres  points  communs  à  la  droite  MT 
et  à  la  surface  ;  C  désignant  en  outre  le  centre  de  la 
surface  et  I  le  milieu  de  la  droite  joignant  les  centres  des 
deux  sphères  qui,  passant  par  M,  touchent  respective- 
ment la  surface  en  P  et  Q,  on  aura  le  centre  de  cour- 
bure en  M  de  la  section  normale  passant  j)ar  IMT  en 
menant  par  M  une  droite  parallèle  à  IC,  de  même  sens 
et  de  longueur  double.  Pour  l'intelligence  de  ce  théo- 
rème, nous  rappellerons  qu'une  surface  anallagmatique 
du  cpiatrièmc!  ordre  peut  être  considérée  de  cinq  inanières 
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différentes,  comme  l'enveloppe  de  sphères  qui  coupent 
ortliogonalement  une  sphère  fixe,  tandis  que  leur  centre 
décrit  une  surface  du  second  ordre  5  les  cinq  quadriques 
au  moyen  desquelles  on  peut  ainsi  décrire  la  surface 
sont  homofocales,  et  c'est  leur  centre  commun  qu'on 
nomme  centre  de  la  surface  anallagmatique.  Ajoutons 
que,  précédemment  et  presque  simultanément,  Laguerre 
et  M.  Darboux  avaient  trouvé  une  autre  solution,  mais 
bien  moins  élégante,  du  problème  de  la  courbure  des 
surfaces  anallagmatiques. 

2°  Une  étude  ayant  pour  objet  d'étendre  aux  courbes 
sphériques  les  notions  des  foyers  ordinaires  et  des 
foyers  singuliers  et  de  montrer  le  rôle  important  que 
jouent,  dans  la  théorie  delà  projection  stéréographique, 
les  génératrices  imaginaires  de  la  sphère. 

Lorsqu'on  projette  stéréograpliiquement  une  courbe, 
les  foyers  ordinaires  de  la  courbe  se  projettent  suiv^ant 
les  foyers  ordinaires  de  sa  transformée.  Mais  il  n'en 
est  pas  de  même  pour  les  foyers  singuliers.  Les  foyers 
singuliers  de  la  transformée  sont  situés  sur  les  polaires^ 
par  rapport  à  la  sphère,  des  droites  conjointes  du  pôle 
de  transformation  relativement  à  la  courbe  que  le  plan 
tangent  à  ce  pôle  déterndne  dans  V une  quelconque  des 
surfaces  qui,  avec  la  sphère,  définissent  la  courbe. 

3"  Des  recherches  générales  sur  les  surfaces  à  géné- 
ratrices circulaires  et  leur  application  aux  surfaces  anal- 
lagmatiques du  quatrième  ordre. 

Laguerre  est  revenu  plusieurs  fois  sur  la  théorie  des 
lignes  et  des  surfaces  anallagmatiques.  Dans  une  pre- 
mière Note,  il  a  retrouvé  le  mode  de  description  donné 
par  M.  Moutard  pour  les  anallagmatiques  planes  con- 
sidérées comme  enveloppes  de  cercles,  en  le  déduisant 
de  l'existence  de  quatre  cônes  qui  passent  par  une  bi- 
quadrati(jue  sphérique;  puis,   dans  deux  autres   écrits, 
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après  avoir  démontré,  relativement  aux  surfaces  anal- 
lagmatiques,  plusieurs  beaux  tliéorèmes  déjà  énoncés 
par  M.  Moutard,  Laguerre  a  fait  connaître  les  pro- 
priétés toutes  nouvelles  des  focales  ordinaires  et  singu- 
lières de  ces  suifaces,  ainsi  que  les  curieuses  relations 
qui  existent  entre  les  quadriques  liomofocales  qui  per- 
mettent leur  génération  ;  de  là  résultent  diverses  propo- 
sitions sur  les  surfaces  liomofocales  du  second  ordre,  par 
exemple  la  suivante  : 

Etant  donnés  deux  surfaces  liomofocales  du  second 
degré  et  un  plan  arbitraire^,  si  r  on  prend  respective- 
ment sur  chacune  de  ces  surfaces  un  point  ni  et  un 
point  m',  tels  (j ne  les  plans  tangents  en  ces  points  se  cou- 
pent sur  une  droite  située  dans  le  plan  P,  toutes  les 
droites  telles  que  mm'  sont  normales  à  une  même  surf  ace. 

4°  Un  Mémoire  sur  la  cjclide  de  Z)«yi>i7z,  renfermant 
beaucoup  de  propositions  nouvelles  sur  les  surfaces  de 
tous  les  ordres  ;  nous  signalerons  spécialement  la  partie 
de  ce  travail  qui  concerne  les  surfaces  douées  d' un  axe 
de  rotation. 

On  dit  qu'une  surface  S  est  douée  d'un  axe  de  rota- 
tion, s'il  existe  une  droite  D  telle,  qu'en  faisant  tourner 
S  autour  de  D  d'un  angle  arbitraire  et  désignant  par  i]' 
sa  nouvelle  position,  les  surfaces  S  et  S'  se  coupent  sous 
un  angle  constant  le  long  de  leur  intersection,  et  cela 
({uel  cjue  soit  l'angle  de  rotation.  La  reclierclie  des  sur- 
faces douées  d'un  axe  de  rotation  est  un  problème  dif- 
iicile.  Laguerre  a  trouvé  d'abord  une  solution  con- 
tenant une  fonction  arbitraire;  elle  est  fournie  par 
des  surfaces  déjà  étudiées  par  ]\L  O.  Bonnet  et  dont  les 
deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  sont  composés 
l'un  de  cercles,  l'autre  de  courbes  sphériques^  puis  il  a 
trouvé  une  deuxième  solution  entièrement  distincte  de 
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la  première  et  renfermant  aussi  une  fonction  arbitraire. 
La  cyclide  de  Diipin  jouit  de  la  singulière  propriété 
d'appartenir  à  la  fois  aux  deux  espèces  de  surfaces  et 
elle  possède  quatre  axes  de  rotation,  deux  de  la  pre- 
mière espèce,  deux  de  la  seconde. 

5°  Des  recherches  sur  lès  Liquadratiques  gauches, 
c'est-à-dire  sur  les  lignes  d'intersection  de  deux  sur- 
faces du  second  ordre,  dont  voici  le  point  le  plus  im- 
portant : 

Etant  données  une  surface  du  second  ordre  et  deux 
droites  fixes,  Chasles  avait  démontré  que,  si  une  droite 
mobile  rencontre  les  deux  droites  fixes  en  s'appuyant 
sur  la  surface,  la  courbe  de  contact  était  une  biquadra- 
lique  gauche.  On  pouvait  se  demander  si,  inversement, 
toute  biquadratique  gauche  pouvait  résulter  d'un  tel 
mode  de  génération  et  comment,  dans  le  cas  de  l'affir- 
mative, on  pourrait  déterminer  la  quadrique  et  les  deux 
droites  fixes.  En  empruntant  à  Clebscli  ses  principes  sur 
l'application  des  fonctions  elliptiques  à  la  géométrie  des 
courbes  gauches,  Laguerre  a  fait  voir  que,  pour  une 
biquadratique  donnée,  on  peut  toujours  faire  passer  six 
quadriques  permettant  la  génération  indiquée  par 
Chasles  et  que,  Tune  des  surfaces  étant  clioisie,  on  peut 
encore  prendre  d'une  infinité  de  manières  les  deux 
droites  fixes  ;  une  circonstance  assez  remaj'quable  est  la 
rencontre  en  cette  étude  des  surfaces  (juadricuspidales, 
déjà  étudiées  par  de  la  Gournerie,  et  dont  plusieurs 
belles  propriétés  ont  été  ainsi  rattachées  incidemment  à 
la  théorie  des  intégrales  elliptiques. 

Laguerre  a  en  outre  étendu  à  ces  surfaces  un  beau 
théorème  qu'il  avait  donné  sur  les  surfaces  du  second 
ordre  :  Si,  par  une  ligne  de  courbure  quelconque  K 
d'une  quadrique  A,  on  mène  une  autre  quadrique  A', 
la  surface  dcveloppahle  circonscrite  à  A  et  A'  touclie  A 
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suivant  une  de  ses  lignes  de  courbure^  de  même,  si,  par 
la    hiquadratique  K,    on   mené   une  quadricuspidale 
quelconque  A",  la  développable  circonscrite  à  A  et  A" 
touche  A  suivant  une  de  ses  lignes  de  courbure. 

6"  Une  étude  pleine  d'intérêt  sur  Jes  lignes  que  La- 
guerre  a  nommées  cassiniennes.  Ces  courbes,  dont  le 
type  est  l'ellipse  de  Cassini,  sont  les  anallagmatiques 
planes  ou  spliériques  jouissant  de  cette  propriété  que 
l'on  peut  circonscrire  à  la  conique  qui  les  définit  un 
quadrilatère  inscrit  dans  le  cercle  directeur  correspon- 
dant. Laguerre  a  fait  connaître  pour  ces  lignes  plu- 
sieurs modes  de  génération  fort  élégants;  par  exemple  : 

Si  une  hiquadratique  sphérique  est  telle  qu'une 
droite  passant  par  deux  points  de  cette  courbe  ait  pour 
polaire,  relativement  à  la  sphère  sur  laquelle  elle  est 
tracée,  une  droite  rencontrant  la  courbe  en  deux 
points^  cette  ligne  est  une  cassinienne. 

Si  une  droite  s' appuie  sur  les  droites  jixes  en  res- 
tant tangente  à  une  sphère,  cette  courbe  de  contact  est 
une  cassinienne. 

Il  a,  de  plus,  indiqué  une  manière  d'associer  deux  à 
deux  les  points  d'une  cassinienne  qui  facilite  extrême- 
ment l'étude  delà  courbe  et  conduit  à  des  propriétés  fort 
remarquables  : 

Si  l'on  prend  le  conjugué  harmonique  d'un  point 
fixe  quelconque  de  la  sphère  relativement  à  chacun  des 
couples  de  points  associés  d'une  cassinienne,  le  lieu  de 
ces  points  conjugués  est  un  cercle. 

Si  a  et  b.,  c  et  d  sont  les  points  diamétralement  op- 
posés à  deux  couples  quelconijues  A  et  B,  C  et  D  de 
points  associés  d'une  cassinienne,  et  si  M  désigne  un 
point  quelconque  de  la  courbe,  la  diff'érence  des  aires 
des  triangles  spliériques  M  rt(^,  ^\cd  reste  constante. 
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^^  Laguerre  retrouve  les  eassiniennes  en  partant  d'un 
point  de  vue  tout  autre  dans  un  Mémoire  Sur  quelques 
propriétés  des  foyers  des  courbes  algébriques  et  des 
focales  des  cônes  algébriques. 

La  proposition  fondamentale,  dans  ces  nouvelles  re- 
elierclies,  est  la  suivante  : 

La  polaire  d\in  point  quelconque  M  du  plan  d'une 
courbe  de  m^^"'^^  classe,  par  rapport  aux  droites  obte- 
nues en  menant  par  chacun  des  ni  foyers  réels  une  per- 
pendiculaire sur  la  droite  qui  joint  ce  foyer  au  point 
M,  se  confond  avec  la  polaire  de  ce  même  point  M  par 
rapport  aux  normales  à  la  courbe,  qui  ont  pour  pieds 
les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  poi/it  M. 

Après  avoir  déduit  de  là  ce  beau  théorème  de  Liou- 
viile  :  Si,  aux  points  de  rencontre  d'un  cercle  et  d'une 
courbe  plane,  on  mène  les  normales  à  la  courbe,  la 
polaire  du  centre  du  cercle  par  rapport  à  ces  normales 
est  située  à  l'infini.  Laguerre  en  fait  l'application  aux 
conicpies  homofocales,  ce  qui  le  conduit  à  cette  proposi- 
tion remarquable  : 

Si  Von  abaisse  d'un  point  des  normales  à  V une  quel- 
conque des  coniques  ayant  pour  foyers  deux  points 
donnés  F  et  F',  les  tangentes  menées  aux  pieds  des 
normales  forment  uji  quadrilatère  complet,  dont  les 
six  sommets  sont  trois  couples  de  points  associés  d'ujie 
cassinienne  cubique,  que  ces  sommets  décrivent  lorsque 
la  conique  varie.  Ces  tangentes  roulent  en  même  temps 
sur  une  parabole  dont  le  foyer  est  le  cojijugué  harmo- 
nique du  point  M  par  rapport  àY  et  à  F'. 

L'auteur  étend  ensuite  aux  cônes  algébriques  les  pro- 
priétés qui  précèdent  et  déduit  de  là  le  moyen  de  con- 
struire, relativement  à  une  arête  donnée,  l'axe  de  cour- 
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bure  cL  même  raccélcration  de  courbure  d'un  cône  du 
second  ordre  dont  on  connaît  les  focales. 

8"  Un  Mémoire  Sur  la  courbe  enveloppée  par  les 
axes  des  coniques  qui  passent  par  quatre  points 
donjiés. 

Cette  courbe,  du  quatrième  degré  et  de  la  troisième 
classe,  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'iafini,  ren- 
ferme dans  son  équation  six  constantes  arbitraires,  et, 
comuie  quatre  points  donnés  introduisent  huit  con- 
stantes, il  en  résulte  que  la  même  courbe  peut  être 
regardée  d'une  infinité  de  manières  comme  l'enveloppe 
des  axes  d'une  conique  assujettie  à  passer  par  quatre 
points.  Laguerre  se  propose  de  déterminer,  pour  une 
courbe  donnée  de  la  troisième  classe  doublement  tan- 
gente à  la  droite  de  l'infini,  les  divers  systèmes  de 
quatre  points  qui  donnent  lieu  au  mode  de  génération 
indiqué.  La  solution  repose  sur  cette  propriété  cu- 
rieuse : 

V enveloppe  des  axes  des  coniques  circonscrites  à  un 
quadrangle  donné  ABGD  est  V enveloppe  des  asym- 
ptotes des  coniques  circonscrites  au  quadrangle  dérivé, 
c^est-à-dire  au  quadrangle  dont  les  sommets  sont  les 
centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC, 
BCD,  CDA,  DAB. 

Parmi  les  théorèmes  qu'il  en  déduit,  nous  remarque- 
rons le  suivant  : 

Les  asymptotes  des  coniques  j^assant  par  les  sommets 
d'un  triangle  et  par  le  point  de  concours  des  hauteurs 
enveloppent  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements^ 
tandis  que  les  axes  de  ces  courbes  enveloppent  la  ligne 
symétrique  de  cette  Jiypocycloïde  relativement  à  son 
centre. 
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Etendant  ensuite  ses  reclierclies  à  la  géométrie  à  trois 
dimensions,  l'auteur  étudie  la  distribution  dans  l'espace 
des  axes  dos  quadiiques  de  révolution,  passant  par 
quatre  ou  cinq  points  donnés 5  il  démontre  en  particu- 
lier cette  proposition  : 

Cinq  points  étant  donnés  sttj'  une  quadT'ique  de  révo- 
lutio7i,  les  centres  des  cinq  sphères  circonscrites  aux 
cinq  tétraèdres  que  l'on  peut  former  en  groupant  ces 
points  quatre  à  quatre  sont  situés  sur  une  cubique 
gauche  ayant  pour  asymptote  V axe  de  la  surface. 

Il  montre  enfin  que  la  plupart  des  résultats  obtenus 
ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  tliéorèmes  plus  géné- 
raux, relatifs  aux  lignes  spiriques  et  aux  surfaces  engen- 
drées par  la  rotation  de  ces  lignes  autour  de  leur  axe. 

Ces  lignes  spiriques,  dont  il  avait  signalé  dans  un 
travail  antérieur  une  série  de  propriétés,  sont  des  anal- 
lagmatiques  planes  du  quatrième  ordre,  possédant  un 
axe  de  symétrie.  Une  telle  courbe  a  deux  foyers  singu- 
liers situés  sur  l'axe  de  symétrie  :  si  ces  fovers  coïnci- 
dent, elle  devient  un  ovale  de  Descartes 5  si  l'un  des 
foyers  singuliers  est  rejeté  à  l'infini,  elle  s'abaisse  au 
troisième  degré;  enfin,  elle  se  réduit  à  une  conique,  si 
les  deux  foyers  singuliers  passent  à  l'infini.  Nous  cite- 
rons seulement,  parmi  les  propriétés  que  Laguerre  a 
fait  connaître,  celle  qu'il  considérait  comme  fondamen- 
tale : 

Si  Von  joint  un  point  mobile  sur  une  spirique  à  deux 
points  fixes  de  la  courbe,  les  perpendiculaires  élevées 
sur  les  milieux  des  deux  cordes  ainsi  obtenues  tracent 
sur  l'axe  de  symétrie  deux  divisions  homographiques 
ayant  po ni'  points  doubles  les  foyers  singuliers  de  la 
courbe  ;  à\)i\  l'on  déduit  aisément  C[ue,  un  quadrangle 
Ann.  de  Mnthêmat..  3'  série,  l.  VI.  (Mars  18^7.)  9 
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étafit  inscrit  dans  une  spirique,  les  sommets  du  qua- 
drangle  dérivé  et  les  deux  foyers  singuliers  de  la 
courbe  appartieiment  à  ujie  même  conique. 

9"  A  cette  étude  sur  la  spirique  se  rattache  une  mo- 
nographie intéressante  sur  la  cardioïde,  renfermant 
beaucoup  de  propriétés  nouvelles. 

La  cardioïde  est  l'épicycloïde  engendrée  par  un  point 
d'un  cercle  mobile  qui  roule  sans  glisser  sur  un  cercle 
de  même  rayon.  Elle  dérive  de  la  spirique  générale, 
lorsque  les  points  doubles  à  l'inlîni  deviennent  des 
points  de  rebroussement  et  que  les  deux  foyers  singu- 
liers se  coufondent  en  un  seul  F.  La  division  homogra- 
pliique  dont  nous  avons  parlé  à  la  fin  de  l'alinéa  précé- 
dent a  ses  deux  points  doubles  réunis  en  F,  et  l'on 
obtient  ce  théorème  : 

Si  V on  joint  un  point  mobile  de  la  cardioïde  à  deux 
points  fixes  de  la  courbe^  et  qu'on  îiomme  I  et  K  les 
points  oit  l'axe  de  symétrie  rencontre  les  perpendicu- 
laires élevées  sur  les  milieux  des  cordes  ainsi  obtenues, 

la  différence 

I  I 

FÏ~  Fx 
reste  constante . 

D'autres  propriétés  résultent  d'ailleurs  de  l'applica- 
tion à  la  cardioïde  des  théorèmes  généraux  que  nous 
avons  énoncés  ci-dessus  (i°).  De  la  combinaison  des 
deux  points  de  vue  résulte  une  théorie  simple  et  élé- 
gante de  cette  courbe  qui  rentre  d'ailleurs  dans  le 
groupe  des  unicursales  de  troisième  classe,  dont  La- 
guerre  a  donné  un  mode  de  génération  digne  d'être 
remarqué  : 

Une  courbe  de  troisième  classe  est  unicursale,  si  un 
cercle  jouit  de  la  propi'iété  que  deux  tangentes,  menées 
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à  la  courbe  par  chacun  de  ses  points,  soient  à  angle 
droit.  Le  cercle  touche  la  courbe  en  trois  points  et  les 
normales  menées  au  cercle  en  ces  points  sont  tans^entes 
à  la.  courbe. 

10°  Citons  enfin  deux  Notes  auxquelles  Laguerre 
attachait  quelque  prix  et  qui  ont  pour  objet  la  relation 
qui  existe  entre  un  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ou 
à  un  quadrilatère,  et  les  cléments  d'une  conique  in- 
scrite dans  le  même  polygone. 

Poncelet  a  montré  que,  si  un  triangle  est  à  la  fois 
inscrit  dans  un  cercle  C  et  circonscrit  à  une  conicjue,  on 
peut  inscrire  et  circonscrire  à  ces  deux  courbes  une  infi- 
nité de  triangles.  Mais  quelle  relation  doit-il  exister 
dans  ce  cas  entre  les  éléments  de  la  conique  et  du  cercle? 
Telle  est  la  question  que  Laguerre  s'est  posée,  et  voici 
la  solution  qu'il  a  donnée  :  F  et  G  étant  les  deux  foyers 
de  la  conique,  O  le  centre  du  cercle,  F'  et  G'  les  points 
réciproques  de  F  et  G  relativement  au  cercle,  si  l'on 
mène,  par  F,  la  parallèle  à  OG  jusqu'à  sa  rencontre  R 
avec  GF' ,  la  longueur  de  l'axe  focal  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  GR  et  GF'. 

Dans  le  cas  du  quadrilatère,  D  étant  le  point  de  ren- 
contre de  FG'  et  GF',  si  l'on  mène  par  F  la  parallèle 
à  OD  jusqu'à  sa  rencontre  R  avec  GF',  la  longueur  de 
l'axe  focal  est  moyenne  proportionnelle  entre  GR  et 
GF. 

IV. 

Passons  maintenant  à  l'application  du  Calcul  intégral 
et  de  la  théorie  des  formes  à  la  Géométrie. 

En  développant  la  belle  interprétation  géométrique, 
donnée  par  Jacobi,  de  l'équation  d'Euler 

dx  dy 
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où  f  désigne  au  polynôme  du  quatrième  degré,  La- 
guerre  a  été  conduit  à  donner  à  l'intégrale  une  forme 
remarquable  par  sa  simplicité  : 

Si  Von  décompose,  d'une  façon  quelconque,  le  poly- 
nôme f\x^  en  deux  facteurs  du  second  degré  B(a:)  et 
C2(x),  r intégrale  générale  de  V équation  d' Euler  est 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 

Parmi  les  propriétés  des  cubiques  gauches  et  des 
cônes  du  second  degré,  que  Laguerre  a  rattachées  à 
cette  intégration,  nous  appellerons  surtout  l'attention 
sur  une  construction  géométrique  fort  ingénieuse  et  re- 
lative à  l'addition  des  fonctions  ultra-elliptiques  de  pre- 
mière espèce  ^  cette  construction  repose  sur  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donnés  sur  une  cubique  gauche  six  points 
dont  les  paramètres  sont  les  racines  de  l'équation  du 
sixième  degré  \  z=o,si  V on  considère  un  quelconque  des 
cônes  du  second  ordre  qui  passent  par  ces  six  points 
et  deux  plans  tangents  ii  ce  cône,  on  aura  les  deux 
relations 

r^'     dx  r^'     dy  r''      dz      _ 

r"'    xdx  r^'   ydy  r""'    zdz     _ 

.i„   \/v(¥)^.4   v/v(7")"^'^^o   v/vô^)"''' 

où  Xo,j}^0î-2o  désignent  les  paramètres  des  points  où 
le  premier  plan  coupe  la  cubique  et  Xt,  j  t,  Zf  les  pa- 
ramètres des  points  où.  la  cubique  est  rencontrée  par  le 
second  plan. 

Ou  remanpuua  l'analogie  de  vvs,  résultats  avec  ceux 
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donnés  par  Jacobi  relativement  aux  fonctions  ellipti- 
ques :  Jacobi  obtenait  la  construction  de  l'addition  des 
fonctions  elliptiques  en  faisant  rouler  une  droite  sur 
l'une  quelconque  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  fixes  dont  la  position  détermine  un  polynôme  du 
quatrième  degré  5  Laguerre  effectue  géométriquement  la 
construction  des  fonctions  ultra-elliptiques  de  première 
espèce  en  faisant  rouler  un  plan  sur  l'un  quelconque 
des  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  six  points 
fixes  dont  la  position,  sur  la  cubique  gauche  qui  les 
renferme,  détermine  un  polynôme  du  sixième  degré. 

C'est  au  lien  intime  qui  existe  entre  la  décomposi- 
tion en  trois  carrés  du  polynôme  du  sixième  degré  et  le 
problème  relatif  à  la  construction  des  cônes  du  second 
degré  qui  passent  par  six  points  de  l'espace,  qu'est  due 
ici  l'introduction,  à  côté  du  Calcul  intégral,  de  la  théorie 
des  formes  algébriques. 

\  oici  maintenant  des  recherches  géométriques  où 
cette  dernière  théorie  intervient  d'une  manière  exclu- 
sive et  plus  complète.  Ces  recherches  concernent  suc- 
cessivement les  lignes  planes,  les  surfaces  réglées  du 
second  ordre,  et  enfin  la  surface  du  troisième  ordre  qui 
est  la  réciproque  de  la  surface  de  Steiner. 

Considérons  d'abord  les  lignes  planes. 

Une  première  étude  est  fondée  sur  la  considération 
de  l'équation  U  ().,  ^)  =  o  qui  a  pour  racines  les  coeffi- 
cients angulaires  des  tangentes  menées  du  point  (a:,j)') 
à  une  courbe  de  classe  n  dont  on  a  l'équation  tangen- 
tielle  F(«t,  v^  -iv)=o.  Laguerre  donne  à  l'équation 
U  =  o,  qui  est  du  degré  n  et  dont  les  coefficients  sont 
des  polynômes  entiers  en  a:  et  j.  le  nom  adéquation 
mixte  de  la  courbe,  et  il  indique  le  moyen  de  former 
les  équations  mixtes  des  courbes  que  l'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  les  covariants  de  F(i/,  v^  çv),  ce  qui  le 
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conduit,  eu  particulier,  à  une  méthode  simple  pour 
trouver  l'équation  de  la  cayleyenne  d'une  courbe  algé- 
brique. 

L'équation  mixte  joue  un  rôle  considérable  dans 
l'étude  des  singularités  des  courbes  planes  de  quatrième 
classe;  on  sait  qu'une  telle  courbe  K  possède  28  points 
doubles  o  et  24  points  de  rebroussenient  pi  il  existe  en 
outre  dans  son  plan  21  droites  P,  telles  que  la  première 
polaire  de  chacune  d'elles,  relativement  à  K,  se  décom- 
pose en  un  point  p  et  une  conique  résiduelle  ;  aux 
21  droites  P  correspondent  21  points  p,  et  les  ^3  points 
0,  p,  p  sont  les  points  communs  à  trois  courbes  dont  les 
équations  s'expriment  simplement  en  fonction  de 

dS       âS        ôT       dT 
dx       dy        dx        dy 

S  et  T  désignant  l'invariant  quadratique  et  l'invariant 
cubique  delà  forme  U()v,  [jl)  qui,  égalée  à  zéro,  constitue 
l'équation  mixte  de  la  courbe  K.  Soient  K  et  R'  deux 
courbes  de  «' '"^  classe,  ayant  pour  équations  mixtes 
U  =  o  et  U'  =  o,  on  dit  que  les  faisceaux  de  droites  dont 
ces  équations  donnent  les  coefficients  angulaires  sont 
harmoniques  lorsque  l'invariant  quadratique  I  des  deux 
formes  U  et  U'  est  égal  à  zéro;  le  lieu  des  points  d'où 
Ton  voit  les  courbes  K  et  K'  sous  deux  faisceaux  harmo- 
niques est,  d'après  cela,  une  courbe  I  =  o  de  degré  n\ 
Laguerre  lui  donne  le  nom  de  courbe  harmonique  du 
couple  R  etR'-,  si  n  est  impair,  cette  ligne  est  égale- 
ment la  courbe  harmonique  de  deux  quelconques  des 
courbes  du  faisceau  que  R  et  R'  déterminent,  et  elle 
prend  alors  le  nom  de  courbe  hannonicfue  de  ce  fais- 
ceau. On  déduit  de  là  plusieurs  propositions  remar- 
quables : 

Si  i on  considère  les  différentes  droites  que  Von  peut 
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mener  par  un  point  M  et  si  l'on  prend  leurs  premières 
polaires  par  rapport  à  une  courbe  K  de  quatrième 
classe,  ces  polaires  forment  un  faisceau  de  courbes  de 
troisième  classe  dont  la  courbe  harmonique  est  la 
droite  polaire  du  poi/it  M  par  rapport  à  la  courbe  du 
quatrième  ordre  S  qui  passe  par  les  24  points  de  re- 
broussement  de  K.  En  particulier,  les  ai  droites  P  sont 
les  droites  polaires  relativement  à  2  des  21  points  p. 

Une  courbe  quelconque  de  troisième  classe  et  sa  hes- 
sienne  sont  vues  d'un  point  quelconque  du  plan  suii^ant 
deux  faisceaux  harmoniques. 

Laguerre  donne  en  outre  la  condition  pour  que  les 
28  points  doubles  d'une  courbe  de  quatrième  classe 
soient  situés  sur  une  courbe  du  sixième  ordre. 

Ajoutons,  pour  achever  de  montrer  l'importance  de 
V équation  mixte  dans  la  théorie  des  courbes,  que 
Laguerre  en  déduit,  pour  rhyj)Ocycloïde  à  trois  points  de 
rebroussement,  un  nombre  très  considérable  de  pro- 
priétés nouvelles,  parmi  lesquelles  nous  énoncerons 
seulement  les  deux  suivantes  : 

P  et  Q  étant  les  points  oii  une  droite  D,  tangente  à 
une  hypocjcloïde  à  trois  rebroussements ,  coupe  cette 
courbe^  si  le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante 
décrit  la  droite  D,  tandis  que  V un  des  côtés  reste  tan- 
gent à  la  courbe,  Vautre  côté  de  l'angle  enveloppe 
une  autre  hypocjcloïde  égale  à  la  première,  tangente 
à  D  et  passant  par  les  points  P  et  Q. 

M  étant  un  point  mobile  sur  une  ellipse  E  qui  passp 
par  un  point  fixe  A  et  qui  se  projette  sur  un  plan  P 
suivant  un  cercle,  le  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  la  corde  AM  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite 
qui  enveloppe  une  hypocjcloïde  à  trois  rebroussements . 
Si  le  point  A  se  déplace  sur  l'ellipse,  l'hypocYcloïde  se 
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déplace  dans  le  plan  P  eji  restant  égale  à  elle-même. 
Les  traces,  sur  le  plan  P,  des  plans  normaux  à  l'ellipse 
enveloppent  une  hjpocycloïde  à  quatre  points  de  re- 
broussement,  et  les  deux  tangentes  doubles  de  rebrous- 
sement  de  cette  courbe  sont  le  lieu  des  cejitres  des 
sphères  doublement  tangentes  à  l'ellipse. 

Il  faut  encore  rallaclier  à  ces  éludes  deux  Mémoires  : 
l'un  Sur  les  courbes  du  q uatrième  ordre  qui  ont  trois 
points  doubles  d'inflexion,  l'autre  Sur  certains  réseaux 
singuliers  formés  par  des  courbes  planes. 

La  courbe  K  du  quatrième  degré,  étudiée  dans  le 
premier  de  ces  Mémoires,  jouit  de  nombreuses  pro- 
priétés qui  prennent  surtout  une  forme  simple  dans  le 
cas  particulier  où  deux  des  points  doubles  d'inflexion 
sont  les  ombilics  du  plan  -,  la  courbe  est  alors  le  lieu  des 
projections  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  sur 
ses  tangentes,  c'est-à-dire  la  leniniscate  de  BernouUi. 
Sans  entrer  dans  les  détails  de  cette  monograpliie  si 
bien  faite,  nous  indiquerons  seulement  les  propriétés 
fondamentales  de  la  courbe  K. 

La  cubique  polaire  d'un  point  M  de  la  courbe  se  dé- 
compose en  une  droite,  qu'on  appelle  la  droite  harmo- 
nique du  point  M,  et  en  une  conique  qui  passe  par  les 
trois  points  doubles  et  touche  la  courbe  au  point  M. 

Si  d' un  point  M  de  la  courbe  on  mène  les  quatre 
tangentes  dont  le  point  de  contact  est  distinct  de  M, 
les  quatre  points  de  contact  sont  sur  la  droite  harmo- 
nique de  M. 

Les  six  pôles  d'une  droite  par  rapport  à  la  courbe 
sont  les  sommets  du  quadrilatère  complet  formé  par 
les  droites  harmoniques  des  points  oii  la  droite  consi- 
dérée rencontre  la  courbe. 

La  développée  d'une   conifjue  ayant   trois  tangentes 
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doubles,  sa  corrélative  rentre  clans  l'espèce  étudiée.  Les 
propriétés  obtenues  peuvent  donc  être  regardées  comme 
des  propriétés  relatives  aux  développées  des  coniques. 
Nous  citerons  seulement  celle-ci  : 

Si  l'on  considère  les  f/uatre  poiiits  oit.  une  tansçente 
quelconque  à  la  développée  K  d'une  ellipse  coupe  cette 
couj'be  K,  les  tangentes  menées  en  ces  points  à  celte 
développée  concourent  en  un  même  point. 

Le  dernier  Mémoire  a  un  caractère  plus  général.  Il  a 
pour  objet  l'étude  du  réseau  des  courbes  du  az»^""'  ordre 
que  représente,  lorsqu'on  fait  varier  les  paramètres  ^ 
et  r,,  l'équation 

dans  laquelle  A,  B,  C  désignent  trois  polynômes  du  tï'^"^ 
degré  en  x  et  j-,  liés  d'ailleurs  par  la  relation 

\x  -^  BjK-f-  G  =  o. 

Par  deux  points  quelconques  du  plan  passe  une 
courbe  du  réseau.  Une  telle  courbe  est  déterminée  par 
les  valeurs  de  q,  et  ^^^  \  elle  passe  d'ailleurs  par  le  point 
qui  a  pour  coordonnées  ç  et  r,  et  qui  prend  le  nom  de 
point  principal.  Cela  posé,  on  a  les  propositions  sui- 
vantes : 

Toutes  les  courbes  du  réseau  passent  par  (n-  —  /z-f- 1) 
points  fixes  ou  pivots.  Deux  courbes  quelconques  du 
réseau  ont  en  commun,  outre  les  pivots,  n  —  i  points., 
qui  sont  situés  en  ligne  droite,  et  le  /z'^""^  point  ou  cette 
droite  rencontre  l'une  quelconque  des  courbes  est  le 
point  principal  de  cette  courbe. 

Les  courbes  du  réseau,  qui  ont  pour  points  princi- 
paux les  points  d'une  droite,  ont  en  commun  n  — i 
points  situés  sur  cette  droite  et  qu'on   nomma  points 
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centraux  de  la  droite.  Si  luie  droite  toiwjie  aulour  cl  un 
point  fixe,  le  lieu  de  ses  points  centraux  est  la  courbe 
du  réseau,  ayant  ce  point  fixe  pour  point  principal. 

Si,  par  chaque  point  du  plan,  on  mène  à  la  courbe 
du  réseau  ayant  ce  point  pour  point  principal,  les  tan- 
gentes dont  le  point  de  contact  est  distinct  de  M  : 
1°  toutes  ces  droites  enveloppent  une  courbe  K  de  la 
classe  (/r — «H-i),  et  du  degré  3{n  —  i)  qui  est  le 
lieu  des  points  principaux  des  courbes  du  réseau  ayant 
un  point  double  ;  i°  les  points  de  contact  de  toutes  ces 
tangentes  appartiennent  à  une  courbe  H,  qui  est  le 
lieu  des  points  doubles  du  réseau. 

Si  deux  courbes  de  degré  n  ont  n  —  i  points  coin- 
niuns  en  ligne  droite,  leurs  n^  —  /z  H-  i  autres  points 
communs  sont  les  pivots  d' un  réseau  de  l'espèce  consi- 
dérée. Eu  particulier,  les  courbes  du  troisième  degré 
passant  par  sept  points  fixes  forment  un  réseau  de  cette 
espèce;  c'est  des  propriétés  de  ce  réseau  spécial  que 
M.  Arouliold  a  déduit  sa  belle  construction  de  la  courbe 
du  quatrième  ordre  ayant  pour  tangentes  doubles 
sept  droites  données. 

Si  des  seize  points  communs  à  deux  courbes  du  qua- 
trième ordre  trois  sont  situés  en  ligne  droite,  deux 
courbes  quelconques  du  même  ordre  passant  par  les 
treize  autres  poijits  communs  se  rencontrent  en  trois 
nouveaux  poifits  situés  en  ligne  droite. 

Considérons  maintenant  les  courbes  tracées  sur  une 
surface  du  second  ordre  S. 

La  surface  S  possède  un  double  système  de  généra- 
trices rectilignes;  pour  la  commodité  du  langage,  on 
nommera  directrices  les  génératrices  d'un  système  en 
conservant  le  nom  de  génératrices  à  celles  du  système 
opposé.  SoitenlinKune  conique  prise  arbitrairement  sur 
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la  surface  et  qu'on  appellera  conique  fondamentale  : 
les  points  de  celte  conique  répondent  respectivement 
aux  valeurs  successives  d'un  paramètre  variable.  Par 
chaque  point  INI  de  la  surface  S  passe  une  directrice 
coupant  la  conique  fondamentale  en  un  seul  point 
dont  le  paramètre  sera  désigné  par  x\  de  même  par  le 
point  ]M  passera  une  génératrice  coupant  la  conique  K 
en  un  seul  point  dont  le  paramètre  sera  désigné  par  j'^. 
Laguerre  prend  les  quantités  xctj  comme  les  coordon- 
nées du  point  M,  en  sorte  c[ue  l'équation /"(a:,  j)=  o, 
d'une  courbe  tracée  sur  la  C|uadricjue  S,  indique,  par  son 
degré  p  par  rapport  à  x,  en  combien  de  points  la  courbe 
coupe  une  génératrice  quelconque,  et  par  son  degré  //, 
par  rapport  à  j^  en  combien  de  points  la  courbe 
rencontre  l'une  quelconque  des  directrices.  Après  avoir 
rendu  cette  équation  homogène  en  remplaçant  x  et  y 

par  — ;  et  ^j  il  parvient,  par  la  considération  des  éma- 
nants d'une  forme  binaire,  à  montrer  qu'on  obtient  cette 
équation  en  égalant  à  zéro  un  polynôme  ordonné  suivant 
la  puissance  àexy' — yx'  et  cjui  est  un  covariant  double 
de  certains  polynômes  U,  V,  W,  ...  entiers  enx  et  x'  et 
de  degrés  p  -\-  q -,  p  -\-  q  —  2,  p  +  q  —  4i  •  •  •  •  L'étude 
de  la  courbe  considérée  se  trouve  ainsi  rattachée  à  l'é- 
tude simultanée  de  ces  formes  5  on  pourra  toujours,  dans 
un  calcul  relatif  à  un  système  de  courbes,  faire  en  sorte 
qu'on  n'ait  à  considérer  que  des  invariants  ou  des  cova- 
riants  d'un  système  de  formes  binaires  et  profiter  de 
leurs  propriétés  connues  pour  en  déduire  des  propriétés 
géométi^iques  du  système  des  courbes,  ou  pour  simplifier 
les  opérations.  Suivant  le  choix  de  la  conique  fonda- 
mentale, l'équation  d'une  courbe  donnée  varie,  et  l'art 
consiste  à  obtenir  l'équation  qui  renferme  le  moins  de 
formes  possible.  Ainsi,  l'équation  des  cubiques  gauches 
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peut,  d'une  infinité  de  manières,  être  ramenée  à  ne 
contenir  qu'une  forme  binaire  cubique;  celle  de  la 
biquadratique  (intersection  de  la  surface  S  et  d'une 
autre  quadrique  n'ayant  aucune  génératrice  commune 
avec  la  premièi^e)  peut  être  mise,  de  quatre  façons  diffé- 
rentes, sous  une  forme  où  n'apparaît  qu'un  seul  po- 
lynôme du  quatrième  degré;  enfin,  pour  la  quartique 
gauche  (courbe  du  quatrième  ordre  par  laquelle  on  ne 
peut  faire  passer  qu'une  svirface  du  second  degré),  on 
peut,  mais  d'une  seule  manière,  ramener  son  équation 
à  ne  renfermer  qu'une  seule  forme  biquadratique. 

La  surface  réciproque  de  celle  de  Steiner  est  la  sur- 
face S  du  troisième  degré  qui  contient  les  six  arêtes 
d'un  tétraèdre.  On  voit,  en  effet,  immédiatement  que 
sa  réciproque,  c'est-à-dire  le  lieu  des  pôles  de  ses  plans 
tangents,  par  rapport  à  une  quadrique,  est  une  sur- 
face S'  du  quatrième  ordre  jouissant  de  la  propriété 
d'être  coupée  suivant  deux  coniques  par  cliacun  de  ses 
plans  tangents,  c'est-à-dire  la  surface  qu'on  nomme  habi- 
tuellement surface  de  Steiner.  Laguerre  a  consacré  à  la 
surface  S  deux  beaux  Mémoires,  l'un  d'Analyse,  l'autre 
de  Géométrie.  Le  premier  a  pour  point  de  départ  les 
considérations  suivantes  :  Si  l'on  désigne  par  a,  Z»,  c, 
f?,  e  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  x,  j'",  ^,  zi, 

l'équation 

U=5(«,  6,  c,  d,  e)(X,  [jl)=o 

représente  un  plan  mobile  enveloppant  la  surface  dé- 
veloppable 

où  I  et  J  représentent  l'invariant  quadratique  et  l'inva- 
riant cubique  de  la  forme  U^  les  polynômes  «,  Z»,  c,  f/,  e 
sont  d'ailleurs  reliés  par  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène dont  Laguerre  rattache  habilement  les  coeflicients 
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numériques  à  une  autre  forme  binaire.  L'équatiou  J  =  o 
représente  précisément  la  surface  du  troisième  ordre  S 
réciproque  de  celle  de  Steiner,  et  l'on  voit  ainsi  que  l'é- 
tude de  cette  surface  se  ramène  à  la  théorie  de  deux 
formes  biquadratiques  simultanées  dont  l'invariant  qua- 
dratique est  nul.  En  particulier,  comme  la  quadrique 
I  =  o  coupe  évidemment  la  surface  S  suivant  une  de  ses 
lignes  asymptotiques,  on  voit  C[ue  la  rccliercliedu  système 
complet  de  ces  courbes,  dont  la  découverte  appartient 
d'ailleurs  a  Clebsch,  revient  à  la  solution  du  problème 
suivant  :  En  donnant  aux  polynômes  «,  Z»,  <;,  <i,  e 
toutes  les  valeurs  telles  que  J  conserve  la  même  forme, 
quelles  sojit  les  valeurs  que  peut  prendre  V invariant  IP 
Laguerre  résout  ce  problème  et  donne  en  outre  un  très 
grand  nombre  de  propriétés  nouvelles  de  la  surface  et 
des  courbes  gauches  qui  s'y  rattachent;  comme  il  faut 
se  borner,  nous  mentionnerons  seulement  la  propriété 
suivante,  à  cause  de  sa  simplicité  : 

Si,  par  un  point  de  la  surface  S,  on  mène  le  cône 
circonscrit  à  cette  surface,  ce  cône  se  décompose  en 
deux  cônes  du  second  degré  ;  chacun  d'eux  touche  la 
surface  suivant  une  cubique  gauche,  et  les  surfaces 
développables  ayant  ces  cubiques  pour  arêtes  de  re- 
broussement  coupent  la  surface  S  suivant  les  deux 
lignes  asymptotiques  qui  se  croisent  au  point  M. 

Quant  au  Mémoire  de  Géométrie  pure  que  Laguerre 
a  écrit  sur  le  même  sujet,  il  a  pour  point  de  départ  un 
mode  particulier  de  représentation  de  la  surface  S  sur 
un  plan;  de  ce  mode  résultent  la  plupart  des  théorèmes 
auxquels  l'auteur  avait  déjà  été  conduit  par  l'analyse  ci- 
dessus,  ainsi  que  d'autres  propositions,  par  exemple  : 

Si  les  ti'ois  faces  d'un  Irièdre  touchent  la  surface  S 
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en  trois  points  situes  en  ligne  droite,  parmi  les  neuf 
points  où.  les  arêtes  du  trièdre  rencontrent  la  surface, 
il  en  est  trois  qui  sont  situés  sur  une  même  ligne  asjm- 
ptoti(/ue. 

Pour  achever  le  compte  rendu  de  la  partie  de  l'oeuvre 
de  Laguerre  qui  est  relative  à  la  Géométrie  analytique, 
il  nous  reste  à  parler  des  travaux  sur  les  normales  aux 
courbes  et  aux  surfaces  du  second  ordre. 

On  aperçoit  de  suite  comment  la  théorie  des  formes 
s'introduit  naturellement  dans  celte  étude.  En  général, 
trois  droites  passant  par  un  même  point  M  ne  sont  pas 
normales  à  une  conique  ayant  pour  axes  deux  droites 
données;  u  =  o  étant  l'équation  du  troisième  degré  qui 
détermine  les  directions  des  axes  et  celle  de  la  droite  qui 
joint  leur  intersection  au  point  M,  etu'=  o  étant  l'équa- 
tion qui  détermine  les  directions  des  trois  droites  issues 
du  point  M,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  ces  trois  droites  soient  normales  rà  la  conique  ayant 
pour  axes  les  deux  droites  données  est  A=:  o;  A  désigne 
l'invariant  des  formes  cubiques  u  et  u',  invariant  qui 
s'ofiVe  d'ailleurs  dans  beaucoup  d'autres  questions  de 
Géométrie,   notamment   dans  la    théorie  des   cubiques 


gauches. 


Après  avoir  retrouvé  par  une  voie  nouvelle  les  résul- 
tats si  élégants  de  Joachimstahl  sur  les  normales  aux 
coniques  et  aux  quadriques,  Laguerre  obtient  une  série 
de  propriétés  nouvelles  parmi  lesquelles  nous  citerons, 
d'abord  relativenient  aux  coniques,  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Si  l'on  joint  un  point  quelconf/ue  M  au  centre  d'une 
conique  et  si  l'on  mène  par  ce  point  des  parallèles  aux 
axes  de  cette  courbe,  les  trois  droites  ainsi  obtenues 
sont  telles   (fue   la  conpigure  harmonique  de  chacune 
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d'elles  relativement  aux  deux  autres  se  confond  avec 
sa  C07jjuguée  harmonique  relativement  aux  quatre  nor- 
males que  l'on  peut  mener  du  point  M  à  la  conique. 

U  étant  la  forme  du  quatrième  degré  qui,  égalée  à 
zéro,  détermine  les  directions  des  normales  menées  du 
point  M  à  une  conique,  ef  H  et  S  étant  le  hessien  et 
l'invariant  quadratique  de  cette  forme,  l'équation 

U  -f-  i  /l  H  =  o 


détermine  les  directions  des  droites  joignant  le  poi/it'M 
aux  cejitres  des  cercles  circonscrits  aux  quatre  trian- 
gles formés  par  les  pieds  des  quatre  normales  pris  trois 
à  trois. 

Puis,  sur  les  surfaces  du  second  ordre,  outre  la  géné- 
ralisation du  premier  des  deux  théorèmes  qui  précèdent, 
les  propositions  que  voici  : 

Le  centre  de  la  sphère  qui  contient  les  pieds  de 
quatre  des  normales  abaissées  d'un  point  M  sur  une 
quadrique  est  le  milieu  du  segment  qui  sépare  le  point  M 
du  point  dont  la  projection  sur  les  axes  de  la  quadrique 
sont  les  intersections  de  ces  axes  avec  le  plan  des  deux 
autres  normales . 

Les  pieds  des  six  normales  que  l'on  peut  abaisser 
d'un  point  M  sur  une  quadrique,  ainsi  que  le  point  M 
et  le  centre  O  de  la  surface,  appartiennent  à  une  même 
cubique  gauche;  et,  si,  par  le  point  O,  on  mène  un 
plan  parallèle  à  deux  quelconques  des  normales ,  ce 
plan  coupe  les  cubiques  en  deux  points  situés  sur  la 
sphère  qui  contient  les  pieds  des  quatre  autres  normales . 

Mentionnons  enfin  le  problème  suivant  qui  a  quatre 
solutions  et  que  Laguerre  résout  à  l'aide  de  la  règle  et 
du  compas  :  IJétermincr  toutes  les  coniques  qui.  passant 
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par  un  point,  donné,  sont  normales  à  quatre  droites 
concourantes. 

\. 

C'est  un  théorème  de  ]M.  Bertrand  qui  a  provoqué 
les  premièi'es  études  de  M.  Lagucrre  sur  la  Géométrie 
infinitésimale. 

jM.  Bertrand  avait  démontré  depuis  longtemps  que 
les  normales  principales  d'une  courbe  gauche  ne  peu- 
vent être  les  normales  principah's  d'une  autre  courbe,  à 
moins  qu'il  n'existe  une  relation  linéaire  entre  les  deux 
courbures  de  la  ligne  donnée.  Laguerre  a  fait  voir  que, 
si  une  surface  réglée  est  applicable  sur  un  hyperboloïde 
de  révolution,  sa  ligne  de  striction  est  une  des  courbes 
étudiées  par  M.  Bertrand,  et  que,  réciproquement,  on 
peut  toujours  considérer  une  telle  courbe  comme  la 
ligne  de  striction  d'une  surface  réglée  applicable  sur  un 
hyperboloïde  de  révolution. 

Nous  ne  pouvons  citer  tous  les  résultats,  souvent  viti- 
lisés  depuis,  dont  Laguerre  a  enrichi  cette  branche  des 
sciences  mathématiques.  Nous  devons  surtout  attirer 
l'attention  sur  l'introduction  en  Géométrie  infinitésimale 
d'un  élément  nouveau,  (jui  semble  appelé  à  jouer  un 
rôle  important  dans  la  Géométrie  des  lignes  tracées  sur 
les  surfaces,  si  l'on  en  juge  du  moins  par  l'heureux  parti 
que  l'auteur  en  a  tiré  pour  la  solution  de  plusieurs  pro- 
blèmes difficiles  : 

Que  l'on  imagine  en  chaque  point  d'une  courbe 
gauche  un  segment  normal  dont  la  longueur  et  la  direc- 
tion soient  fixées  chaque  fois  par  la  position  du  point 
pris  sur  la  courbe,  puis  que  l'on  projette  sur  ruie  corde 
infiniment  petite  les  segments  normaux  relatifs  à  ses 
extrémités;  la  somme  algébrique  co  de  ces  projections 
est  l'élément  dont  nous  voulojis  parler. 
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C'est  un  injîninwjil  petit.  (V ordre  impair,  en  général 
du  troisième  ordre  ;  sinon  il  est  du  cinquième  ou  du 
septième  ;  enfin,  il  ne  peut  être  supérieur  au  septième 
ordre  sans  être  absolument  nul,  et  alors  la  courbe  peut 
être  placée  sur  une  surface  du  second  ordre.  Ce  beau 
ihéorènie  permet  à  l'auteurde  définir  directement  et  indé- 
pendamment de  toute  surface  du  second  ordre  les  lignes 
qui  peuvent  être  placées  sur  une  telle  surface,  par 
exemple  les  cubiques  et  les  biquadratiques  gauches,  et 
ce  qui  est  plus  remarquable  encore,  les  lignes  géodé- 
siques.  Ces  lignes  sont  caractérisées  par  la  propriété 
suivante  :  Si,  en  deux  points  iNl  et  INI'  d'une  géodé- 
sique  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre,  on 
prend  sur  les  normales  principales  des  longueurs  JM^s 
et  M'iN'  proportionnelles  aux  racines  cubiques  des 
rayons  de  courbure  correspondants ,  les  projections  de 
ces  segments  sur  la  corde  INIM'  sont  égales.  De  là  résul- 
tent deux  équations  différentielles  qui  lient  1  arc,  la 
courbure  et  la  torsion;  Laguerre  écrit  explicitement 
l'une  d'elles,  qui  offre  cette  particularité  remarquable, 
de  pouvoir  être  intégrée  sans  qu'on  établisse  aucune  re- 
lation entre  la  torsion  et  la  courbure,  en  sorte  que  le 
carré  de  la  torsion  s'exprime  algébriquement  eu  fonction 
de  la  courbure  et  de  ses  deux  premières  dérivées. 

Il  convient  en  outre  de  signaler,  sur  les  lignes  géo- 
désiques  des  suifaces  du  second  oi'die,  une  curieuse 
extension  d'un  théorème  de  Maclaurin  relatif  à  l'ellipse. 
Si  l'on  nomme  axe  de  courbure,  en  un  point  d'une  telle 
géodésique,  la  droite  qui  a  respectivi;inent  pour  projec- 
tions sur  la  tangente,  la  binormale  et  la  noi'inale  prin- 
cipale, les  quantités 

I        i  I    fl-j 
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p  et  /•  désigiianl  It.'S  rayons  Je  courbuie  et  Je  torsion  au 
point  consiJëré,  Laguerre  montre  que  : 

i"  L' axe  de  courbure  en  un  point.  M  est  perpendi- 
culaire au  plan  diamétral  conjugué  de  la  tangente  en 
ce  point; 

2"  Si  le  point  JM  se  déplace  sur  la  géodésique,  tandis 
qu'un  autre  point  iM'  décrit  une  autre  géodésique  de 
la  même  surface,  le  ra.pport  de  la  projection  de  l'axe 
de  courbure  en  M  sur  la  tangente  en  Al',  à  la  projec- 
tion de  V axe  de  courbure  en  M'  sur  la  tangente  en  M, 
reste  constant^  il  est  d' ailleurs  égal  à  V unité,  si  les 
deux  lignes  géodésiques  touchent  une  même  ligne  de 
courbure. 

De  là  résulte  une  construction  facile  Je  l'axe  Je  cour- 
bure en  un  point  quelconque  J'une  ligne  géodésique 
J'une  surface  du  seconJ  orJre  et,  par  suite,  le  moyen 
J'obtenir   les   valeurs    en   ce    point     Jes    quantités    /■, 

do 
?^'ds- 

Mentionnons  encore,  au  sujet  des  surfaces  du  second 
ordre,  la  solution  graphique  que  Laguerre  a  donnée 
pour  la  détermination,  en  un  point  quelconque  M,  des 
axes  de  l'indicatrice  et  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux. La  7iormale  en  M  rencontre  les  plans  principaux 
de  la  surface  en  trois  points;  les  droites  (f)),  menées 
par  ces  points  pei'pendiculairement  aux  plans  princi- 
paux correspondants,  déterminent  un  hjperboloïde. 
On  peut  construire  deux  génératrices  de  cet  hyperbo- 
loïde  appartenant  au  système  (D)  et  perpendiculaires 
au  diamètre  passant  par  AI 5  ces  génératrices  lencon- 
trent  la  normale  en  AI  aux  deux  centres  de  courbuie 
principaux  relatifs  à  ce  point,  et  les  plans,  menés  par 
le  diami'tre  perpendiculaiiement  à  ces  deux  généra- 
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trices,  coupent  le  plan  tangent  en  iNl  suivant   les  axes 
de  l'indicatrice. 

Nous  devons  enfin  citer,  avant  de  clore  ce  para- 
graphe : 

1°  Une  Note  sur  la  détermination  des  lignes  géodé- 
siques  des  surfaces  dont  l'élément  linéaire  est  donné  par 

la  formule 

_  du-        dv- 

ces  lignes  sont  déterminées  par  la  relation 

rzzr   -i- — p:^-    =  COnSt., 

i  désignant  l'inclinaison  de  la  géodésique  sur  la  courbe 
i^  =  const. 

2°  Une  exposition  simple  et  lumineuse  des  formules 
fondamentales  de  la  théorie  des  surfaces,  telles  qu'elles 
résultent  des  travaux  de  MM.  O.  Bonnet  et  Codazzi.  La- 
guerre  a  déduit  de  ces  formules  certaines  propriétés  des 
systèmes  de  droites  normales  à  une  surface,  qui  méritent 
d'être  remarquées  : 

Si  des  rayons  émanant  d'une  surface  S  sont  nor- 
maux à  une  même  surface  et  si  chacun  d' eux  fait  un 
angle  constant  avec  la  surface  S,  la  projection  de  ce 
système  de  rayons  sur  S  est  un  système  de  lignes  géo- 
dèsiques  de  cette  surface. 

Etant  donnés  un  système  de  lignes  géodésiques  tra- 
C('es  sur  une  surface  et  leurs  trajectoires  orthogonales, 
si  par  chaque  point  M  de  l'une  de  ces  lignes  on  mène 
une  droite  située  dans  le  plan  de  la  tangente  à  cette 
ligne  en  M  et  de  la  normale  à  la  suif  ace,  l'angle  de 
cette  droite  avec  le  plan  tangent  étant  d'ailleurs 
constant   le  long  d'une  trajectoire  orthogonale  {mais 
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l)ouvant  varier  quand   on  passe   (Vune  trajectoire    à 
l'autre)^  toutes  ces  droites  sont  normales  à  une  même 
surface. 

Vi. 

Tout  tliéorènie  de  Géométrie  concernant  dos  seg- 
ments ou  des  angles  comporte  l'emploi  des  signes-, 
mais  CCS  théorèmes  se  distribuent  en  deux  genres  liien 
distincts. 

Dans  les  uns,  le  sens  positif  que  l'on  doit  attribuer  à 
chacune  des  droites  de  la  figure  est  arbitraire,  et  les 
énoncés,  s'ils  sont  corrects,  doivent  se  vérifier  de 
quelque  manière  qu'on  fasse  cette  attribution. 

Dans  les  autres,  le  sens  positif  n'est  arbitraire  que 
poiu"  certaines  droites  de  la  figure  ^  et  le  sens  positif  des 
autres  droites  est  déterminé  par  le  théorème  lui-même 
dont  il  est  un  élément  essentiel.  Ce  sont  les  propositions 
de  ce  dernier  genre  qui  constituent  ce  qne  Laguerre  ap- 
pelait la  Géométrie  de  direction. 

Laguerre  donne  le  nom  de  semi-droite  à  une  droite 
décrite  dans  un  sens  donné  5  une  droite,  pouvant  être 
parcourue  en  deux  sens  différents,  détermine  donc  deux 
semi-droites  opposées.  De  môme,  un  cercle  décrit  dans 
un  sens  indiqué  reçoit  le  nom  de  cycle,  et  un  même 
cercle  détermine  deux  cycles  opposés.  En  outre,  une 
semi-droite  et  un  cycle  sont  dits  tangents,  si  la  droite 
elle  cercle  correspondants  se  touchent,  et  si,  de  plus, 
sur  l'élément  commun,  le  sens  est  le  même  pour  la 
droite  et  pour  le  cercle  ;  si  les  sens  sont  inverses,  on  dit 
que  la  semi-droite  est  une  tangente  apparente  du  c^'cle. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  qu'o/i  ne  peut  mener 
à  un  cycle  donné  (jaune  tangente  parallèle  à  une 
semi-di'oile  donnée  et  que  deux  cycles  donnés  n'ont 
(pie  deux  tangentes  couimunes  et,   par  suite,  (pi  un  seul 
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centre  de  similitude.  D'ailleurs,  les  trois  centres  de  si- 
militude de  trois  cycles  considérés  deux  n  deux  sont  sur 
une  même  droite  qui  est  Vaxe  de  similitude  de  ces  trois 
cycles. 

On  nomme  distance  tangentielle  de  deux  cycles  la 
distance  comprise,  sur  l'une  des  deux  tangentes  com- 
munes, entre  les  deux  points  de  contact;  elle  n'est  dé- 
terminée qu'en  valeur  absolue. 

Le  rayon  d'un  cycle  sera  considéré  comme  positif  si 
le  cycle  est  décrit  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre 
et  comme  négatif  dans  le  cas  contraire.  Par  suite,  Tétant 
la  distance  tangentielle  de  deux  cycles,  R  et  R'  leurs 
l'ayons  et  D  la  distance  des  centres,  on  a  la  relation 

T2=  D2-(R  — R'/^ 
qui  se  réduit  à 

T2  =  —  4  R2 

pour  deux  cycles  opposés. 

Le  cycle  qui  a  pour  centre  un  point  donné  et  qui 
touche  une  semi-droite  donnée  est  Lien  déterminé;  la 
distance  du  point  à  la  semi-droite  est  le  rayon  du  cercle; 
elle  est  donc  déterminée  en  grandeur  et  en  signe. 

Un  point  doit  être  considéré  comme  un  cycle  inlini- 
ment  petit  et  toutes  les  semi-droites  passant  par  ce  point 
comme  des  tangentes  à  ce  cycle. 

Etant  données  deux  semi-droites,  le  lieu  des  centres 
des  cycles  qui  leur  sont  tangents  est  une  droite  qu'on 
nommera  la  bissectrice  des  deux  semi-droiles.  Par 
suite,  le  cycle  astreint  à  toucher  trois  semi-droites  don- 
nées est  unique,  et  son  centre  est  à  la  rencontre  des 
trois  bissectrices  des  semi-droites  prises   deux  à  deux. 

11  importe  d'observer  que  les  cycles  qui  touchent  deux 
semi-droites  opposées  sont  les  divers  points  de  la  droite 
cpi'elles   déterminent.  On  le  voit  en  sup])osant  crue;,  le 


(  M'->^  ) 

point  d'iatersectioii  des  deux  semi-droites  restant  fixe, 
l'angle  de  ces  semi-droites  décroisse  indéfiniment  de 
façon  que  les  deux  semi-droites  viennent  se  confondre 
avec  leurs  bissectrices;  à  la  limite,  les  cycles  inscrits  se 
réduisent  à  des  points,  tandis  que  les  deux  semi-droites 
deviennent  des  semi-droites  opposées. 

Ces  définitions  étant  établies,  voici  en  quoi  consiste 
la  méthode  de  transformation  par  semi-droites  réci- 
proques qui  constitue,  sans  contredit,  l'une  des  plus 
ingénieuses  créations  de  Laguerre. 

Considérons  une  droite  fixe  Q  et  un  cycle  K  situés 
dans  un  même  plan^  soit  P  un  point  choisi  arbitraire- 
ment sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  du 
cycle   sur  la   droite   Q;   à  chaque    semi-droite  MN   du 


plan,  ou  peut  faire  correspondre  une  autre  semi-droite 
de  la  façon  suivante.  Menons  au  cycle  K  la  tangente  AB 
parallèle  à  jMN,  joignons  le  point  de  contact  A  au 
point  P  ;  puis,  au  point  A'  où  la  dioite  AP  coupe  le  cycle, 
menons  la  tangente  A'B'5  la  semi-droite  MN'  menée  pa- 
rallèlement à  A'B'  par  le  point  M  où  MN  rencontre  ù 
sera  la  semi-droite  correspondant  à  MN.  Il  est  évident, 
d'après  les  constructions  indiquées,  que  MN  correspond 
léciproquement  à  MN'^  on  dit,  d'après  cela,  que  ces 
semi-droites  sont  réciproques. 

On  démontre  aisément  que  deux  couples  quelconques 
de  semi-droites  récipioqucs  sont  tangentes  à  un  même 
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cycle.  La  transformation  se  trouve  caractérisée  parccîtle 
propriété  et  par  celle  qui  est  contenue  dans  la  défînitiou 
même  et  qui  consiste  en  ce  que  deux  semi-droites  ré- 
ciproques se  croisent  sur  V axe  £l  de  transformation. 

Il  est  clair  que  la  transformation  est  déiinie  quand  on 
se  donne  l'axe  Q  de  transformation  et  deux  semi-droites 
réciproques  D  et  D';  pour  obtenir  la  semi-droite  A'  réci- 
proque d'une  semi-droite  quelconque  A,  il  suKira  de 
construire  le  cycle  tangent  à  D,  IJ'  et  A;  la  seconde  tan- 
gente menée  au  cycle  par  le  point  M  où  A  coupe  l'axe  ù 
sera  la  semi-droite  demandée  A'. 

Si  l'on  considère  une  courbe  C  comme  l'enveloppe 
d'une  semi-droite  moiiilc  A,  la  réciproque  A'  de  A  enve- 
loppera une  courbe  C  qu'on  noniuic  la  transformée  de 
la  courbe  C. 

On  démontre  : 

j"  Que  des  semi-droites  parallèles  ont  pour  récipro- 
ques des  semi-droites  parallèles  et  qu'il  y  a  deux  séries 
de  semi-droites  parallèles  qui  se  transforment  en  elles- 
mêmes  ; 

2"  Que,  si  une  semi-droite  touche  deux  courbes  en 
deux  points  P  et  Q  et  si  la  semi-droite  réciproqiie  A' 
touche  la  transformée  aux  points  P'  et  Q',  les  deux  lon- 
gueurs PQ  et  P'Q'  sont  égales. 

3°  Qu'un  cycle  K  a  pour  transformé  un  cycle  K'  ; 
l'axe  radical  de  R  et  K'  est  l'axe  de  transformation  ;  leurs 
tangentes  communes  sont  parallèles  à  deux  directions 
lixes  (directions  des  semi-droites  qui  se  transforment  en 
elles-mêmes)  5  la  distance  tangentielle  de  deux  cycles 
(;st  d'ailleurs  égale  à  la  distance  tangentielle  des  deux 
cycles  correspondants. 

Désignons  par  R  et  R'  les  rayons  des  deux  cycles  et 
par  D  et  ly  les  distances  de  leurs  centres  à  l'axe  îî  -,  Pi  et 
IV  sont  donnés  en  grandeur  et  en  signe,  et  il   (.11  l'st  de 
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même  de  D  eL  D',  Taxe;  de  Iransloi'matioii  étant  ici  con- 
sidéré comme  une  semi-droite  dont  on  fixe  lésons  arbi- 
trairement. Les  rapports 

D  — D'       D^-D' 

K  — K''  imv 

ont  une  même  valeur  constante  qu'on  nomme  viodule 
de  la  transformation.  Une  transformation  étant  définie 
par  son  axe  et  son  module,  il  existe  une  infinité  de 
cycles  qui  se  transforment  en  simples  points;  leur  pro- 
priété caractéristique  consiste  dans  la  proportionnalité 
de  leur  rayon  11  à  la  distance  D  de  leur  centre  à  l'axe. 
On  peut  transformer  en  trois  points  trois  cycles  qui  ne 
sont  pas  rencontrés  parleur  axe  de  similitude. 

Tels  sont  les  principes  fort  simples  qui  servent  de 
Jbndement  à  la  transformation  par  semi-droites  réci- 
proques. 

Cette  transformation  peut  servir,  comme  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques,  soit  à  simplifier 
la  solution  de  certains  problèmes,  soit  à  généraliser  cer- 
taines propriétés  géométriques. 

Si  l'on  propose,  par  exemple,  de  construire  un  cj  clf. 
tangent  à  trois  cycles  dontiés,  on  transformera  ces  cycles 
en  trois  points  en  prenant  pour  axe  de  transformation 
l'axe  de  simditude.  Le  cercle  passant  par  ces  points  dé- 
terminera deux  cycles  opposés  dont  les  réciproques  sont 
les  solutions  du  problème.  D'ailleurs,  comme  deux 
cycles  opposés  rencontrent  l'axe  de  transformation  aux 
mêmes  points,  il  en  est  de  même  de  leurs  réciproques, 
d'où  l'on  voit  que  la  question  proposée  a  deux  solu- 
tions. 

Le  problème  de  mener  un  cercle  tangent  à  trois  cer- 
cles donnés  se  ramène  immédialement  au  précédent  en 
attribuant    un    sens    à    cliatuu'   cercle    de  manière    à    le 
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lraiisfornii;r  eu  cycle-,  cette  attribution  pouvaut  se  faire 
de  quatre   manières  di(Vérentes,   ou  voit  qu'il  y  a  huit 
solutions. 

Observons  encore  qu'on  peut  souvent  avec  avantage 
employer  simultanément  la  transformation  par  semi- 
droites  réciproques  et  la  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques.  Par  cette  double  transformation,  on 
peut  transformer  ciuq  cycles  en  deux  semi-droites  et  trois 
points. 

C'est  dans  la  géométrie  de  la  sphère  que  Laguerre 
a  puisé  l'idée  de  sa  théorie  des  cycles;  voici  comment  : 

Lorsqu'un  point  M  se  déplace  sur  une  sphère,  le  grand 
cercle  dont  ce  point  est  le  pôle  enveloppe  une  courbe 
sphérique  C  corrélative  de  la  courbe  C  décrite  par  le 
poiut  M.  Mais,  si  à  un  pôle  M  répond  un  grand  cercle 
polaire  unique,  à  un  grand  cercle  correspondent  deux 
pôles,  en  sorte  que  la  théorie  des  courbes  sphériques 
ainsi  présentée  oHVe  quelque  chose  de  défectueux.  C'est 
pour  faire  disparaître  cette  imperfection  que  Laguerre  a 
imaginé  de  faire  correspondre  à  un  point  M,  non  plus  le 
grand  cercle  polaire,  mais  ce  cercle  parcouru  dans  un 
sens  déterminé  pour  un  spectateur  placé  sur  la  sphère 
et  ayant  ses  pieds  en  M;  en  appelant  grcuid  cycle  le 
cercle  ainsi  défini  de  position  et  de  diiectiou,  on  voit 
qu'à  un  point  de  la  sphère  répond  un  grand  cycle  po- 
laire bien  déterminé,  et,  réciproquement,  qu'à  un  grand 
cycle  correspond  un  pôle  unique.  De  cette  manière,  la 
corrélative  d'une  cour])e  algéJ)rique  décrite  par  un  point 
mobile  sur  la  sj)lière  est  l'enveloppe  de  grands  cycles  et, 
[)ar  suite,  une  courbe  de  direction,  c'est-à-dire  une 
courbe  telle  qu'en  chaque  point  sa  tangente  sj)hérique 
(arc  de  grand  cercle)  ait  non  seulement  sa  position, 
mais  encore  sa  direction  déterminées.  Ces  notions  s'im- 
posent évidemment  quand  on  v(.'ut  approfondir  la  géo- 
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inctric  de  la  splièrc.  Si  maintenant  on  suppose  que,  \c 
rayon  de  la  sphère  croissant  au  del.à  de  toute  limite,  la 
sphère  dégénère  en  un  plan,  les  grands  cycles  devien- 
dront des  semi-droites,  et  l'on  voit  nièiiie  ainsi  com- 
ment Laguerre  a  été  conduit  à  considérer  les  courbes 
planes  de  la  quatrième  classe,  auxquelles  il  a  donné  le 
nom  iS'h^per cycles.  Ces  courbes  ne  pouvaient  sans 
doute  lui  échapper,  puisqu'elles  sont  les  transformées 
par  semi-droites  réciproques  de  la  parabole  et  qu'il  était 
naturel  d'appliquer  le  mode  de  transformation  à  cette 
ligne,  la  plus  simple  après  le  cercle.  Mais,  par  le  fait, 
c'est  en  étudiant  les  courbes  de  direction  coriélatives 
des  cassiniennes  sphériques  dont  nous  avons  parlé  au 
§  III,  puis  en  faisant  dégénérer  la  sphère  en  un  plan, 
que  Laguerre  a  obtenu  les  premières  propriétés  des  hy- 
percycles. 

Nous  ne  voudrions  pas  être  trop  longs,  mais  qtielcjues 
indications  sont  encore  nécessaires  pour  montrer  l'ex- 
tension que  Laguerre  a  su  donner  à  cette  théorie. 

Le  c^^cle  et  l'hypercycle  sont  des  courbes  de  direction, 
mais  il  n'en  est  pas  ainsi  d'une  courbe  algébrique  quel- 
conque. Pour  cju'on  puisse  transformer  une  courbe 
algébrique  C  de  classe  n  en  une  courbe  de  direction  C,,- 
eii  la  supposant  décrite  da]is  un  c(;rtain  sens,  il  faut  que, 
parmi  les  iii  tangentes  communes  à  la  courbe  C  et  à  un 
cycle  quelconque  K,  il  y  en  ait  seulement  ii  qui  soient 
des  tangentes  effectives  à  Co,  les  ii  autres  étant  des  tan- 
gentes apparentes.  L'équation  qui  détermine  les  tan- 
gentes communes  à  K  et  à  C  doit  donc,  par  l'extraction 
d'une  racine  carrée,  se  ramener  à  la  résolution  de  deux 
équations  de  degré  //,  et  comme,  en  coordonnées  rectan- 
gulaires, l'équation  tangentielle  d'un  cercle  quelconque 
i;&t 

«2  _j_.  4-2  _   (  -^  ,,  _|_   ^  p  _,_  ^  -^2^ 
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il  en  résulte  que  Véc/uation  tangentielle  la  plus  géné- 
rale  d'une  courbe  de  direction  est  de  la  forme 

F  et  ^  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  u  et 
de  u.  Daus  tout  autre  cas,  et  tel  est  celui  d'une  conique 
quelconque  différente  du  cercle,  pour  transformer  une 
courbe  algébrique  C  en  une  courbe  de  direction,  il  faut 
la  considérer  comme  double,  c'est-à-dire  comme  résul- 
tant de  la  superposition  de  deux  courbes  opposées  qui 
sont  l'enveloppe  d'un  cycle  de  rayon  infiniment  petit 
dont  le  centre  décrit  la  ligne  C. 

Les  cycles,  qui,  ayant  leurs  centres  sur  une  courbe 
algébrique,  touchent  une  même  semi-droite,  enveloppent 
évidemment  une  courbe  de  direction  qui  est  une  anti- 
caustique de  la  ligne  primitive,  les  rayons  incidents 
étant  perpendiculaires  à  la  semi-droite  considérée.  Ainsi 
toute  anlicaustique  d'une  courbe  algébrique  est  une 
courbe  de  direction,  et,  réciproquement,  une  courbe  de 
direction  quelconque  est  une  anticaustique  d'une  infi- 
nité de  lignes  algébriques  qu'on  peut  déterminer. 

Les  courbes  parallèles  à  une  courbe  de  direction  sont 
également  des  courbes  de  direction,  et  il  en  est  de  même 
de  l'enveloppe  de  leurs  normales. 

Outre  de  nombreuses  propriétés  des  systèmes  de  cycles 
et  les  consé([uences  intéressantes  qui  en  résultent  rela- 
tivement aux  coniques,  Laguerre  a  donné  une  théorie 
complète  des  hypercycles  et  en  particulier  de  l'hyper- 
cycle  cubique.  Tandis  qu'un  hypercycle  quelconque 
peut  être  défini  comme  une  courbe  de  la  quatrième 
classe  et  du  sixième  ordre,  passant  par  les  ombilics  du 
plan  et  ayant  trois  tangentes  doubles  dont  l'une  est  la 
droite  de  l'infini,  ou  encoie  comuie  une  anlicaustique 
par  réfraction  de  la  [)arabole,  les  rayons  incidents  étant 
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parallèles,  1  liypercycle  cubique  peut  être  défini  coinine 
une  courbe  de  troisième  classe,  passant  par  les  ombilics, 
touchant  la  droite  de  l'infini  et  ayant  une  tangente 
double  apparente,  ou  encore  comme  une  anticaustique 
par  réflexion  de  la  parabole,  les  ravons  incidents  étant 
parallèles;  c'est  la  courbe  de  direction  la  plus  générale 
de  la  troisième  classe,  et,  par  suite,  la  première  à  étu- 
dier après  les  cycles,  qui  constituent  cà  eux  seuls  les 
courbes  de  direction  de  la  seconde  classe.  Laguerre  a 
résolu,  l'elativenient  à  l'iiypercycle  cubique,  les  divers 
problèmes  qui  n'exigent  c|ue  l'emploi  de  la  règle  et  du 
compas  et  a  indiqué  un  grand  nombre  de  propriétés, 
parmi  lesquelles  il  faut  surtout  signaler  une  relation 
remarquable  entre  six  tangentes  quelconques. 

Toutes  les  notions  qui  précèdent  peuvent  d'ailleurs 
être  étendues  à  l'espace,  notamment  la  méthode  de 
transformation  qui  est  alors  une  transformai  ion  ])ar 
semi-plans  réciprof/ues  et  d'où  Laguerre  a  déduit,  entre 
autres  applications,  les  beaux  théorèmes  de  M.  Darboux 
sur  les  anticaustiques  des  suiTaces  du  second  ordre. 

VU. 

Passons  maintenant  aux  travaux  d'Analyse  pure. 

Les  premières  recherches  analytiques  de  Laguerre  ont 
pour  objet  des  méthodes  d'approximation  pour  des  fonc- 
tions spéciales.  Elles  trouvent  leur  point  de  départ  dans 
certains  iMémoires  de  Lagrange  ou  de  Jacobi  et  dans 
divers  travaux  de  M.  Hermite,  pour  lequel  Laguerre 
(professait  une  si  légitime  admiration. 

Lagrange  s'était  occupé  de  la  réduction  en  fraction 
continue  d'une  fonction  définie  par  une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  à  coefficients  rationnels. 
Laguerre,  considérant  le  cas  particulièrement  important 
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où  l'équation  est  linéaire,  a  résolu  la  question  dune 
manière  bien  plus  complète  en  signalant  et  utilisant  les 
liens  étroits  qui  rattachent  cette  recherche  à  la  théorie 
des  équations  dillérentiellcs  linéaires  du  second  ordre 
admettant  pour  intégrales  des  polynôuies  algébriques. 
Soit  une  fonction  z  développable  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x  et  satisfaisant  à  l'équation  diiîéren- 
tielle 

oùU,  V,  W  désignent  des  polynômes    entiers.  La  ré- 
duite de  rancT  /z  +  i  étant 


Laguerre  montre  d'abord  que  f,t  satisfait  à  une  é(|uation 
différentielle  linéaire  du  second  ordre  dont 


r/w"%„. 
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est  une  deuxième  solution;  il  ramène  ainsi  la  question 
h  former  cette  équation  du  second  ordre  et  à  déterminer 
les  polynômes  du  premier  degré  0,i  qui  figurent  dans  la 
formule  de  récurrence 

f.-i-l  —  Q,if„-hfn-l  =  O. 

A  cet  effet,   il   introduit  des  polynômes   auxiliaires, 
dont  les  uns  ©«  sont  du  degré  de  l'expression 

V  _  \V 

et  les  autres  ù,i  d'un  degré  supérieur  d'une  unité.  Ces 
polynônaes  satisfont  à  quatre  identités,  d'où  l'on  déduit 
immédiatement  et  sans  calcul  les  polynômes  (^n  et 
l'équation  différentielle,  dans  le  cas  où  0«  est  de  degré 
zéro.  Lorsque  (-)„  est  d'un  degré  plus  élevé,  les  identités 
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dont  nous  venons  de  parler  permettent  de  déduire  B,,„| 
et  Qn-i  tle  B„  et  Q„,  et  par  suite,  de  calculer  par  récur- 
rence les  polynômes  Q«,   ainsi  que  les  numérateurs  et 
les  dénominateurs  des  réduites. 

Laguerre  a  appliqué  cette  théorie  à  diverses  fonctions, 
et  notamment  aux  fonctions 


/,_,ry«  /'°°e-^ 

\  I  -H  ./■  /      '       .  '  ,        r 


dx. 


On  sait  que  Laj)lace  a  donné,  dans  la  Mécanique,  cé- 
leste, le  développement  en  fraction  continue  de  l'inté- 
grale 

/      e-»°  dx  ; 

sa  démonstration,  reposant  sur  l'emploi  d'une  série 
divergente,  est  absolument  inadmissible,  bien  que  les 
résultats  soient  exacts,  comme  l'a  fait  voir  Jacobi  en  dé- 
monlraTit  ces  résultats  directement.  Laguerre  fait  obser- 
ver que  la  méthode  qu'il  a  appliquée  à  l'intégrale 


r? 


dx 


subsiste  entièrement  pour  l'intégrale  de  Laplace;  ajou- 
tons que  sa  méthode  a  l'avantage  de  montrer  avec  net- 
teté comment,  en  partant  d'une  série  divergente,  on 
peut  arriver  néanmoins  à  une  fraction  continue  don- 
nant la  valeur  de  la  fonction  à  représenter. 

Le  développement  d'une  fonction  suivant  les  puis- 
sances croissantes  d'un  polynôme  avait  déjà  fixé  l'atten- 
tion de  Jacobi,  mais  seulement  au  point  de  vue  de  la 
détermination  dL'S  coefiîcients.  Laguerre  a  montré  com- 
ment on  pouvait  rattacher  cette  théorie  difiicile  à  celle 
])eaucoup  plus  aisée  de  l'approximation  par  les  fractions 
rationnelles.   11  a   traité,  en   paiticulier,   deux   cas  fort 


(  >5i  ) 
intéressants  :  celui  de  e~  suivant  les  puissances  cVun  po- 
lynôuie  F  (s),  et  celui  de /(x  +  fi;),  ^  désignant  une 
fonction  quelconque,  suivant  les  puissances  de  x{x  —  i). 
Dans  le  premier  cas,  il  est  conduit  à  une  équation  dillé- 
rentielle  linéaire  d'ordre  n  qu'il  intègre  complèlemenl, 
en  employant  l'équation  adjointe  de  Lagrange.  L'étude 
du  second  le  conduit  à  une  élégante  formule  d'inter[)o]a- 
tion,  trouvée  antérieurement  et  de  tout  autre  façon  par 
M.  Henni  te. 

Voici  encore,  dans  le  même  ordre  d'idées,  un  résultai 
très  important.  Après  avoir  démontré  géométriquement 
ce  théorème  de  iM.  Hermite  :  «  Si,  pour  toutes  les  ra- 
cines de  V équation 

¥{x)  -H  i(l^{x)  =  o, 

le  coejfîcient  de  i  a  le  même  signe^  V équation 

p  ¥{x)  -4-  q^{x)=  o, 

OÙ  p  et  q  désignent  deux  nombies  réels  arbitraires,  a 
toutes  ses  racines  réelles  «^  Laguerre  établit  la  proposi- 
tion suivante  : 

F(x)  désignant  un  polynôme  de  degré  /^u.,  telle- 
ment choisi  que  les  fractions 

¥{x)  '       F(-r  )  '         '  '  '       V(x) 
approchent  le  plus  des  transcendantes 

f>a,,x        f>a,a  pa,,x 

le  polynôme  F  (x)  est  entièrement  caractérisé  par  cette 
propriété  que,  dans  le  développement  de  Y[x)e"-^ 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x^  le  coefficient  de 

_;p[X.(n-l}    est 

zV-iz  —  ai)l'-(z  —  a.yj-. .  .(-  —  «„)i^. 
L'expression  de  F  (jr)  résulte  de  là  fort  aisément. 


(filons  enfin,  pour  ne  vien  onietli'(;  d'essentiel  ; 
i"  Une  étude  sur  le  développement  de  l'intégrale 


f 


qui   eonduit    aux   polynômes    {],/,    rencontrés  déjà   par 

.r- 

M.  Hermite  à  propos  des  dérivées  suecessives  de  e  ^  ; 

2"  Une  démonstration,  par  la  tliéoiie  des  fractions 
continues  algéiniques,  du  théorème  londaniental  de  la 
théorie  des  fonctions  symétriques  des  racines  d'une 
équation,  théorème  qui,  donné  d'abord  par  Cauchj, 
avait  été  démontré  par  Borehardt  au  moytîn  de  la  théorie 
des  fonctions  ultra-elliptiques. 

!^"  Une  Note  sur  la  partition  des  nombres,  qui  se 
rattache  à  la  décomposition  en  Iractions  simples  de  la 
fraction  rationnelle 


(1  — ^«)(i  — ^^)...(i  — ^0 

r/.,  Z»,   .  .  .,  /  étant  les  coefficients  entiers  de  l'c'ciuation 

a.r  -h  by  -t-  .  .  . -i-  /«  =  N, 

dont  il  s'agit  de  Ivoiivev  approximalive/twiit  le  nombie 
T(N)  des  solutions  entières  et  positives.  En  appliquant 
sa  théorie  générale  aux  cas  simples 

ax  -h  by  =:  N         cl         a.r  -h  hy  -t-  r  ;  =  A, 

l^aguerre  obtient  les  formules 

N 
T(N)=  -j, 
au 

T  f  N  )  =.  —V  (  N'  +  «  -\~b^c), 
■xaix- 

donl  la  première  est  bien  connue  et  atti-ibnéc  à  Paoli. 
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VIIL 

Les  travaux  de  Lagucrrc  sur  la  résolution  des  équa- 
tions numériques  forment  par  leur  ensemble  la  partie  la 
plus  considérable  de  son  œuvre,  et  peut-être  celle  à 
laquelle  il  attachait  le  plus  de  prix.  Il  se  proposait, 
avant  que  la  mort  vînt  le  surprendre,  de  coordonner 
ces  i^eclierclies  et  de  les  réunir  en  un  Volume  qui  en 
eût  renfermé  l'exposition  complète.  Ce  Volume,  dont 
seulement  les  premiers  Chapitres  ont  été  rédigés  et  pu- 
bliés dans  le  Journal  de  Mathèniatiqaes  pures  et  ap- 
pliquées, eût  été  divisé  en  trois  Sections  ayant  trait  res- 
pectivement à  la  généralisation  et  aux  applications  du 
théorème  de  Descartes,  aux  méthodes  d'approximation 
pour  le  calcul  des  racines,  enfin  à  la  recherche  des 
racines  imaginaires.  C'est  cet  ordre  même  que  nous 
allons  suivre  ici. 

La  première  Partie  est  la  plus  complète,  et  Laguerre 
semble  avoir  dit  son  dernier  mot  sur  ce  sujet. 

Le  théoi'ème  de  Descartes  consiste  dans  la  proposition 
suivante  : 

F(jc)  désignant  un  polynôme  ordomié  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x,  le  nombre  des  racines 
positives  de  l'équation  F(a:)=  o  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  ^variations  du  polynôme  F  (jc) . 

Laguerre  observe  que,  la  proposition  étant  évidente 
lorsque  les  termes  du  polynôme  ont  tous  le  même  signe, 
il  suffit  de  prouver  que  le  théorème,  étant  admis  dans  le 
cas  où  F  (x)  compte  }n  —  i  variations,  subsiste  lorsque 
F(x)  a  une  variation  de  plus.  A  cet  eliet,  il  applique  le 
principe  de  Rolle  à  l'équation 

x~(iF(a;)  —  o. 
Ami.  de  Mathémal.,  o"  séiio.  t.  VI.  (Mars  18S7.  ;  '' 
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dans  laquelle  a  est  un  nombre  arbitraire  et  dont  les 
racines  positives  sont  d'ailleurs  les  mêmes  que  celles  de 

(i)  F(:r)  =  o. 

Il  en  conclut  que  le  nombre  des  racines  positives  de 
cette  équation  (i)  est  au  plus  supérieur  d'une  unité  à 
ctdui  des  racines  positives  de  l'équation 

(2)  x¥'(x)  —  «  F(a")  =  o. 

Or  ou  voit  aisément,  en  mettant  en  évidence  la  composi- 
tion des  polynômes  F (x)  et  F'(x)^  que  le  premier 
membre  de  l'équation  (2)  oll're,  comme  F(x),  tft —  i 
variations-,  Féquation  (:>.)  a  donc  au  plus  m —  i  racines 
positives,  et,  par  suiti',  l'équalion  proposée  (1)  en  ren- 
ferme un  nombre  au  plus  égal  à  /«. 

Nous  avons  indiqué  cette  démonstration,  non  seule- 
ment à  cause  de  sa  simplicité,  mais  surtout  parce  qu'on 
y  trouve  l'origine  de  l'extrême  généralisation  que  La- 
guerre  est  parvenu  à  donner  au  théorème  de  Descartes, 
îiien  dans  celle  démonstration,  et  c'est  là  le  point  dé- 
cisif, ne  suppose  que  F  (x)  soit  un  polynôme  entier;  les 
exposants  pourraient  être  fractionnaires  ou  incommen- 
surables; F(x)  peut  même  être  une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  décroissantes  ou  croissantes  de  x. 
Le  théorème  de  Descartes  prend  dès  lors  une  extension 
considérable,  et  Laguerre  l'énonce  comme  il  suit  : 

W  étant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
ejiticres,  fractionnaires  ou  inconimensurah les  de  x^  le 
nombre  des  valeurs  positives  de  x^  pour  lesquelles  la 
série  W  est  convergente  et  a  pour  ^valeur  zéro,  est  au 
plus  égal  au  Jionibre  des  variations  que  présente  la 
suite  des  divers  termes  de  la  série. 

De  là  découlent  un  grand  nombre  de  règles  simples 
et  nouvelles  poui-  certains  types  d'écpialions  remarqua- 
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blés,  telles  que 

A  B  L 


et 


X  —  a        X  —  b       ■■'       X  —  L 

,0 


=  o 


'-  a 

L 


=  o. 


OÙ  ^{z)  désigne  une  fonetion  qui  peut  être  discontinue. 
Nous  citerons  encore  les  deux  tliéorèmes  suivants  : 

F  [x)  désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  et  ayant  tous  ses  coe^cients 
positifs  ounuls,  aj,  ao,  . . .,  a^  désignant,  d'autre  part, 
des  quantités  positives  rangées  par  ordre  décrois- 
sant de  grandeur,  le  nombre  des  racines  positives  de 
V  équation 

AiF(aia7)  -T-  A2F(a2a:)  -(-.  . .  — A„F(a„a7)=  o. 

c  est-à-dire  le  nombre  des  valeurs  positives  de  x,  pour 
lesquelles  le  premier  membre  converge  vers  zéro,  est 
au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  suite 

A],     A2,     . . . ,     A„. 

Etant  donnés  un  poljnôme  entier  f  (^x)  et  un  nombre 
positif  quelconque  a,  on  peut  toujours  déterminer  un 
nombre  entier  p,  tel  que  V équation 

(l  -i-  (XX)l'  f{x)  ■=  o 

présente  autant  de  variations  que  l'équation  f[x)=  o 
a  de  racines  positives. 

Cette  seconde  proposition  a  été  généralisée  depuis 
par  M.  Poincaré. 

Mais  Lagucrre    ne    s'est  pas   arrêté  là.   11   a  étendu 
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d'abord  la  règle  des  signes  de  Descartes  au  cas  où  le 
premier  membre  de  l'équation  est  exprimé  linéairement 
au  moyeu  des  polynômes  de  Legendre,  et  plus  générale- 
ment au  moyen  de  polynômes  entiers  satisfaisant  à  cer- 
taines équations  difïéreniielles  linéaires  du  second  ordre; 
puis,  poursuivant  encore  le  cours  de  ses  reclierclies,  il 
a  étudié  les  équations  dont  le  premier  membre  est  une 
fonction  entière  de  x,  en  introduisant,  d'après  ^^  eier- 
strass,  la  notion  du  genre  d'une  fonction.  La  plupart  des 
propositions  relatives  aux  équations  dont  le  premier 
membre  est  un  polynôme  entier  ne  s'appliquent  plus 
alors  que  sous  de  nombreuses  réserves.  Tel  est,  par 
exemple,  le  théorème  des  lacunes 5  après  avoir  cité  des 
exemples  où  cette  proposition  est  en  défaut,  Laguerre  a 
montré  que  le  tliéorème  subsiste  dans  le  cas  où  les  élé- 
ments simples  du  premier  membre  de  l'équation  sont 
des  fonctions  du  genre  zéro  ou  du  genre  i ,  ou  des  expo- 
nentielles de  la  forme  e'"'"'^''''"^'^,  «,  è,  c  désignant  des 
nombres  réels  quelconques  dont  le  premier  est  essen- 
tiellement négatif.  Dans  ce  même  ordre  d'idées,  il  a  fait 
voir  encore  que  : 

Si  la  fonction  entière  du  genre  /z,  F(jc),  ne  s'annule 
que  pour  un  nombre  limité  de  l'aleurs  imaginaires^ 
toutes  les  dérivées  de¥  [x)  sont  du  genre  n. 

Enfin,  il  a  réussi  à  démontrer  que  la  transcendante 
de  Bcssel  est  du  genre  zéro,  proposition  que  Fourier 
avait  trouvée  jadis,  mais  par  des  raisonnements  juste- 
ment contestés  par  Poisson  et  Cauchy. 

Passons  maintenant  à  la  deuxième  Partie,  c'est- 
à-dire  aux.  questions  relatives  à  lapproxiniation  des 
racines  des  équations  algébriques  ou  transcendantes. 

La  méthode  de  Newton  pour  déterminer  une  limite 
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supérieure  des  i-acines  positives  d'une  équation 

(i)      /(>)=  Aor'«  -^A,.r'"->-^...^A,„_ix^A,„=  o 

consiste  à  trouver  une  quantité  «qui  rende  positives  la 
fonclion/(x)  et  ses  dérivées  successives.  Mais  le  calcul 
des  valeurs  numériques  de  la  suite 

(2)  f{x\      f\x),        ...,      /("''(^T) 

est  pénible,  d'autant  plus  que  la  connaissance  des  va- 
leurs de  plusieurs  termes  de  cette  suite  ne  facilite  en 
rien  le  calcul  des  suivants.  Laguerre  montre  qu'on  peut 
atteindre  le  même  but  à  l'aide  des  fonctions 

ifn(x)=  Ao, 
/,n-i(x}=  Aoa;  -^  A,, 
/,„_,  (\r  ;  =  A(,  a;-2 -f- A 1  a- -^  A 2 , 


fi(x)=  Xo^'"-^-^  Aix"'-'-  —  . .  .-^  X,n-i, 
\  /  (  ^  )  =  Ao  x,n  -^  Al  x'"-i  ^ . . .  —  A,„_i  X—  \  ,„ , 

dont  le  calcul  est  beaucoup  plus  aisé,  attendu  que  les 
valeurs  de  ces  fonctions  se  présentent  successivement 
d'elles-mêmes  dans  le  calcul  de  la  valeur  que  prend  la 
dernière  y(j:)  pour  une  valeur  donnée  de  x.  Ainsi  : 

Tout  iiomhre  positif  a,  qui  rejid  positifs  les  po- 
lynômes de  la  suite  (  3  ) ,  est  une  limite  supérieure  des 
racines  de  P équation  (i). 

Les  mêmes  observations  critiques  s'appliquent  encore, 
et  avec  plus  de  force,  au  théorème  de  Budan  qui  indique 
comme  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  réelles 
comprises  entre  deux  nombres  a  et  b  la  ditïérence  entre 
les  nombres  de  variations  qu'offre  la  suite  (2)  pour 
x=a  et  x=^b.  Laguerre  résout  le  même  problème, 
d'une  manière  bien  moins  pénible  : 
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Si  Von  désigne  par  a  et  h  deux  ïiombres  positifs  et 
par 

la  partie  entière  du  quotient  du  poljJiôine  f\x)  par 
(x  —  a)  (j?  —  ^),  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'é- 
tjuatioji  (i)  comprises  entre  a  et  h  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  des  termes  de  la  suite 

\f{^b)-h{b-a)C„ 
]  f{b)-b-Hb-a)Gi, 


(4) 


f(b)—b"'-Ub  —  a)C, 


et,  si  ces  deux  nombres  soîit  différents,  leur  différence 
est  un  nombre  pair. 

Faisant  ensuite  l'application  de  ce  théorème  à  la 
question  suivante  :  Déterminer  deux  limites  entre 
lesquelles  restent  comprises  les  valeurs  du  polynôme 
f{x)  lorsque  x  reçoit  toutes  les  valeurs  situées  entre 
deux  nombres  positifs  a  et  £,  il  trouve  que  ces  limites 
sont  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  termes  de  la 
suite  (4). 

Dès  qu'on  a  une  valeur  suffisamment  approcliée 
d'une  racine  d'une  équation,  la  méthode  d'approximation 
de  Newton  et  la  méthode  des  parties  proportionnelles 
fournissent  l'une  et  l'autre  des  moyens  commodes  et  ra- 
pides pour  approcher  indéfiniment  de  cette  racine.  La 
difficulté  principale  est  d'obtenir  cette  valeur  assez  ap- 
prochée pour  servir  de  point  de  départ.  Laguerre  cherche 
à  l'éviter  en  posant  la  question  d'une  autre  façon  :  Etant 
donné  un  nombre  arbitraire  x,  déterminer,  sans  tâ- 
tonnement et   par  suite  d' opérations  régulières,   des 
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valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  la  racine  iniuié- 
diatement  supérieure  ou  immédiatenient  inférieure 
à  X.  Il  résout  complètenient  ce  proLlènie  pour  les  équa- 
tions algébriques  dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  à 
l'aide  de  la  pi'oposition  suivante  : 

En  désignant  ]}ar  f\x)  =  o  une  éipiation  de  degré  n 
dont  toutes  les  racines  sont  réelles  et  par  a  une  quan- 
tité arbitraire,  les  deux  ^valeurs  de  x  déterminées  par 
l'équation 

(5)  — î—  =-4^*-^-^  /(«  — i)H(a) 

sont  respectivement  comprises  entre  a  et  les  deux  ra- 
cines de  r  équation  proposée  qui  avoisi/ient  x. 

Dans  la  fonnule  (5),  t  désigne  l'unité  prise  avec  le 
signe  dey(a),  et  H(x)  représente  le  liessien 

n(x)  =  f'^(x)—  nf{x)/"{x) 

de  f{x)  ;  on  sait  d'ailleurs  que  ce  liessien  a  une  valeur 
toujours  positive. 

Ce  théorème  résout  pleinement  la  question  proposée  : 
on  tirera  de  la  formule  (5)  une  valeur  convenable  de 
X  —  a;  puis,  en  partant  de  la  nouvelle  valeur  de  x^  ou, 
pour  iaciliter  les  substitutions,  de  toute  autre  valeur 
comprise  entre  x  et  a,  on  continuera  les  opérations  qui 
permettront  ainsi  d'approcher  indéliniment  de  la  ra- 
cine. 

Cette  méthode  ollie  sur  celle  de  jNewton  l'avantage 
de  n'être  jamais  en  défaut,  quelle  que  soit  la  valeur  de 
départ  a,  et  l'on  démontre  sans  peine  que,  dans  le  cas 
où  la  méthode  de  Newton  peut  être  employée  avec 
sûreté,  la  formule  (5)  donne  toujours  une  approxima- 
tion plus  grande. 
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Signalons  encore  un  théorème   très  important,  sur  la 
séparation  des  racines  des  équations  dont  toutes  les  ra- 
cines sont  réelles  : 

Si  Von  désigne  par  a  une  quantité  réelle  arbi- 
traire, les  nombres  ^  et  ^',  (jui  satisfont  à  la  relation 

(ï_a,(ï'-a)[/'Ha)-/(a)/'(a)] 

+  (:^  +  ^'— 2a)/(a)/'(a)-^7^/(a)•2=o, 

et  dont  r un  est  arbitraire,  séparent  les  jacines  de  Vè- 
quation,  de  degré  n^  f(^x)=.  o. 

•  Nous  appellerons,  à  ce  sujet,  l'attention  sur  le  prin- 
cipe élégant  qui  sert  de  base  à  la  démonstration  de  ce 
tliéorème  et  de  plusieurs  autres  propositions  du  même 
genre  :  il  consiste  à  mettre  la  relation  qui  exprime  la 
propriété  à  démontrer  sous  une  forme  telle  qu'elle  ne 
renferme  que  des  covariants  de  la  forme  binaire 
f(x,y)=o-^  la  propriété  ainsi  présentée  se  trouve 
alors  projective  et  il  suffit,  pour  l'établir  généralement, 
de  la  démontrer  pour  deux  valeurs  particulières  des 
deux  variables  indépendantes. 

Le  cas  des  équations  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles  est  très  important,  les  équations  de  ce  genre 
s'olïrant  d'une  manière  fréquente  en  Analyse.  La  place 
nous  manque  pour  suivre  Laguerre  dans  les  diverses 
applications  de  ses  méthodes  aux  équations  qui  déter- 
minent COS-?  tang-,  ....  ainsi  Cfu'à  celles  qu'on  obtient 

en  égalant  à  zéro  les  polynômes  X«  de  Legendre,  les 
polynômes  U,2  de  iM.  Hermite,  et  plus  généralement  les 
polynômes  <ï>(a:)  (jui  satisfont  à  une  équation  différen- 
tielle linéaii^e  du  second  ordre.  Dans  le  cas  où  l'équation 
(l)(x)-~o  a  toutes  ses  racines  réelles,  Laguerre  forme 
une  expression  simple  ù  qui  doit  avoir  une  valeur  jio- 
sitive  ou   nulle  toutes  les  fois  qu'on  y  met  pour  .r  une 


(  I<^'  ) 

racine  de  l'équaLiou.  Si  donc  il  n'esl  pas  positive  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  on  obtiendra  par  là  même  des 
limites  comprenant  les  racines  de  l'équation;  en  parti- 
culier, si  ù  est  toujours  négative,  on  pourra  aflirmer 
l'existence  de  racines  imaginaires. 

La  troisième  Partie  concerne  la  reclierclie  des  racines 
imaginaires.  Elle  renferme  une  notion  absolument  nou- 
velle, celle  des  points  dérivés,  dons  nous  allons  indi- 
quer en  quelques  mois  le  sens  et  l'utilité. 

Soit  l'équation  y"(j:,j)')=  o,  de  degré  /?,  où  y  est 
égal  à  l'unité  et  a  été  introduit  pour  rendre  le  po- 
lynôme/"lie  mogène;  si  l'on  représente,  à  la  manière 
de  Cauchy,  une  quantité  imaginaire  par  un  point  du 
plan  et  si  M  est  le  point  représentatif  de  x,  Laguerre 
nomme  point  dérivé  de  IM  le  point  ni  qui  représente  la 
quantité  ^  définie  par  la  relation 

ôx         f)y 

d'où  il  résulte  que,  si  iM  est  le  point  représentatif  d'une 
valeur  x  approchée  d'une  racine  et  si  M'  désigne  le 
point  représentatif  de  la  valeur  approchée  que  donne 
la  méthode  de  Newton,  le  point  dérivé  m  s'obtiendra  en 
portant  à  partir  de  M,  dans  la  direction  MM',  une  lon- 
gueur égale  à  /z.MM'. 

Cette  considération  donne  lieu  à  plusieurs  proposi- 
tions nouvelles  dont  voici  les  deux  plus  simples  : 

Tout  cercle  passant  par  un  point  (juelconque  du  plan 
et  par  le  point  dérivé  renferme  au  moins  une  racine  de 
V équation;  et  ilj  aaussi  au  moins  une  racine  en  dehors 
du  cercle. 

Pour  qu  une  équation  ait  toutes  ses  racines  réelles, 
il  faut  et  il  suffit  que  chaque  point  du  plan  et  son 
Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  VI  (Avril  icSS;).  12 
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point  dérivé  soient  situés  de  part  el  d'autre  de  l'axe 
des  X. 

Du  preraior  théorème  résulte  le  moyeu  de  calculer 
les  racines  par  approximations  successives.  Supposons, 
en  effet,  qu'on  ait  déterminé  un  contour  fermé,  un 
cercle  par  exemple,  renfermant  dans  son  intérieur  une 
seule  racine.  Si  l'on  a  déteruiiné  une  valeur  suffisam- 
ment approchée  de  la  racine,  on  pourra  trouver  un 
point  M  intérieur  au  cercle  et  tel  que  ce  cercle  renferme 
aussi  le  point  dérivé  ni.  Par  les  points  1\I  et  m  on  mènera 
alors  deux  cercles  C  et  C  tangents  au  cercle  donné,  et 
il  est  clair  que  la  racine  cherchée  devra  se  trouver  dans 
la  lunule  commune  à  C  et  à  C^  en  continuant  les  mêmes 
constructions,  qui  peuvent  d'ailleurs  être  remplacées 
par  des  foruiules  analytiques,  on  parviendra  à  déter- 
miner la  racine  avec  telle  approximation  qu'où  voudra. 

Laguerre  a  appliqué  les  considérations  qui  précèdent  à 
la  détermination  des  racines  imaginaires  des  équations  à 
coefficients  réels  qui  n'ont  que  deux  raciues  imaginaires. 

Cette  troisième  Partie,  on  le  voit,  est  la  moins  com- 
plète, sinon  la  moins  remarquable  des  trois.  Nul  doute 
que,  si  le  temps  ne  lui  eut  fait  défaut,  Laguerre  n'eût 
lieureusement  complété  ses  belles  tentatives  dans  un 
genre  de  recherches  si  hérissé  de  dilïicultés. 

IX. 

Les  travaux  de  Laguerre  sur  les  équations  différen- 
tielles comprennent  :  d'abord  un  Mémoire  sur  le  facteur 
intégrant  des  équations  du  premier  ordre,  et  deux  autres 
applications  intéressantes  du  principe  du. dernier  multi- 
plicateur de  Jacobi;  puis  un  Mémoire  fondamental  sur 
les  équations  linéaix-cs  d'ordre  (juelconque,  enfin  une 
exposition  fort  ingénieuse  et  très  nette  de  la  méthode  de 
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Monge    pour  l'intégration   des  équations   aux    dérivées 
partielles  du  second  ordre. 

Le  Mémoire  relatif  à  la  reclierclie  du  facteur  d'in- 
tégrabilité  complète  d'importants  résultats  obtenus  par 
Lagrange.  Soit 

dy  —  z  dx  =  o 

l'équation  du  premier  ordre  à  intégrer,  dans  laquelle  z 
est  déterminé  par  l'équation  \(:c,j)',  z)^  a,  où  a  dé- 
signe une  constante  arbitraire.  M  étant  un  facteur 
propre  à  rendre  dy  —  z  dx  une  différentielle  exacte,  on 
peut  supposer  que,  dans  son  expression,  on  ait  rem- 
placé a  par  \  (x,  j ,  z),  en  sorte  que  le  multiplicateur  M 
soit  une  fonction  des  trois  variables  indépendantes  x, 
}',  z-^  celte  fonction  satisfait  à  une  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  dont  il  sulîira  de  trouver  une  so- 
lution particulière  pour  intégrer  l'équation  proposée.  In- 
versement, étant  donné  un  multiplicateur  .M(.r,  )',  3),  ou 
peut  demander  toutes  les  fouctions  V  jouissant  de  la  pro- 
priétéque.zétantdéterminéparla  relation^  [jc^j^^z)  =a, 
l'équation  dy  —  z  dx  admette  M  comme  facteur  inté- 
grant. En  se  fondant  sur  la  théorie  du  dernier  multi- 
plicateur, Laguerre  fait  voir  que,  si  l'on  connaît  une 
valeur  particulière  de  ^  ,  on  peut  les  déterminer  toutes 
par  une  quadrature  pouvant  être  réellement  elfectuée. 
De  là  résulte,  en  particulier,  que  si  l'on  sait  intégrer 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre  renfermant 
une  constante  arbitraire  ou,  ce  (jui  est  équivalent,  une 
équation  différentielle  du  second  ordre,  on  saura  par  là 
même  intégrer  un  type  d'équations  diliérenlielles  du 
premier  ordre  renfermant  trois  fonctions  arbitraires. 
Lagrange  avait  déjà  donné  une  projiosition  semblable. 
mais  où  il  n'entrait  qu'une  fonction  arbitraire. 

Les  deux  autres  applicati(ms  du  princi[)e  du  dernier 
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niulliplicatcur  ont  trail  :  runc  à  l'équatioii 

F  (iL^ 

où  F  désigne  une  fonctiou  quelconque  ety"un  polynôme 
du  second  degré  ;  l'autre  à  l'équation 

^2)  y^d-^Aj/z)  =6'K^), 


dx'^        3  V  (^-^  / 


'l){x)  désignant  un  polynôme  du  second  degré.  Laguerre, 
en  utilisant  les  propriétés  des  formes  quadratiques, 
montre  qu'on  peut  intégrer  l'équation  (i),  dès  que  l'on 
connaît  une  solution  particulière  de  l'équation 


F  ('Il\ 
d^y  \  dx  1 


dx'^        \/'^{x,y) 

o  désignant  un  autre  polynôme  du  second  degré. 
Quant  à  l'équation  (2),  qui  est  évidemment  satisfaite 
par  tous  les  polynômes  du  troisième  degré  dont  le  lies- 
sien  est  f{x),  Laguerre  donne  l'expression  de  son  inté- 
grale générale  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques. 

Arrivons  aux  équations  linéaires  d'ordre  quelconque. 
Si,  dans  une  telle  équation  d'ordre  «,  on  conserve  la 
variable  indépendante  X,  en  remplaçant  la  fonction  in- 
connue j'^  par  zu^  et  si  l'on  dispose  de  z  de  manière  à 
faire  évanouir,  dans  la  transformée,  le  second  terme, 

c  est-a-dire  le  terme  en  —, p?  les  coerncients  des  termes 

qui  suivent  sont  des  fonctions  que  Laguerre  cjualifie  de 
semi-invariants  ;  ces  fonctions  jouissent  en  effet  de  la 
propriété  d'invariance  lorsque  l'on  conserve  la  variable 
indépendante  en  prenant  une  autre  fonction  pour  in- 
connue. De  l'étude  de  ces  semi-invariants,  Laguerre  dé- 
duit, en   particulier,  (jue   l'on  [)eut  toujours,  dans   une 


(  «65  ) 
équation  didcrcnliellc  linéaire  d'ordre  quelconque, 
faire  disparaitre  le  troisième  et  le  quatrième  terme  par 
l'intégration  d'une  équation  linéaire  du  sceond  ordre  et 
une  quadrature.  Il  signale,  en  outre,  pour  l'équation  li- 
néaire du  troisième  ordre,  un  invariant  tel  que,  lorsqu'il 
s'annule,  il  existe  une  relation  homogène  et  du  second 
degré  entre  trois  solutions  quelcon(jues  de  l'équation 
dillerentielle  proposée. 

Xous  ne  saurions  trop  appeler  l'attention  sur  ce  tra- 
vail dont  M.  O.  Bonnet  et  ÎM.  Hermite  ont  parlé  tour  à 
tour  à  l'Académie  des  Sciences  en  termes  si  élogieux.  Ce 
n'est  que  deux  ans  après  avoir  communiqué  ses  idées  sur 
ce  sujet  à  M.  Bertrand  que  Laguerre,  toujours  peu  em- 
pressé de  mettre  au  jour  ses  recherches,  les  a  publiées 
dans  les  Comptes  rendus.  Pendant  qu'il  parvenait  ainsi 
à  la  conception  si  originale  des  invariants  des  équations 
différentielles,  M.  Halphen,  en  suivant  un  ordie  d'idées 
différent,  arrivait  de  son  côté  à  la  notion  des  invariants 
différentiels  qu'il  a  développée  avec  tant  d'éclat.  Ces  deux 
géomètres  se  partagent  donc  la  gloire  d'avoir,  simultané- 
ment et  indépendamment  l'un  de  l'autre,  ouvert  une 
voie  féconde  déjà  très  brillamment  parcourue,  mais  non 
encore  entièrement  explorée. 

Dans  son  exposition  si  élégante  et  vraiment  curieuse 
de  la  méthode  de  Monge  pour  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  Laguerre  com- 
mence par  observer  que  le  premier  membre  ^^  de  l'é- 
quation à  intégrer 

Hr-^  Q.Ks  —  Lt  —  M  -^lS{rt  —  s^-)=  o 
peut  être  mis,  d'une  infinité  de  manières,  sous  la  forme 

I      o     /•     s 

o       i      s      f 
a     h     r     cl 

7.       ,>      Y       "^ 


^\ 
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rt,  Z»,  c,  d ,  a,  ^,  ",  0  élant  des  quantités  dont  ti-ols  peu- 
vent être  choisies  arbitrairement.  Tous  les  systèmes  de 
valeurs  de  ces  quantités  se  distribuent  en  deux  groupes 
correspondant  aux  deux  signes  du  radical 


v/K2— HL  — MN. 
Représentons  par  F(  A,  B,  C,  D)  l'expression 

et  désignons  par 

(a,  b,  c,  d,  a,  p,  y,  o),  («',  b',  c',  d',  a',  ^',  y',  o') 

deux  systèmes  de  valeurs  des  indéterminées  n'apparte- 
nant pas  à  un  même  groupe.  Toute  la  méthode  pourra 
être  renfermée  dans  ce  théorème  unique  : 

u  et  i'  étant  deux  solutions   communes  au  système 

d'équations 

F  {a,  b,  c.  cl)  —  o, 

F(a,   p,  Y,  5)  =  o, 

et  u  et  v'  deux  solutions  communes  au  sjstème 

F  (a',  6',  c',  cl')  =  o, 
F(a',  p',  y',  a')  =  o, 
si,  des  éc/uations 

u  —/(>')  =  o, 

u'  —  ^{v')  =  o, 

oùf  et  o  désignent  des  fonctions  arbitraires,  on  tire  jy 

et  cf  en  Jonction  de  x,  j ,   z^  ces  valeurs,   substituées 

dans 

pdx-\-qdy, 

rendront  cette  expression  une  différentielle  exacte,  et 
l'on  aura  la  fonction  inconnue  z  par  la  formule 

z  =  j'ipclx  -I-  cj  dy). 
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Dans  le  cas  où  le  radical  dont  nous  avons  parlé  ci- 
dessus  s'annule,  un  seul  système  de  valeurs  de  «,  b^  c,  <f , 
a,  |i,  V,  0  suffit. 

Passons  maintenant  aux  travaux  sur  les  transcendantes 
elliptiques  et  abéliennes.  jNous  avons  cité  déjà  la  belle 
construction  que  Laguerre  a  donnée  pour  l'addition  des 
fonctions  ultra-elliptiques  de  première  espèce.  Xous 
devons  signaler  encore  diverses  reclierclies  sur  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques,  entreprises  surtout 
dans  le  but  de  généraliser  des  résultats  trouvés  par 
M.  Hermite  relativement  à  la  transformation  du  troi- 
sième ordre. 

Le  problème  de  la  transformation  peut  être  posé  dans 
les  termes  suivants  : 

U  (x,  y)  étant  luie  fojiction  Jiomogène  du  quatrième 
degré  [j  est  ici  introduit  pour  l'homogénéité  et  doit 
être  supposé  égal  à  i)  et  H  étant  son  hessien^   trouver 

une  intégrale  rationnelle  z  =  y  ^^  l'équation 
dz  dx 


les  nombres  ).  et  >x  étant  cons^enablement  choisis. 

Dans  le  cas  où  le  degré  de  la  transformation  est  de  la 
forme  4 /^=t  i,  Laguerre  ramène  la  détermination  de  X 
et  Y  à  celle  de  deux  polynômes  liomogènes  en  U  et  H, 
qui  ne  dépendent  des  valeurs  particulières  attribuées 
à  U  que  par  les  valeurs  des  invariants  S  et  T  de  ce  po- 
lynôme U;  cette  détermination  peut  s'ellectuer  par  les 
méthodes  données  par  Jacobi. 

Laguerre  fait  connaître  en  outre  une   transformation 
remarquable  de  l'équation  différentielle 
dx 


v/Aa7*-r- 4  B  r» -^  C^2 ~  4  Dx -t- E 


-  =  du  ; 


(   »68  ) 
X  ... 

LU  posant  X  =  ^7  on  peut  renipiaeer  cette  equatiou  par 

un  système  d'équations  renfermant  une  fonction  arbi- 
traire u,  et,  dans  le  cas  où  cette  fonction  se  réduit  à  une 
constante,  les  valeurs  de  X  et  de  Y  qui  satisfont  à  ce 
système  d'équations  donnent  les  fonctions  6  de  Jacobi 
et  les  fonctions  Al  de  Weierstrass.  Laguerre  déduit  de 
là  plusieurs  résultats  importants  déjà  trouvés  par  Jacobi 
et  Eisenstein. 

Enfin,  tandis  que  Jacobi  avait  ramené  la  réduction  en 
fraction  continue  de  la  racine  caii'ée  d'un  polynôme  du 
(juatrième  degré  à  la  multiplication  des  fonctions  ellip- 
tiques, Laguerre,  adoptant  le  point  de  vue  opposé, 
montre  que  l'intégrale  algébrique  de  l'équation 

de  n  d.r 


où  71  est  un  nombre  impair  et  où  r,  et  j^  sont  introduits 
pour  l'homogénéité,  résulte  de  la  connaissance  de  deux 
polynômes  homogènes  dont  la  détermination  se  ramène 
à  la  réduction  en  fraction  continue  de  la  racine  carrée 
d'un  polynôme  du  quatrième  degré.  Il  donne  d'ailleurs 
cette  intégrale  algébrique  sous  forme  explicite  pour 
le  cas  de  /z  =  3  et  pour  celui  de  fi  =  5. 

Laguerre  s'est  aussi  occupé  avec  succès  des  fonctions 
abéliennes.  Dans  un  Mémoire  trop  peu  remarqué  sur  le 
calcul  des  systèmes  linéaires,  après  avoir  développé  les 
règles  de  ce  nouveau  calcul  qui  a  une  étroite  connexion 
avec  les  quaternions  d'iiamilton,  les  clefs  algébriques  de 
Cauchy  et  les  imaginaires  congruentielles  de  Galois, 
Laguerre  en  fait  l'application  à  la  théorie  des  formes 
et  à  celles  des  fonctions  abéliennes.  En  représentant 
toutes  les  variables  par  ce  cpi'il  appelle  une  variable 
linéaire,  il   obtient    une  notation    commode   à   certains 
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égards,  et  qui  lui  permet  de  condenser  en  une  formule 
unique  les  2-"  séries  difïérenles,  dont  les  quotients  don- 
nent les  fonctions  abéliennes  d'ordre  Ji.  Il  parvient  ainsi 
à  étendre  aux  fonctions  abéliennes  d'ordie  quelconque 
plusieurs  propriétés  données  antérieurement  par  M.  Her- 
iiiite  sur  les  fonctions  du  premier  ordre,  et  notamment 
celte  notion  capitale  de'ij'oriîies  abéliennes  que  ÎNI.  Her- 
mite  a  introduites  dans  la  Science  et  qui  jouent,  dans 
cette  théorie,  un  rôle  analogue  à  celui  des  formes  bi- 
naires dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  achever  notre  tâche,  nous  n'avons  plus  qu'à 
parler  d'un  dernier  travail  concernant  l'attraction  des 
ellipsoïdes  et  où  l'on  retrouve  en  quelque  sorte  inopiné- 
ment une  fort  ingénieuse  application  de  cette  théorie 
des  imaginaires,  qui  a  toujours  été  l'étude  de  prédilec- 
tion de  notre  savant  ami.  La  méthode  consiste,  en  effet, 
à  décomposer  les  ellipsoïdes  en  tranches  comprises  entre 
des  plans  infiniment  voisins  et  parallèles  au  plan 

ix  co=  o  ^  iy  sino  -i-  z  =  o . 

Il  est  vrai  que  ces  plans  sont  imaginaires  et  au  premier 
abord  la  décomposition  ne  semble  avoir  aucun  sens  5 
mais  il  résulte  des  principes  établis  par  M.  Hermite, 
dans  sa  belle  théorie  des  coupures  des  intégrales  défi- 
nies, que,  si  l'on  effectue  les  calculs  en  attribuant  à  i 
une  valeur  réelle,  les  résultats  obtenus  sont  encore 
valables  lorsqu'on  fait  i  =  yj^^^ .  C'est  ainsi  que  La- 
guerre  parvient  à  une  expression  du  potentiel  de  deux 
ellipsoïdes  qui  est  relativement  d'une  extrême  simpli- 
cité^ la  comparaison  de  ses  formules  avec  les  résultats, 
déjà  si  parfaits,  qu'avaient  obtenus  ses  nombreux  et 
célèbres  devanciers,  conduit  à  des  propositions  nou- 
velles dont  la  démonstration  directe  offrirait  de  sérieuses 
difficultés. 
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Le  théorème  de  Laguerre  peut  èlre  énoncé   simple- 
ment comme  il  suit  : 

Soiejit  <b[x,j,z)  et  'i;o(x,j',  z)  deux  formes  qua- 
dratiques^ ù  et  Qq  leurs  discriminants,  et  A  et  A^  les 
valeurs  que  prennent  leurs  formes  adjointes^  quand  on 
Y  remplace  respectivement  les  variables  par 

/coscp        tsino  I 

et  par 

î'coscf»        usines  I 

Désignons  par  ^,  t,,  'C,  les  coordonnées  du  centre  du 
second  ellipsoïde  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires 
passant  par  le  centre  du  premier  ;  les  équations  des  sur- 
faces extérieures  des  deux  corps  étant 

représentons  par  f\\-)  et  fÇk-)  les  densités  des  cou- 
ches dont  les  surfaces  extérieures  ont  pou/'  équations 

't'O  —  ^>  r  —  ''n  -  —  ^  )  =  'f'^, 

et  posons 

f  f(l)dl=F{t),  f  fo(l)dl  =  F,(t,). 

Le  potentiel  P  des  deux  ellipsoïdes  s^ exprime  par  la 
formule 

p^  gVVo  r^'  r^'  r^^  ¥{t)¥,{tç>)dtdt,d<:^ 

3271    J_j     J_^     Jg         f^  costp -H  tr,  sinTZ  4- ^  —  ^  V^ — <o /-^u 

dans  laquelle  V  et  \  o  sont  les  volumes  des  deux  corps 
et  où  l'on  suppose  't^o. 
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La  formule  se  réduit  notablement  lorsque  les  ellip- 
soïdes sont  de  révolution.  A  et  Aq  étant  alors  des  carrés 
parfaits. 

Dans  le  cas  où  les  ellipsoïdes  sont  homogènes,  en 
appelant  oj  et  too  leurs  densités,  on  a 

Il  est  aisé  de  voir  que  A  a  la  même  valeur  pour  des 
ellipsoïdes  liomofocaux,  ce  qui  conduit  au  théorème  de 
Maclaurin.Mais  hàtons-nous  d'observer,  avec  Laguerre, 
pour  faire  ressortir  pleinement  la  perfection  de  la  mé- 
thode, que  ce  théorème  ne  résulte  pas  seulement  du  ré- 
sultat final  du  calcul  :  il  est  encore  une  conséquence 
immédiate  de  la  marche  même  suivie  pour  eûectuer  les 
intégrations.  Tous  les  plans  parallèles  au  plan 

ix  coscp  -:-  iy  siao  —  ^  =  o 

sont  des  plans  isotropes,  et,  pour  déterminer  les  limites 
des  intégrations  relatives  à  t  et  à  to,  il  suffit  de  déter- 
miner ceux  de  ces  plans  qui  touchent  chacun  des  ellip- 
soïdes. Comme  cp  prend  toutes  les  valeurs  possibles  de 
o  à  27:,  on  a  donc  à  considérer  tous  les  plans  isotropes 
qui  sont  tangents  à  chacune  des  surfaces;  et,  comme 
deux  surfaces  homofocales  du  second  ordre  touchent  les 
mêmes  plans  isotropes,  il  faut  conclure  que  le  potentiel 
n'est  modifié  que  par  l'introduction  d'un  facteur  con- 
stant, lorsque  l'on  substitue  à  l'un  des  ellipsoïdes  un 
ellipsoïde  homofocal. 

Enfin  Laguerre  montre  comment  l'expression  du  po- 
tentiel donnée  ci-dessus  conduit  aisément  à  son  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  de  l'inverse  de  la  distance 
des  centres  des  deux  corps. 
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X. 

Tel  est  l'inventaire  des  richesses  que  nous  a  laissées 
notre  regretté  camarade. 

On  ne  saurait  s'y  méprendre.  L'homme  que  la  Science 
vient  de  perdre  n'était  pas  seulement  un  géomètre  dis- 
tingué, habile  à  trouver  d'heureux  développements  et 
des  solutions  élégantes  :  c'était  un  inventeur,  aux  idées 
neuves  et  fécondes,  dont  les  écrits  sur  l'emploi  des  ima- 
ginaires, sur  la  théorie  des  équations,  sur  les  cycles,  etc., 
rendront  le  nom  impérissable.  «  Laguerre  » ,  disait 
M.  O.  Bonnet,  dans  un  savant  Rapport  à  l'Académie, 
«  est  un  des  géomètres  les  plus  pénétrants  de  notre 
époque;  ses  découvertes  en  Géométrie  lui  assignent  le 
premier  rang  parmi  les  successeurs  de  Cliasles  et  de  Pon- 
celet,  et  ses  recherches  nombreuses  et  profondes  sur 
l'Algèbre  et  le  Calcul  diiférenliel  et  intégral  accusent 
un  talent  d'analyste  de  premier  ordre.  » 

Et  cependant  jamais  plus  de  modestie  ne  s'allia  à  un 
mérite  si  éclatant.  «  Edmond  Laguerre  »,  écrivait  notre 
illustre  et  vénéré  maître,  M.  Bertrand,  pour  les  funé- 
railles de  son  jeune  Confrère,  «Edmond  Laguerre,  pas- 
sionné pour  la  Scien(^e,  semblait  indifîéi-ent  au  succès. 
Jamais  il  n'a  négligé  un  devoir  5  jamais  il  n'a  sollicité 

une  faveur Toujours  oublieux  de  se  faire  valoir,  il 

a  pris  sa  retraite,  jeune  encore,  sans  avoir  atteint  dans 
l'artillerie  les  hauts  grades  où  son  mérite  semblait  l'ap- 
peler  Ses  découvertes  l'avaient  placé  au  premier 

rang  des  géomètres  français  avant  que  l'Académie  des 
Sciences  en  eût  entendu  discuter  et  proclamer  l'impor- 
tance. » 

Hélas!  ce  fauteuil  à  l'Institut  qu'il  avait  conquis  sans 
coup  férir,  il  devait  à  peine  l'occuper!  C'est  au  moment 


(  '73  ) 
où  lout  semblait  lui  sourire  et  où  la  bienveillance  de 
M.  Bertrand  lui  ouvrait  les  portes  du  Collège  de  France 
que  la  mort  est  venue  nous  le  ravir.  Son  beau  travail 
sur  l'attraction  des  ellipsoïdes  a  été  le  chant  du  cygne. 
A  la  fin  des  examens  de  février,  à  l'Ecole  Polytechnique, 
une  fièvre  violente  le  prit  que  rien  ne  put  vaincre,  ni 
les  soins  les  plus  allectueux,  ni  le  séjour  momentané 
de  Versailles,  ni  l'air  du  pays  natal,  conseillé  comme 
dernier  recours.  Le  i4aoùt  i  886,  cette  belle  intelligence 
s'éteignit  doucement,  sans  avoir  livré  tous  ses  secrets. 
Puissent  sa  veuve  et  ses  enfants  puiser  quelques  con- 
solations dans  les  paroles  éloquentes  que  -M.  Halphen  a 
prononcées  sur  sa  tombe,  et  dans  le  pieux  hommage  que 
j'adresse  ici  à  notre  cher  camarade,  au  nom  de  cette 
Ecole  qu'il  aima  avec  passion,  sur  laquelle  il  a  fait  re- 
jaillir tant  d'éclat  et  qui,  par  un  sort  étrange,  au  moment 
où  l'inslruction  est  partout  eu  honneur,  semble  avoir  à 
se  faire  pardonner  de  produire  encore  de  si  glorieux 
enfants. 


APPLICATIOX  D'l\  TnEORÈME  DE  STEWART  ; 

Par  m.  B.  XIEWENGLOWSKI. 


Étant  donnés  trois  points  A,  B,  C  en  ligne  droite,  et 
un  quatrième  point  O,  on  a,  en  vertu  d'un  théorème  de 
Stevvart, 

Cl)        C)X'.BC-+-ÔB'.CA~ÔC".AB-f-AB.BC.CA  =  o. 

pourvu  que  les  segments  AB,  BC,  CA  soient  comptés 
avec  le  signe  -f-  dans  un  sens,  avec  le  signe  —  eu  sens 
contraire. 


(   '74  ) 
Posons 

en  substituant  dans  l'égalité  (i),  on  obtient  immédiate- 
ment 

(2)  aBG-h  pCÂ  +  Y^B-^  AB.BG.CA=  o, 

équation  qui  fournit  une  relation  entre  les  puissances  de 
trois  points  A,  B,  C  situés  en  ligne  droite,  par  rapport  à 
un  cercle  quelconque. 

Cette  équation,  conséquence  immédiate  du  théorème 
de  Stewart,  permet  de  faire  une  discussion  très  simple 
de  ce  problème  : 

Mener  par  deux  points  A,  B  une  circonférence  tan- 
gente à  une  circonférence  donnée  O. 

Supposons,  en  effet,  le  problème  résolu,  et  soit  G  le 
point  où  la  tangente  commune  à  la  circonférence  cber- 
cliée  et  à  la  circonférence  donnée  rencontre  la  droite  AB-, 
on  a 

(3)  Y  =  GA.CB. 

En  introduisant   cette   hypothèse  dans  l'équation  (2), 

celle-ci  devient 

aBG  +  pGA  =  o 
ou  bien 

GA        a 
^4'  CB=p' 

Cela  étant,  si  le  problème  est  possible,  les  points  A  et  B 
sont  évidemment  tous  deux  extérieurs  ou  tous  deux  in- 
térieurs au  cercle  donné  O. 

Réciproquement,  si  A  et  B  sont  tous  deux  extérieurs 
ou  tous  deux  intérieurs  au  cercle  O,  on  peut  choisir 
sur  AB  un  point  C  vérifiant  l'équation  (4);  ce  point  C 
sera  extérieur   ;m  segment  AB,  puistiiic  les   puissances 


(  '75   ) 
a  et  [i>  seront  de  même  signe.  Or  on  aura  celte  fois 

aBG-.-pGA  =  o; 

d'où,  à  cause  de  l'équation  (2),  il  résulte  que 

7  =  CA.CB. 

La  puissance  du  point  C  par  rapport  au  cercle  O  sera 
donc  positive  ;  on  pourra,  par  suite,  mener  de  C  deux- 
tangentes  CT,  CT'  au  cercle  O,  T  et  T'  désignant  les 
points  de  contact.  Les  égalités 

CT2  =  CA .  GB ,         CT'2  =  G  A .  CB 

montrent  que  les  cercles  passant  par  A,  B,  T  et  A\  B',  T' 
sont  tangents  au  cercle  donné. 


SOLUTION  D'IXE  QlESTIO\  D'ALGÈBRE; 

Par  m.  a.  AUBRY, 

Élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Niewenglowski). 


Etant  donnée  l'équation  o:^  4- rtx- -{- Z'x -h  c=  o, 
trouver  les  substitutions  rationnelles  qui  reproduisent 
V  équation. 

On  sait  que,  dans  le  cas  du  troisième  degré,  la  trans- 
formation rationnelle  la  plus  générale  est  la  transforma- 
tion entière  du  second  degré.  C'est  donc  parmi  les 
substitutions  de  ce  degré  qu'il  faut  chercher  les  solu- 
tions du  problème  proposé. 

D'abord,  quel  est  le  nombre  de  ces  solutions  ?  C'est 
ce  que  va  nous  faire  connaître  le  théorème  de  Bézout. 
EÛectivement,  soit 

(  I  )  K  =  t-r-  -f-  in.r  ~- p 


(    1-0  ) 
i'équatiou  qui    tléiiiiil  1  umo  des   subsLitulions   deman- 
dées 5  désignons  par  x, ,  Xo^  x^  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion proposée 

(a)  a-^+ ax'^^  bx -i- c  —  o, 

par  7  , ,  Y2->  Ts  '<-'S  valeurs  correspondantes  dej^  et  enfin 
par  S/,-  la  somme  des  puissances  A"  de?  racines  Xi^x.i, 
^3.  Les  quantités  7'i,  Ta»  J'"3  doivent  représenter,  dans 
un  certain  ordre,  les  quantités  x^,  a'o,  x^. 

Cela  étant,  si,  dans  la  relation  (i),  on  remplace  x 
successivement  par  a."i,  x^^,  X3  (et  en  même  temps  j'  par 
y*->y-->  J  3)  ^^  4^^^  ^'^'^  fasse  la  somme  des  résultats  ob- 
tenus, on  aura 

(3)  S]  =  ^2  -f-  msi  -hyj^o- 

Cette  même  formule  (i)  nous  fournira  par  l'élévation 

au  carré 

j'2  —  r x'*  -\- m  x^  -f  . .  .-!-/>', 

/',  ?//, .  .  . ,//  représentant  des  fonctions  du  second  degré 
par  rapport  aux  lettres  /,  m,  p.  Nous  déduirons  de  là, 
comme  précédemment, 

(4)  ^2  =  r^i-t- 7;?'53 -V.  .  .-(-/j'.vo. 

Nous  aurons  de  même  par  une  élévation  au  cube 

(  5  )  s-i  =  1"sg-\-  ni'  55  + .  .  .  -i- jo"  5o , 

/",  ///,  .  .  .,// étant  des  polynômes  entiers  du  troisième 
degré  des  quantités  /,  m,  p. 

Les  égalités  (3),  (4)  et  (5)  constituent  un  système 
de  trois  équations  à  trois  inconnues  /,  iii^  p  dont  les  de- 
grés respectifs  sont  i ,  2  et  3  :  le  nombre  des  solutions  est 
donc  égal  à  i  .  2 . 3  =  t). 

11  s'aciit  maintenant  de  trouver  ces  solutions.  Ilemar- 


(    '77  ) 
quons,  à  cet   effet,    qu'il  peut   arriver   Je  trois    choses 
l'une  :  ou  bien  on  n'a,  pour  aucune  valeur  de  i, 


ou  bien 


Xi=yi 
pour  une  valeur  de  i  seulement,  ou 

Xi  =  yi 

pour  les  trois  valeurs  de  i. 

Examinons   successivement   chacune    de    ces    hypo- 
thèses : 

i"  On  a,  par  exemple, 

Jl  =  ^2, 
J2=  373, 

J3  =  xx  ; 

/,  m,  p  vérifient  donc  les  trois    équations  du  premier 

degré 

lx\  -+-  mxi  -^ p  =  Xi, 

lx\-^  HlXi-\- p  =  373, 
lx\  -r-  inX^  —  p  =  Xxi 

desquelles    nous   tirons    la    valeur    de  ces   inconnues, 
savoir 

X2  Xi 

Xs         Xi 
Xi  X-x 


l 


p  = 


Xzi       X^      X^ 

.r|     ^3     Xi 


D 


Ann.  de  Mathémat.,  3=  série,  t.  VI  (Avril  1887). 


i3 


en  posant 


.rf 

Xi        I 

T\ 

Xo        I 

xl 

a^3        I 

(   »7^  ) 


{Xi  —  X2)(X2  —  X3){Xi—X3] 


On  peut  exprimer  la  valeur  de  D  au  moyen  des  coeffi- 
cients   de   l'équation  proposée,  car  le  discriminant  de 
elle-ci  est 

D-  =  «2^2 —  /j^3  —  ^a^c  —  27 c2  -t-  18  abc. 
Nous  avons  ensuite 

xl  -{-  xl-{-x\  —  X1X2  —  X^X:i  —  X:iXi 


l 


D 

{Xx-\-  X2-^  Xr^y-—  Z{XxX.i-\-  X'iX^-^  X^Xi) 


D 


36 


pui£ 


x'\  x^  -H  x'I  Xi-i-  xffX^  —  .r  f  —  xl  —  xl 


Il  nous  faut  calculer  la  fonction  des  racines 

t  =  X'^X3-\-  xlXi-+-  xlX2, 

qui  est  susceptible  de  deux  valeurs.  Soit  t^  la  seconde 

t'  =  XiX^-hXixl  -i-x^xl. 
On  a 

t-\-  t'=  I.XiX3{Xi-lrXs)=  I.XiX3{—a  —  X2) 

=  —  al.XiXa  —  3x1X2X3, 
t  -{-  i'  ^=  —  ab  -{-3  c, 

t  —  t'—  XiX3(Xi  —  X3)-+-xl  {Xi  —  X3)—X2{xl  —  X3) 

—  (xi  —  .Ta  )  (  Xl  X3  -+-  x^—x^Xi  —  Xi  X3  ), 

t  —  t'  =  {Xi~  X3){Xi—  X2)  {X3  —  X2)  — —  D. 

Ces  deux  relations  fournissent  les  valeurs  de  t  et  de  /', 
(  =  ^(—D  —  ab-^-3c),         t'  —  ^CD—ab-hSc). 


(  '79  ) 
D'ailleurs 

=  3a7ia72^3  +  (a7i-+-  a^a  +  iPsK-'^i  "!"  ^1  ~^*^3 — XiXi  — .  . .) 

=  SXiX^a^S-^  (^1  4-  372  +  373  )  D  / 

=  —  3c  ^a{a- —  3b). 

Donc 

U—  D  — rt6  +  3c)-+-3c  +  a(a2_36) 
'"=^ D ' 

aa^  +  qc  —  7  «6  —  D 
'"  =  -^ 

Quant  à  la  valeur  de  p,  c'est 

7^=  — ^ W^ '— 

x\x=i{xx-^  x=i)  -1-  x\X'i[x<i-\-  x{)-k-  x\  Xx{x^-\-  xx)  —  •i.'^x\x\ 

a7f  a72(— «^ — Xz)-^x\  x-i{ — a—  Xi  )-\-xlx,( — a  —  x^,)  —  2l.xlx^ 

—  a(xxXo-t-  xî  X3-+-xlxi) —  XiXiX3(xi-h-  x^-hxa)  —  iliXlxl 

—  at' —  ca  —  i'Lxlx\ 


P  = D 

Or 

'Zx\x\  —  (S  372  3^3)2 —  2  371372  37.3(371-+-  372 -f-  373  )  =  6^ —  ICtC] 

donc 

—  at'  —  ac  —  ib'-h  Sac 
P  = 


D 

3ac  - 

-2^2 

— 

>- 

—  ab 

+ 

3c) 

D 

Sac  - 

-462 

-{-a^b- 

-a\y 

y  = 


'  2D 

En  résumé  la  substitution 

2(a2— 3  6)372h-(2«3— 7a6 -i-gc  — D)37-f-(3ac  — 462 -f- «2^  — aD) 
__  , 


(   i8o  ) 
où  D  désigne  l'une  quelconque  des  racines  carrées  de  la 
quantité    D-  =  ci^h-  —  4^*  —  ^  a^ c  —  •2'j c^  -\-  iS abc, 
donne  deux  solutions  de  la  question. 

Exemple.  —  x^  —  5  x-  4-  6x  —  i  =  o  -,  on  a  ici 

ù,  =  —  5,         b  =  6,         c= — r, 
D2  =  5.5  X  36  —  4  X  6  X  36  —  4  X  125  —  27  -1-  i8  X  5  X  G 
=  36  —  4  X  5(25  —  27)—  27  =  9  -^  4  X  5  X  2  =  49, 

D  =±7. 

a2_36==  25  —  18  =  7, 

ia^  —  7  «6 -1-90=  —  2x1 25 -1-7x5x6  —  g 

=  —  5  X  2(25  — 21)— 9  =  —  49  =  —  7  X7, 

3ac  — 4^2-1-  a'^b  =  i5  —  4  x  36  -H  25  x  6 

=  i5  ^-  6(— 24-f-  25)  =  21  =  3  x  7. 

En  prenant  D  =  -j-  7,  on  obtient 

/    =1=1, 


7 

7^7       7  _ 
2x7 

3x74-5x7 


^  2x7  2 

Donc  la  substitution  j  =  (x —  2)-  reproduit  l'équa- 
tion 

x^ —  5x^  -\-  &X  —  I  =  o. 

On  peut  prendre  D  =  —  7  et  l'on  a 

—  7 
„-        —  7  X  7 


-^  -3 

—  2  j<.  7 

3x7  —  5: 
P  = 


—  2x7 
3X7—5X7 


-  2  X  7 

Autre  exemple.  —  x^  —  ?>\x-  —  3  JC  +  A  =  o  ^  c'est 
l'équation  qui  donne 


tang  3  =  -3^ 


(   «Si    ) 

en  fonction  de 

tanga  =  À. 

Il  faut  faire,  dans  les  formules  générales, 

a  =  — 3X,         6  =  —  3,         c  =  l. 
On  a  alors 

D2=3  X27X2-X-4  X -27-^4  X  27 X*— 27X2  +  18x9X2 
=  4  X  27(1^X4-^2X2)  =  4  xg  x3(i  — X2)2, 

D  =±6(n-X2)/3. 

«2— 36  =  9X2h-9  =  9(i+  X2), 
2a3-i-9c  — 7a6  =—  2  X  27X3-4-9X  — 7  X  9X  =  — 54X('i -1-X2), 
iac  —  ib--^a^b  =  —  9X2—4x9  —  3  x  9X2  =  — 3G  (i -f-  X2). 

Donc 

6(i  +  X2)X£v/3  '-^ 

—  54X(i  +  X2)— 6(i-!-X2)/3  X£ 
m  = — — 

2  x6(n-  X2)sv/3 

=._l(i_^3£v/3X), 

—  36(1-+- X2)-H  3X  X  6(1-4- X2)çv/3        3X  ,- 

n     :=    — =    —  îy'J. 

2x6(n-X2)£v/3  2 

Au  lieu  de  garder  la  transformation  entière 

sv/3  1-^3X2/3  3  X  — 20/3 

y  =  -^--  x^ —  X  H —  j 

•^2  2  2 

nous  allons  clierclier  la  transformation  liomographique 
équivalente.  On  atteint  ce  but,  comme  l'on  sait,  par  une 
simple  division  algébrique.  Or  on  trouve 

x'^—Zi-x"- —  "^x -V-  X 

£v/3     ,       i-f-3X£v/3  3X  — 2£v/3\/   2  2 

-  j  ^-  -t-  f  £  y/j . 


Donc 


y  =  - 


(  182) 


Vs 


2 

— F  37  + 

V3 


f  (icsv/S -)- i)        i  +  a7sv/3 


On  arrive  à  ce  résultat  connu,  à  savoir  que,  si  x  =  tang  <^ 
est  une  racine,  les  deux  autres  sont 


— /3  tango -tang- 


I  -H  tang cp  tang  - 


-  =  tang(^^_- 


el 


l-\-  X  s/'i 

=  tang  (  ?  —  3  +  TT 1  =  tang  (  ?  +  -y 

:r  +  /3  tangcp  +  tang| 


v/3        i_ 


=  tang  I  cp 


2°  On   a 


c'est-à-dire 


tangcftang- 
J2  =  3:3  ; 


-;)• 


/a^f  +  mxx-^  p  —  Xx, 
lx\  +  mx^A-  p  =  3^2, 

Z^|-r-  mXi+ p  —  iPs. 

Ces  équations  nous  donnent  les  valeurs  des  inconnues 


a?!        Xx        I 
372        X-i        I 

iPs        a?2        I 


X\       Xi        I 

.ri     3^3     I 

xl      Xz      1 


•2  371373-4-  37|  —  37| 2  371^72 

__ 


l  = 


(   '83  ) 

{Xi  —  Xi){Xi  —  Xi){Xz—  X^_) 
IXi X^  —  Xi  SiTi  Xi- 


Xl —  373 


{Xx  —  X^_){Xx  —  Xs)  xl  —  Xi{X2-\-X3)-i-X2X3 

Sxf-ha  _     Xi{ixx-{-  a) 

c        ix'\-^  ax\  —  c 
x\-^Xx{a  -h  Xi) 

a^i  (  3  37] -f-  a  ) 
—  ax\  —  ibxi  —  3  c 


Xi        I 


X%       X3        I 


Xi  Xz -i-  Xixl->r  xl  —  X?2 Xi  XI  —  x{x 


-  D  — D 

_  x\{xn  —  X3)-\-  xi{x\  —  xl)  —  {x\  ^  x\) 

~  {Xi  —  Xi){Xi—  Xz){Xz  —  Xi) 

x\^  Xi{x^-{-  x^)  —  x\  —  x^Xz  —  x\ 

{Xi,  —  X.2){X3—  Xi) 

_   Xx  {Xi-^nX^^Xs)  (.Ta  +  3^3  )2  -+-  X^  X3 

—  (Xi X2)(Xi X3) 

C 


axi-\-(a^Xiy-\ 


xl-i-  Xi{a-\-  xi) 

X-i 


axf  —  c 


Xt(o.axi  -I-  «2 —  ^) 


P  = 


—  ax'i  —  26^1  —  3c  ' 

;37j  0^1      JC\ 

Xl           I 

I 

Xl       X3       Xi 

xl      Xi 

X-i 

X\       Xi      X-i 

x\      X2 

Xz 

— 

—  D 

-D 

Xl          I         0 

Xl 

I 

Xi 

—  D 

xl       X3       X2  —  Xs 

Xii 

^3- 
-1 

-X2) 

3 

xl 

X3 

Xl       X-2       X3 X2 

xl 

X2 

Xl                       I 

0 

-D 

X\-\-X\       X2-\-X3 

0 

xl 

X2 

I 

Xi{X3 X=i^ 


D 


{Xi{x2->r  X3)  —  xl~  xl\. 


p 


(  ^84  ) 


—  {x^—x^){x^- 

—  a?3)(^i  — a^-s) 

•-T] 

[a-i(— a  — a7i)- 

-(372+2:3)^  +  2 

OC^X'i 

] 

x\  —  .ri(a:-; 

,-!-a:'3)-+- J^s-ï's 

^1 

^1  - 

x\  -f-  a^i  (  a  -}- 

— 

^i(2a7f  H-  3«a7f 

+  «2  j"j  _j_  -i  c  ) 

2a7j-t-  «a7f  —  c 
—  Ca^i  -!-  «)(a7f  +  ax\  -\-  hx^  +  c)-\-  'i.hx'\  -\-  ahxx  -t-  ac 

—  ax\ — 26.^1  —  3c 
"xb x\  ^  ab X i-^  ac 


ax'l  —  Q,bxi~  ic 


En  remplaçant  x  par  chacune  des  trois  racines  de 
l'équation  donnée,  nous  obtiendrons  trois  solutions  de 
la  question. 

On  sait  comment  on  pourrait  ramener  les  expressions 

précédentes  de  /,  7?^,  ^  à  la  forme  -7—^ ^,  • 

OC  ^j      T"   M 

On  voit  facilement  comment  on  pourrait  former  l'é- 
quation du  troisième  degré  dont  dépend  l'un  des  coefE- 
cienls  /,  m,  p  et  déterminer  rationnellement  les  deux 
autres  en  fonction  de  celui-là.  Il  faudra  en  tous  cas 
résoudre  une  équation  du  troisième  degré  qui  a  le  même 
nombre  de  racines  réelles  que  la  proposée. 

3°  Si  l'on  a 

Ixf  -+-  mx/-{-p  =  Xi 

pour  les  trois  valeurs  i,  2,3  de  l'indice  i,  on  a  identi- 
quement 

lx'^-\-  mx  -\-p  =^  X, 
c'est-à-dire 

^  =  yo  =  o,        m  =  i . 

Nous  trouvons  ainsi  la  solution  j  =  x,  qui  était  à  pré- 
voir. 

Remarques.  —    1.  En  supposant  réels  les  coefficients 
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de  Téquation  proposée,  quatre  des  substitutions  trou- 
vées sont  à  coefficients  réels.  En  eifet,  quand  les  racines 
Xi,  0:0,^3  sont  réelles,  D-  est  négatif,  et  par  suite  D 
imaginaire  :  les  deux  solutions  trouvées  dans  le  premier 
cas  sont  imaginaires  et  les  quatre  autres  sont  réelles 5 
si,  au  contraire,  x  seule  est  réelle,  D-  est  positif  et  les 
seules  solutions  imaginaires  sont  celles  du  deuxième  cas 
qui  correspondent  à  oTo  et  x^. 

2.  On  pourrait  se  proposer  de  généraliser  la  question 
et  de  prendre,  au  lieu  d'une  équation  du  troisième  degré, 
une  équation  de  degré  n.  Le  nombre  des  solutions  serait 
alors  1.2.3  ..  .  n\'\\  est  remarquable  que  ce  nombre 
est  précisément  le  degré  de  l'équation  de  la  résolution 
de  laquelle  Lagrange,  cherchant  à  généraliser  ce  que 
l'on  connaissait  relativement  à  la  résolution  des  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré,  avait  fait  dé- 
pendre celle  de  l'équation  du  degré  Ji. 

En  étendant  l'analyse  exposée  précédemment,  on  peut 
d'ailleurs  ramener  la  résolution  de  cette  équation  de 
degré  n\  à  celles  de  plusieurs  équations  de  degrés  moin- 
dres et  au  nombre  de  n.  On  est  en  effet  naturellement 
conduit  à  distinguer  Ji  cas  : 

1°  on  n'a  Xi  =  yt  pour  aucune  valeur  de  i; 
2°  on  a      yi^=L  Xi  pour  une  seule    »  ; 

3°     »  »  pour  deux  » 

4"     »  »  pour  trois  » 


(n  — 1)°  »  pour  n  —  2  »  ; 

n°  »  pour  n  —  i  et  par  suite  pour /i. 

Mettons  de  côté  le  7z"^"'«  cas,  qui  comporte  évidemment 
une  seule  solution  y  =^  x^  ç,\.  appelons  «„  le  nombre  de 
solutions  qui  correspondent  au  premier.  Considérons 
le  (/:>  -f-  ly'^'"*^  cas,  celui  où  Xi=^  v,-  pour  p  valeurs  de  i  ; 
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laissons  d'abord  fixes  ces  valeurs  de  i  :  nous  aurons  un 
nombre  de  solutions  égal  à  iin-p'-,  cela  est  évident  d'après 
la  définition  même  de  ujf.  Or  il  y  a  C,^  manières  de  sup- 
poser l'égalité  Xi=^ji  satisfaite  pourp  valeurs  de  i\  donc 
le  nombre  de  solutions  alïérentes  au  [p  -\-  i)"^*"*^  cas  est 

De  plus  nous  avons,  en  égalant  deux  expressions  du 
nombre  de  solutions 

En  faisant  successivement  7z  =  2,  3,  4>  5,  .  .  . ,  n —  i , 
Ji  dans  cette  formule,  on  calculera  zio^  puis  z^a,  1^4,  tf^, . . ., 
Un-\,  Un-  Attribuons  à  n  la  valeur  2  \  nous  trouvons 

i«2-)-  I  =  I  .2,  «2=  ï) 

ce  qui  était  à  prévoir. 
Si  «  =  3 ,  on  a 

«3-1-  3i<2-t- 1  =  I -2.3,  «3=6  —  3  1  =  2, 

résultat  que  nous  avons  efïëctivement  trouvé. 
Reaiplaçons  n  par  4  et  nous  trouvons 

Ki  =  24  —  8  —  6  — 1  =  9- 

Ainsi,  dans  le  cas  du  quatrième  degré,  la  résolution 
de  l'équation  du  vingt-quatrième  degré,  qui  résout  la 
question  posée,  se  ramène  à  la  résolution  de  quatre  équa- 
tions dont  les  degrés  respectifs  sont 

if4  =  g,  4i<.j=8,  6  «2  =6,  I. 

La  façon  la  plus  simple  de  calculer  Un  consiste  à  re- 
marquer que  l'on  a 

«„  =  /?«„_!-;-(— I)". 
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Pour  le  démontrer,  posons  «/,=  A  !  i^a  5  nous  aurons 

C' 


—  «'«-1 
n 


CP  C7r' 


I 


n(  n  —  }).  .  .(n  —  jo  -t-  i  )         ^       "  '  '       7i.  .  .'6 
c'est-à-dire 


^3  ^-  7- —7   <-'2  -^   -T    =  I  • 


(«.  —  iîj!  (/l  — 2j!       -  7i 

Retranchons  de  cette  égalité  celle  que  l'on  obtient 
en  y  remplaçant  n  par  n  —  i  et  nous  verrons  que 

(  Vn  —  Vn-i  )-!-  —  (  Vn-l  —  f  «-2  )-+-.•• 

H i  {Vn-p—  Vn-p-i  )-f-... 

I  ,  .  I  1  î 


La  forme  de  cette  relation  montre  que,  si  l'on  y  at- 
tribue successivement  à  n  les  valeurs  ii^ii  —  i,  .  .  .,3, 
on  obtiendra  un  système  de  n  —  3  équations  linéaires 
par  rapport  aux  inconnues  p„ — ^n-\i  •■■■>  ^k —  <^A-i>  •■••) 
^a —  ^2  qui  admettra  un    système  unique  de  solutions. 

Or,  si  l'on  fait  généralement  (^a —  ^k-t  =  — r-j —  elv.^^^  ~ 

dans  le  premier  membre  de  la  précédente  égalité,  le  ré- 
sultat a  pour  expression 

(—  I  )"  (—  I  )"-!  (  —  I  )>i-P 


ni  (  n.  —  I  )  !  I  !       ■  ■  ■       (  n  —  p)lp\  ~^"  ' 

(—  I  )■''        (-1)^    „  _L  _:_  __tziy_ 

(n  — 3)!3!        (7i  — 2)!2!    '    ni    '    (n  — i)!i! 
=  (_i)«„!|-i_Q_^...  +  (_i)PGP  +  ... 

+  (-I)"-'-G;r'-^(-I)"-^-(-l)"-*G«-M 
=  (— i)«n!(i  —  i)«  =  o. 
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La  solution  du  syslème  en  question  est  donc 

Vk—vi,-i=—p—  (/£■  = /i,  rt~I,  ...,3). 

Ainsi,  l'on  a  bien 

n!        (n  — i)!  ~      n\     ' 
ce  qui  équivaut  à 

11,1=  nun-i-h( — i)". 

On  voit  que  u,i  croît  à  peu  près  aussi  rapidement 
que  71  ! 

L'expression  de  ii,i  en  fonction  de  n  s'obtient  facile- 
ment en  employant  la  relation  précédente  5  on  en  déduit 
immédiatement 

Un       (—1)'^    ,    (—1)"-*    ,         ,    (—1?    ,    «2 


n\  n\  (n  —  i)\    3!  2! 

ou,  puisque  zfo  =  i , 

L        ï       '-2        1.2.3  /i!J 

L'expression    entre    crochets    est    le    développement 

de  -)  arrêté  au  (n  -+-  ly^"^"  terme ^  donc  pour  «  ^  3,  — ^  est 

I        I 
compris  entre  -  et  ^  • 

Observons  que  l'équation  de  degré  zf,,,  à  laquelle  nous 
sommes  arrivé,  ne  renferme  que/z  coefficients  arbitraires, 
ceux  de  l'équation  proposée  de  degré  n-^  elle  n'est  donc 
pas  la  plus  générale  de  son  degré.  Il  est  visiJ>Ie  que  si  la 
proposée  peut  être  résolue,  elle  pourra  l'être  également 
et  sa  résolution  dépendra  de  celle  d'une  équation  de 
degré  /i  au  plus. 

A  l'égard  de  l'équation  de  degré  C'^^'^  Up(p>2),  nous 
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remarquerons  qu'elle  peut  être  résolue  si  la  proposée 
est  aussi  résoluble. 

De  ce  qui  précède,  il  ressort  que,  si  l'équation  pro- 
posée f  peut  être  résolue,  il  en  sera  de  même  de  notre 
résolvante  o  du  degré  /z!  ;  si  l'on  peut  trouver  seulement 
q  racines  dey,  on  en  pourra  trouver 

de  'j. 

I 

Supposons  que,  réciproquement,  l'équation  ■:>  soit  ré- 
soluble, ou  même  seulement  que  l'on  puisse  trouver  une 
racine  de  l'équation  de  degré  Un  dont  il  a  été  parlé.  On 
aura 

Xn  =  ^{Xa-ih  X\.=  ^K^n), 

^{x)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x.  On  en 
déduira 

^2=0(a^i),  ^3=0|:0(a;2)]=02(^2), 

Xn  =  6«-l(a7rt_i),  Xi  =  ^i'^{Xn). 

L'équation  f  sera  abélienne  et  par  conséquent  réso- 
luble algébriquement. 

Si  l'on  sait  calculer  une  racine  de  l'équation  de  degré 
Q^^Uji-p-)  ^  —  P  racines  de  l'équation  y  pourront  être 
exprimées  rationnellement  à  l'aide  des  p  autres  et  l'on 
peut  affirmer  que  l'équation /est  susceptible  d'abaisse- 
ment. 

En  résumé,  on  a  ce  théorème  : 

Pour  que  l'équation  '-i  =  o  soit  résoluble  algébri- 
quement, il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  f  soit 
elle-même  résoluble . 

On  voit  maintenant  pourquoi,  dans  le  cas  du  troisième 
degré,  on  a  dû  nécessairement,  pour  résoudre  complète- 
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ment  cp,   résoudre  d'abord  l'équation  f  (ou  une  autre 
tout  à  fait  analogue). 


SUR  \M  APPLICATION  Dl  THEOREME  DE  ROLLE; 

Par  m.  Cii.  BIEHLER. 


1.  Si  l'on  prend  les  dérivées  par  rapport  à  x  et  à  y 
de  l'expression  {x-  -\-j-  —  ''^)",  <y-  fois  par  rapport  à 
X  et  [i  fois  par  rapport  à  j^  les  nombres  a  et  (^  étant  des 
entiers  quelconques,  mais  tels  que  in  —  (a  +[51)^0, 
ou  obtient  une  fonction  de  degré  2«  —  (a+  (3)  en  x 
clj.  Si  l'on  égale  à  zéro  cette  fonction,  l'équation  ob- 
tenue représente  une  courbe  qui,  abstraction  faite  des 
axes  de  coordonnées,  se  trouve  tout  entière  renfermée 
dans  le  cercle  x-  +  J'  —  r-  =^  o. 

Nous  allons  démontrer  cette  propriété,  bien  connue 
d'ailleurs,  en  nous  appuyant  sur  les  théorèmes  sui- 
vants : 

2.  Théorème  I.  —  Si  ^{x)  est  uji  polynôme  en  x- 
dont  tous  les  zéros  sont  imaginaires,  mais  de  la  forme 
db  «i,  a  étant  une  quantité  réelle,  les  équations  que 
l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  successives 
de  <ï>(x)  n  ont  d'autres  racines  réelles  que  x=o  et 
leurs  racines  imaginaires  sont  toutes  de  la  même  forme 
que  celles  de  4>(x)  :=  o. 

En  effet,  soit 

on  aura 

^'{x)  =  IX  cp'(T"-). 

Si  l'on  pose  x-  =  s,  l'équation  cp(z)  =  o  a  toutes  ses 
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racines     réelles    et    négatives   ;  par    suite  ,    l'équation 
o'{z)  =  oa  aussi  toutes  ses  racines  réelles  et  négatives: 
le  théorème  est  donc  démontré  pour  l'équation 

<P'(x)  =  o. 

Formons  <Ï>"(j:),  on  a 

<î>"(a7)  =  4a;2  u"(a72) -^  2  cp'(a72)  ; 

l'équation  ^"(x)  =  o  ne  contient  que  des  puissances 
paires  de  x;  en  posant  x-  =  z^  nous  allons  montrer  que 
l'équation 

4^  cp"(5)-i-  2o'(^)  =  O 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  négatives.  En  effet,  l'équa- 
tion 0(2)  =  o  ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  néga- 
tives, il  en  est  de  même  de  l'équation  '^'(-)  =  o.  Soient 
a,,  ao,  ...,  y./i  les  n  racines  de  cette  équation  5  sub- 
stituons-les dans  la  fonction 

elle  devient  successivement 

4a,tp"(ai),     4'/2'f"(a2J,      •••,      4=«„o"(a,j^. 

Les  quantités  cp^fa,),  '^"(olo),  .  .,  cp"(a,,),  d'après  le 
théorème  de  RoUe,  sont  de  signes  contraires,  par  con- 
séquent la  suite  des  quantités 

4'^rf"(=ti)>    ^'J-i'î"(M),    "■■,    4^«  ?"(««) 
ne  présente  que  des  variations.  L'équation 

4  ^  o"  (  ^  j  -i-  2  Cf  '  (  ^  j  =  o 

a  donc  n —  i  racines  réelles  comprises  entre  a,  et  ao, 
ao  et  7-3,  ,  .  . ,  y.|l_^  et  a„  ;  comme  elle  estde  degré  7Z,  elle 
a  toutes  ses  racines  réelles. 

La  71^'"^"^  racine  ne  peut  pas  être  positive,  car  'j>"{z) 
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et  o'{z)  sont  des  polynômes  qui  ne  présentent  pas  de  va- 
riations, puisque  tous  leurs  zéros  sont  réels  et  négatifs  ; 
par  suite 

n'en  présente  pas  non  plus  ;  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion 

\z^"{z)  -k-io'^z)  =  o 

sont  donc  réelles  et  négatives.  On  en  conclut  que 
les  racines  de  l'équation  ^" {x)  =  o  sont  toutes  imagi- 
naires et  de  même  forme  que  celles  de  ^{x)  =  o. 

Il  est  bien  évident  que  ces  deux  propositions  démon- 
trent le  théorème. 

3.  Théorème  II.  —  Si^{x)  est  uti  polynôme  en  x- , 
tel  que  V équation  0(a:)=o  n  admette  pour  racines 
imagiîiaires  que  des  quantités  de  la  forme  ±ai^  a 
étant  réel,  les  dériuées  successii^es  de  ^(x)  égalées  à 
zéro  nous  fourniront  des  équations  dont  toutes  les  ra- 
cines réelles  sont  comprises  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  des  racines  réelles  de  <ï>(x)  =  o. 

Si 

*(^)  =  (:c2-a?)(:p2_a2)...(^2_«2)(^2_i_a2)...(^2_(_a^), 

ai,  a^,  .  .  . ,  an  étant  des  quantités  que  nous  supposerons 
positives  et  rangées  dans  Tordre  croissant,  a,,  ao,  ...,  a^ 
des  quantités  réelles,  les  racines  réelles  des  équations 
<I)(H-)(a:)  =  osonttoutes  comprises  entre  —  a„  et  -j-  a„. 
Posons  encore 

on  aura 

en  posant,  comme  précédemment,  x-  =  z^  l'équation 
o'(3)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 
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(I>'(.r)  =  o    a  poiii'  l'acines  réelles  /.éro  et  a(/z —  i) 
aiilies  laciiies  eoiiiprises  entre  les  nombres  des  suites 


et 


vSoien  t 

-^6,.      +62,       ...,       -+-bn-i 

les  in —  I  racines  réelles  de  l'équation  dérivée 

<Ï»'(J7)  =  o, 

que  le  théorème  de  Relie  nous  permet  de  mettre  immé- 
diatement en  évidence  5  une  autre  racine  de  réquation 
cp'(z)  =  o  est  comprise  entre  a\  et  —  a':^  ;  elle  peut  ôti-e 
positive  ou  négative.  Si  elle  est  positive,  à  celte  ra- 
cine correspondront  deux  racines  réelles  de  récjuatioii 
<I>'(x)  =  o,  en  valeur  absolue  moindres  que  «,  ei,  si 
elle  est  négative,  il  lui  correspondra,  dans  <ï>'(x)=o, 
deux  racines  imaginaires  de  la  forme  ±  «t;  quant  aux 
racines  de  o'(^)  =  o,  comprises  entre  —  a.\  et  —  a^,  il 
ne  leur  correspond  dans  <I>'(x)  =  o  que  des  racines  ima- 
ginaires de  la  forme  dzat;  l'équation  ^\x)=-o  n'a 
donc  pour  racines  réelles  que  des  quantités  comprises 
entre  — ««  et  -H««,  ce  qui  démontre  le  théorème  pour 
4)'(x). 

On  a,  comme  précédemment, 

L'équation  fl>"(.r)  ^  o  ne  renferme  que  des  puissances 
paires  de  x  ;  en  posant  x-  =1  z,  elle  devient 

e(5)  =  4-'f(^)-+-2'f'(-)  =  o. 

Celte  équation  a  toutes  ses  racines  réelles. 
Eu  elïet,  nous  avons  vu  cjue  <ï>'(a;)=  o  a  2«  —  i  ra- 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  VI  (Avril  1887).  x4 
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fines  leellfs 

et  qu'elle  pouvait  avoir  de  plus  deux  autres  racines 
réelles  entre  o  et  ^,  et  entre  o  et  —  ^i .  Elle  a  toujours 
au  moins  2(/; — i)  racines  imaginaires  de  la  forme 
±ai.  Si  4>'(.r)  =  o  a  2« —  1+2  racines  réelles, 
<P"{x)  =  0  a  0,71  racines  réelles  dans  les  intervalles  pré- 
sentés par  les  premières  :  mais  alors  0(c)  =  oa«  ra- 
cines positives  et  ^  —  2  racines  négatives  ;  car  nous 
avons  vu  que  z>'(z^  =  oap —  1  racines  négatives,  et 
ces  racines  substituées  dans  S(z)  donnent  des  résultats 
de  substitution  do  signes  contraires.  L'équation 

0(s)  =  o 

a  donc,  dans  ce  cas,  n  -h  l>  —  '^  racines  réelles  et,  comme 
elle  n'est  qu(î  de  degré  n ->r  p — i,  toutes  ses  racines 
sont  réelles. 

Si,  au  contraire,  <i>{x)  =  o  n'a  que  "2  n —  1  racines 
réelles,  <I>"(a:)  =  o  n'aura  que  iJi — 2  racines  réelles 
dans  l'intervalle  de  —  h,i_i  à  -h  ^„    1 ,  mais  alors 

a  p  racines  négatives  qui  sépareront/^ —  i  racini's réelles 
de  B(z)  =  o  ;  ou  en  conclut  que  Q(  z)  =^  o  a  n  -\-  ])  —  2 
racines  réelles  et,  par  suite,  que,  dans  les  deux  cas, 
toutes  ses  racines  sont  réelles. 

L'équation  0(x^)  =  o  est  de  la  forme  de  ^(x)  =  o  • 
elle  n'a,  d'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  que 
des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires  de  la  forme 
-4-  ai  :  on  démontrerait  sur  celte  équation  (|ue  ses  deux 
i)remières  équations  dérivées  remplissent  également  les 
conditions  de  l'énoncé,  et  ainsi  de  suite. 

Il    faut  toutefois    (pie   la    {11 -t  J^ —  ,  ^khk-    ,.,-,,.;„,.    Je 
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W(z)  =:  o.  sur  l'ordre  de  gi-andeur  de  laquelle  nous  ne 
savons  rien  jusqu'ici,  soit  moindre  que  a,,,  si  elle  esl 
positive,  rsous  allons  démontrer  qu'elle  esl  moindre  que 
la  plus  grande  raciiie  positive  a  de  l'équation  '-s' (s)  =  o*, 
elle  sera  alors  moindre  que  «„.  11  suffit  de  faire  voir  que 
0(+  =o  )  et  0(a)  sont  de  mêmes  signes.  Or,  0(-h  ce  ) 
est  du  signe  de  '/'(-f-  ce  ),  0(  a)  est  du  signe  de  'J'(y.)  ; 
entre  a  et  -h  oo  ,  '^"(z)  =  o  n'a  pas  de  racine  :  donc, 
®(  H-  co  )  et  0(  a  )  sont  de  Jiièmes  signes. 

i.  Les  théorèmes  I  et  II  subsistent,  quand  même  un 
certain  nombre  de  facteurs  de  la  forme  x-  —  n-  ou 
X-  -\-  a-  deviennent  égaux  entre  eux. 

En  particulier,  si  toutes  les  racines  sont  imaginaires 
et  deviennent  égales  deux  par  deux,  c'est-à-dire  si 

'^'(X)  —  (x-  -^  7.2  >", 

toutes  les  équations  <ï)^t^-  (a)  =  o  ont  toutes  leurs  ra- 
cines imaginaires,  sauf  la  racine  x  =  o;  si 

4>  (  :r  )  =  (  ar-^  —  «2  j» . 

toutes  les  équations  <!>  ^!^-  (.r  )  =  o  ont  leurs  racines 
réelles  et  comprises  entre  —  a  et  -j-  n. 

Les  démonstrations  précédentes  s'appliquent  sans 
modifications  sensibles. 

Cela  posé,  nous  allons  passer  à  la  déinonstialion  du 
théorème  énoncé  au  début. 

o.   Considérons  la  fonction   L  =  ( x-  -f-  \-  —  /-  )". 
Vous  allons  démontrer  que  réc|iialion 


OX'J-  r)jfi 

représente  une  courbe  (|ui,  abstraction  faite  des  axes  de 


(    'Pti   ) 
coordonnées,  est  renfermé  tout  entière  dans  le  cercle 

La  dérivée  - —  est  de  la  forme 

<I>(x,  y^  étant  un  polynôme  en  x-  et  j  -,  et  qui  renferme 
jc  en  facteur  s'il  est  de  degré  impair.  On  voit,  à  l'inspec- 
tion de  ce  polynôme,  qu'il  est  de  la  forme 

X-  o(.r"^,  x"-  -^ y""-  —  r^), 

la   fonction  cp   étant  homogène  en  x-  ei  x- -\- j-  —  /-, 
et  t  étant  zéro  ou  un. 
On  pourra  donc  écrire 

=  x-{x-  -V- y-  —  r-)"-'-'-  '-^{x-,  X-  -^y-  —  r-  ). 

La  fonction  homogène  'f{x-^  x-  -H  7-  —  /-)  peut  être 
décomposée  en  un  produit  de  facteurs  de  la  forme 

^  (x^  -^  y-  —  r-  -^hix-  ) 

{x'^  -^  r-  —  '•-  +  À,^^-)  •  •  •  (-^^  -^ y"^  —  '''  -f-  '^■x'SC^)  ; 

les  quantités  A,,  Â^i  ■•••,  ^>a  so"t  indépendantes  de  x, 
de  7  et  de  r  :  ce  sont  des  quantités  numériques  réelles 
et  positives. 

Lu  eifet,  dans  l'hypothèse  de  /-  — y-  ^  o,  les  racines 
de  l'équation 

r)aU  _ 
ôx'-^  "~  " 

sont,  d'après  les  tliéoièmes  précédents,  toutes  réelles  et 
comprises  entre 


—  \/ r'^  —  1'-      cl      -4-  y//'-  — y-- 
Comme  on  doit  avoir,  en  désignant  par  x^,  wnv  de  ces 


(   «97  ) 
racines, 

et  que 

^^<'-— r-, 
il  s'ensuit  que 

.r^^y'  —  r'-<o, 

et,  par  suite,  A.r,j-  est  positif,  ce  qui  exige  que  A  soit  po- 
sitif. 

jNous  avons  supposé,  pour  établir  ce  résultat,  que 
r-  — j-  ^  o  ^  il  est  évident  que,  les  quantités  A  étant 
indépendantes  de  j:,  de  7"  et  de  /•,  la  conclusion  précé- 
dente subsiste  dans  tous  les  cas  ;  on  a  donc 

^J^  =  y^Hcc-^  -i- y^  -  r^r-^[xHi  ^  II)  ^ y-  -  r^ 

Ln  égalant  a  zéro  - — >  on  obtient  un  certain  nombre 

de  fois  le  cercle  x-  -+-  y-  —  /'^  =  o,  l'axe  de  y  si  s  ^  o, 
et  enfin  une  série  d'ellipses,  dont  les  équations  sont 
toutes  de  la  forme 

x^(i  -+-  1)  -j- y-  —  r^  =  o, 

qui  ont  pour  grand  axe  le  diamètre  vertical  du  cercle, 
pour  petit  axe  une  portion  du  diamètre  horizontal. 
Elles  sont  donc  renfermées  dans  le  cercle 

372     -4-    ^2     fi       —     Q 

Si  maintenant  on  prend  ^  fois  la  dérivée  par  rapport 
à  r  de 

on  obtient  un  polynôme  en  x  et  j'  de  degré 

2/i  — (a-^P). 
(^e  polynôme,    considéré  comme  une  fonction  de  y. 


(   •9«  ) 
pioveiiaut   par    Jii    dérivations   successives  du  polynôme 

en  j  -,  -T-^  a,  d'après  le  lliéorèiiie  li,  tousses  zéros  réels 

compris  entre   la  plus  grande  et  la  plus  petite  racine 

réelle  de  l'équation 

d^V  _ 

Il  est  évident  que  la  quantité  /-  — x-  est  supérieure  à 
toutes  les  tjuantités  de  la  forme 

où   A  est  une  quantité  positive.  Par  suite,  toutes  les  ra- 
cines réelles  de  l'équation  enj 

sont  comprises  entre 

—  yr-  —  X-     et     -i-  ^ r-  —  x-  ; 

on  a  donc,  en  désignant  par  j^^  une  racine  réelle  quel- 
conque de  cette  équation, 

ou  bien 

^2-^j-^  — /•2<o: 

les  points  de  coordonnées  x   et  7  [^  sont  donc  situés  à 
l'intérieur  du  cercle 


Ce  sont  d'ailleurs  les  seules  solutions  réelles  de 
l'équation  ;  car,  si  /•-  —  x-  <^  o,  toutes  les  racines  en  y 
de  l'équation 

r)-^V  _ 
Ox'J-   ~ 

sont   imaginaires,   à   rexceplion   de   la  racine  }=  o,  si 
elle  s'y  trouve. 


(   «99  ) 
6.   Considérons    maintenant    la   Ibnclion   plus    com- 
plexe 

la  (iéiivée  d'ordre  a  de  V, 

à'-^y  .  .         .  ,    ,  ,  ,       ,, 

-^—  =  x-{x*  ^ y*  —  r-  y"'-^  '^( .r*  -h  j'  — /-,  x*), 

£  étant  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  3  et 

une  fonction  homogène  des  quantités  x*  +  i  ■* — r^ 
et  x^,  dont  les  coefficients  sont  indépendants  de  x,  de  y 
et  de  /•. 

On    voit  immédiatement  cjue,  si  Ton  prend  les  déri- 
vées successives  de  (x^  +a^)",  ces  dérivées  sont  de  la 

forme 

x^(x^  ^  a'^)"-[>-6(x'*), 

£  étant  l'un  des  nombres  o,  i,  2.  3  et  0  une  fonction 
de  x^  qui  n'a  que  des  permanences  ;  l'équation  obtenue 
en  égalant  à  zéro  l'une  quelconque  de  ces  dérivées  a 
donc  toutes  ses  racines  imaginaires,  excepté  la  i-acine 
o:  =  o. 

Pour   que  les  dérivées  de  (x''  -hj^  —  ''')",  égalées  à 
zéro,  aient  des  racines  réelles,  il  faut  donc  que 

,-4  _^.v  ;>  o. 
Un  peut  alors  écrire 

(  x*  -+-  y*  —  r*  )"■  =  \x^  —  (  /■*  —  y*  )  ji 

=  {x^  —  //•'•  —  r*V'  [x^  -h  y/r*  — y*)'^. 

cette  fonction  rentrant  dans  le  type  de  celles  du  théo- 
rème 1 1 . 

On  en  conclut  que  l'équation 

r)-^y  _ 


(    200     ) 

a  toutes  ses  racines  réelles  ooinpi'ises  entre 


—  v''^  —y*   et    -+-  v''''*  —  y'*  ; 

et  l'on  en  conclut  aussi  que 

(x^  -i-y*  —  f'^  -hlix'*) .  . .  {x^  -T-y*  —  r*  -+-  \rj,,x'*). 

Les  quantités  Aj,  Ao,  ...,  A^'  sont  réelles  et  positives  ; 
la  démonstration  se  fait  comme  dans  le  cas  précédent. 

En  vertu  d'un  théorème  plus  général  que  nous  énon- 
cerons plus  loin,  si  $(a:)  est  un  polynôme  de  la  forme 

*(a7)  =  {x'*  —  a\)  {x-*  —  a\) .  . . 

ix'*  —  a\  )  {x'* -\-  ^\) . . .  {x'*  -^  ccpY, 

les  équations  dérivées  <ï>^^'-^(a:)  =  o  ont  toutes  leurs  ra- 
cines réelles  comprises  entre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  racine  de  <I>(x)  =  o,  c'est-à-dire  entre  —  a„  et 
H-  a„,  si  a,i  est  la  plus  grande  des  quantités  «,,  ao,  .  .  . , 
a„.  En  prenant  les  dérivées  d'ordre  p  des  deux  mem- 
bres de  l'égalité 

—-  =x-{x--]-  r  —  r-)"-^ 

ix'*-^y*  —  r'*-h  lix'*)...  {x'*-+-y*  —  r*-^ly^,x'>), 

on  obtient  la  lonction       ,^      g  qui,  égalée  a  zéro,  a  toutes 

ses  racines  comprises  entre  —  yjr''  —  x''  et  -+-  y/;'''  — a:*, 
et,  pour  c[n'clle  ait  des  racines  réelles,  il  faut  que 

/•i  —  ar*  >  o. 

On  en  conclut,  comme  préccdemmenl,  que  toutes  les 

courbes 

cn+'ii  V 

=  o 

rJx-^dj-'fi 


(    201     ) 

sont  renfermées  dans  la  courbe 

x'*  -^ y*  —  /•♦  =  o. 

7.   Si  l'on  considère  la  fonction 

W  =  (>2'«  -^-y-'"-  —  /•-'"  )" , 
ré(|ualiou 


âx^dy? 

représente  des  courbes  qui,  abstraction  faite  des  axes  de 
coordonnées,  sont  toutes  renfermées  dans  la  courbe 


Cette  proposition  est  une  conséquence  des  théorèmes 
suivants  : 

I.  Si  ^(x)  représente  le  polynôme 

<i>(x)  =  (.i-2'»-Haf'«)(a-2'«  -4-  «5'»)..  .(ar2'«-4-  al"i), 

les  racines  de  <E>^!^^(j:)  =  o  sont  toutes  imaginaires; 
a,,  a-it  .-.,  o,,i  sont  supposées  des  quantités  réelles. 

II.  Si  ^(x)  représente  le  polynôme 

^{x)  —  {x"-"^  —  a'\"^)(x'^"'-  —  a\"^) . .. 

(x2m  _  «2w)(a;2w  _j_  af '«)  .  .  .  (a?2'«  -h  aj,'«), 

les  équations  <I>^!^^(x)  =  o  ont  toutes  leurs  racines 
réelles  comprises  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
racine  réelle  de  $(x)  =  o. 

La  démonstration  de  ces  théorèmes  est  tout  à  fait 
analogue  à  celle  des  théorèmes  du  même  genre  que  nous 
avons  démontrés  dans  le  cas  de  7/^=1;  nous  n'insiste- 
rons pas  pour  éviter  des  longueurs  et  nous  allons  passer 
à  une  généralisation  f|ui  s'olïre  d'elle-même. 


8.   Considérons  la  tonclioii 

U  =  (:p2  _^  j2  _ 


,.2  y. 


Je  vais  déiiioiilrer  que  les   surfaces  représentées  par 
les  équations 


dx^oy^Ozï 


sont,  abstraction  faite  des  plans  coordonnés,  toutes  ren- 
fei-niées  dans  la  sphère 


En  effet, 


X'  -+-/-2  _|_   -2  _  ,.2  =  o. 


-r-~  =  a.-H^'  +    V-  —  ^2  _  ,-2  yi-'J.  <!,(  a-      y      2) 

(s  =  o       ou      s  =  1  ). 

Ou  moutrera,  comme  précédemment,  que  <ï>(.r,  j  ,  :;) 
est  de  la  forme 

^{x,  y,  z)  =  'S(x^--hy'--^z^--hliX^) 

(x^  -hy^  -^  z-  -t-  À2^-.)  •  •  •  (-2^-  +JK^  -H  ■=-  -f-  Àa'-^^'j' 

Al,  Ao,  ...,  Aa'  étant  des  quantités  positives  et  N  un 
nombre,  ^{x^j,  z')=z  o  représente  donc  une  série  d'el- 
lipsoïdes renfermés  tous  dans  la  sphère. 


La  fonction  -; —  peut  s'écrire  aussi 

ox^   '■ 


=  X^[Ao(.T'  -4-^2 


/■2)H- 


-+-  A,  x^-(x^-\-yi  -h  c2  —  /-îjlA-i 


-r-A^X^'^-\. 


Si  l'on  prend  [i  fois  la  dérivée  des  deux  membres  par 
rapport  à  j\  il  viendra 


fJx'-^rJyl-i 


--     7-î  vT, 


>    Btx-  -^y^  -+-  z-  —  r- )'' .f^P  y-^n 


Y,  étant,  comme  £.  zéro  ou  un,  et  la  somme  3  v -4-  2/?+  '2q 


>o3 


elaiil  la    uiùiiu'  pour   tous   les  termes  du  polvuùiue  qui 
ligure  dans  le  second  membre. 

Les  racines  de  l'équation  en  y,  représentée  par 


sont,  d'après  les  théorèmes  dénioutrés,  toutes  eompiises 
entre 

— •  \/r''  —  ./•-  —  z'     et     -^  \/r'^  —  x-  —  z-, 

si  elles  sont  réelles. 

Elles  sont  toutes  imaginaires  si  /-  —  x-  —  --  <^  o. 

Le  polvnônKî 

1       ù-J--^'^  U 


étant  homogène  en  a-  ~ y-  -r  3-  —  /•-,  x-  et  i  -,  si  l'on 
pose 

x"-  -^r^  -\-  z-  7-2  =  —  /,'_y2. 

l'équation 


àx^  dyP 
devient 

V 


l^HT=^ 


Dans  cette  équation,  la  quantité  )/  est  indépendante 
de  c,  et  l'équation  x-  -+-J'-  -î-  z-  —  ;•-  ==;  —  a'i  -  montre 
que  les  quantités  V  sont  positives.  On  pourra  alors 
poser 

\   B(x^^y^  -^  z'^  —  r^-  f  x^P yil  =  \ (  x""-  -\- y.,  -^  z"-  —  r^- yi-'J--^ 

X(^^-^  y'-  ^Z-^-r^^  >.',  J2  )  .  .  .  (  .^2  ^  ^.2  ^  -2  _  ,.2  _.^  I'^,y2  )  ; 

les  quantités  A,,  A,,  ...  sont  des  fonctions  de  .r  et  de  j 
seulement,  et  elles  sont  positives.  En  prenant  y  fois  la 
dérivée  par  rapptn-t  à  s,  on  obtiendra  une  expression 


(  2o4  ) 

qui,    égalée  à  zéro,  aura  ses  racines  réelles    comprises 


entre 


—  \/r^  —  X-  —  y-     el     -t-  /r"^  —  .r-  —  y-  ; 
elles  satisfont  donc  U  la  condition 

OU 

^^  -+-JK "-+--='  —  '''  <  o- 
Les  points  réels  représentés  par  l'équation 

dx^^dyfdï''  ~ 
sont  donc  tous  renfermés  dans  la  sphère 

a;-  -t-  jK-  -4-  -2-  —  r-  =  o , 
à  l'exception  de  ceux  qui  sont  donnés  par  les  é(juations 

x^  =  o,     yA  =  o,     ^?  =  o. 

La  môme  proposition  s'étend  aux  surfaces  tirées  par 
dérivation  de  l'expression 

(rj.ïl>i  __j_  y2;«  _|_   ~2/«  . .  ylm  \ii  _ 


SIR  UNE  EOIIATION  DIFFERENTIELLE; 

Pau  m.  WEILL. 


Soit  une  variable  x  et  une  constante  Â.  Posons 
k  ,,  kP 

On  aura 


(   2o5   ) 
Cette  relation  permet  de  calculer  laf'oiiclion  V^,  consi- 
dérée comme  un  polynôme  enj-;  il  est  facile  de  former 
une  équation  différentielle  du  second  ordre,  à  laquelle 
satisfait  cette  fonction.  On  a 

-—L  =  pxP-^—pkPor-p-^. 


dx  dy    V        W' 

^a"-  dy''-   \         X- /      '    37^     dy  ' 


d'où,  en  désignant  par  V  la  fonction  dej^, 
d^\  ,    „       ,  , ,  d\ 

Cette  équation  permet  de  calculer  facilement  le  po- 
lynôme V.  En  faisant  }<=  i,  on  retrouve  des  résultats 
très  connus.  Le  polynôme  V^  est  égal  à  la  somme  des 
piemes  puissances  des  racines  de  l'équation 

Z-  —  yZ  ^  /:  =  o. 


SIR  LES  COl'RBES  IIMCIRSALES; 

Par  iM.  WEILL. 


Les  équations 


a  11'  -+-  h  À/»-!  -H .  .  .  k'KP-\-  l À/'-'  -+- .  . 


y  = 


a'\p  -i-b'lP-^-+-. ..  "         a'X/'-7- 6'X/'-'h-.  . . 

f|ui  définissent  une  courbe  unicursale  de  degré  /7,  peu- 
vent sécrire 

a       x^     A  /■       X7      B 

X  =  —,  ~   7  T •■  T  =   —  -^   >   ^ 

a         jmd  A  —  7.  a         A^  A  —  a 


(  .06  ) 
Trausporions  i'oiiginc  des  (•oordoiinécs   an  [)C)inl  de 

coordoiinécvS 

a  k 

't'i  =  —  '       yi  =  —, 

a  a 

et   qui    appartient   à   la   eoiirl)e.    Considérons    les   deux 
droites  définic^s  par  les  écpialions 

A,  ,  B, 


si  l'on  prend  sur  ehaenne  de  ces  droites  un  point  cor- 
r(îspondant  à  une  valeur  donnée  de  A,  on  obtiendra 
deux  points  variables,  et  la  droite  qui  joint  ces  deux 
points  passera,  quel  que  soit  )^,  par  un  point  fixe  P| .  A 
deux  quelconques  des  racines  a,  [ii  combinées  entre  elles 
correspondra  un  point  lixe  tel  (]ue  P|  ;  on  iornie  ainsi 
un  système  de  p  droites  fixes  passant  par  l'origine,  et 
parallèles  aux  asymptotes  de  la  courbe  donnée 5  un  po- 
lygone vaiiabh;  a  cliacun  de  ses  sommets  sur  une  de  ces 
droites;  la  variation  de  ce  polygone  est  déterminée  par 
la  condition  (pie  ses  côtés  et  diagonales  intérieures  pi- 
votent autour  de  pôles  iixes^  on  prend  le  centre  (i  des 
moyennes  distances  de  ces  sommets  et  l'on  joint  ce  point 
au  point  O  intersection  des  droites  iixes  ;  enfin  on  prend 

sur  OG  un  point  M  tel  que  r^  =  -  ;  le  point  M  décrit 

la  courlxî  nnicursale  considérée.  Ou  peut  donc  énoncer 
le  résultat  suivant  :  si  l'on  considère  dans  un  plan 
/;  di'oites  fixes  concourantes  et  (/>  —  i)  points  fixes  cpiel- 
conques,  la  courbe  unicui'sale  la  plus  générale  de 
l'ordre^  p  est  décrite  par  le  centre  des  moyennes  dis- 
lances des  sommets  d'un  polygone  variable  dont  les 
sonnuets  décrivent  les  droites  pendant  (pie  (/>  —  1  )  côt('s 
ronsécutifs  passent  |)ar  les  points  (ixes.  Hé(ipro(|uenient, 


(  ^''7  > 

étant  donnée  une  conibc  unicui'sak',  il  serait  intéres- 
sant d'étudier  la  position  des  pôles  fixes,  leurs  relations 
t;éoniétriques  avec  la  courbe;  mais  les  résultats  ne  pa- 
raissent pas  assez  simples  pour  être  indiqués. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHMQIE  E\  1886. 

CoivpositioTi  de  Mathématiques, 
foiv,  S*"  série,  t.  \  .  p.   foi. 

Tais'Ïs. 

Faire  à  l'encre  de  C.liine  et  à  teintes  plates  le  lavis 
d'un  cylindre  couronné  par  un  j)arallélépipède  rectangle 
à  base  carrée,  portant  ombre  sur  lui. 

Le  fond  restera  blanc.  Les  ombres  sont  à  4-'>"  selon 
l'usage.  Les  traits  pour  le  cadre,  les  arêtes  ou  les  con- 
tours apparents  seront  faits  à  l'encre.  Les  contours  des 
ombres  seront  indiqués  par  un  trait  de  crayon  très  iin. 
On  observera  les  filets  de  lumiêie. 

CoTiipositioii  de  Créoinétrie  descriptiwe. 

D'un  cylindre  de  front  supposé  plein,  limité  par  le 
plan  horizontal  et  par  une  section  droite,  on  enlève  la 
[)ortion  située  à  l'intérieur  d'un  cône  de  révolution  dont 
l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  vertical.  Représenter 
par  ses  projections  le  solide  ainsi  obtenu,  en  indiquant 
les  constructions  pour  déterminer  la  tangente  eu  un 
point  quelconque  de  rintersecliou  des  deux  surfaces. 

La  trace  horizontale  du  cylindre  est  un  cercle  de  o"*,  o- 
de  rayon  dont  le  cenire  est  à  o"',()(S  en  avant  de  la  ligne 


(  .08  ) 
de  terre,  et  à  o"\o3  à  gauche  de  la  ligue  qui  joint  les 
milieux  des  petits  côtés  du  cadre.  J.es  génératrices  sont 
inclinées  à  45",  et  Fou  s'élève  sur  chacune  d'elles  en 
allant  de  gauche  à  droite.  Le  centre  de  la  section  droite 
qui  limite  le  cylindi-e  est  à  o"',i5  au-dessus  du  plan 
horizontal. 

Le  sommet  du  cône  est  à  o'",o5  à  droite  du  centre  de 
la  trace  horizontale  du  cylindre,  à  (»"',i6  en  avant  du 
plan  vertical,  et  à  o"',09  au-dessus  du  plan  lunizontal. 
La  génératrice  horizontale  du  cône  qui  a  sa  trace  verti- 
cale à  gauche  de  celle  de  l'axe  est  contenue  dans  le 
plan  tangent  au  cylindre,  mené  par  le  sommet  du  cône, 
qui  laisse  le  cylindre  à  sa  droite. 

On  fera  passeï-  la  ligne  de  terre  par  les  milieux  des 
grands  côtés  du  cadre. 

Composition  de  Trigonométrie . 

On  donne  dans  un  triangle  deux  côtés  et  l'angle 
compris  : 

<7  =  52835"',  47-         6  =  456o7'",o5,         C  =  55°i7'36",9.5. 

Calculer  les  deux  angles  A  et  B,  le  côté  c,  et  la  surface 
en  hectares. 


QIEST10\. 


1563.  En  chacun  des  points  d'un  ellipsoïde,  on  mène 
le  plan  tangent.  On  projette  sur  ce  plan  le  diamètre  issu 
du  point  de  contact.  Démontrer  que  ces  projections,  déjà 
tangentes  à  rellipsoïde,  sont  tangent(;s,  eu  outre,  à  une 
seconde  surface.  (Mankheim.) 
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A  MM.  LES  ABONNÉS 
des  ((  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  ». 


Près  d'un  demi-siècle  s'est  écoulé  depuis  la  fondation 
des  Nouvelles  Annales. 

Pendant  ce  long  espace  de  temps,  j'ai  consacré,  avec 
l'aide  de  dévoués  collaborateurs,  tous  mes  soins,  tous  mes 
efforts  à  propager  les  meilleures  méthodes  d'enseigne- 
ment, à  susciter  l'esprit  de  recherche  et  le  goût  des 
Mathématiques,  à  rendre,  en  un  mot,  ce  Recueil  utile  aux 
professeurs  et  aux  élèves. 

Mais  les  années,  qui  s'accumulent,  me  condamnent  au 
repos;  et  je  suis  obligé,  malgré  mes  regrets,  de  renoncer 
à  cette  oeuvre  qui  a  été  la  préoccupation  de  ma  vie. 

M.  E.  Rouché,  examinateur  de  sortie  à  l'Ecole  Poly- 
technique, professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et 
Métiers,  dont  les  beaux  travaux  sont  connus  de  tous,  a 
consenti  à  me  remplacer.  Je  lui  en  adresse  ici  tous  mes 
remerciements. 

C'est  une  grande  consolation,  en  me  retirant,  de 
laisser  la  rédaction  à  M.  E,  Rouché  et  à  M.  Cli.  Brisse, 
mon  ancien  et  dévoué  collaborateur.  Je  sais,  en  eiï'et, 
que  les  Nouvelles  Annales  sont  ainsi  en  bonnes  mains. 

J'ai  vécu  assez  longtemps  en  communauté  d  esprit  avec 

mes  nombreux  lecteurs  pour  me  permettre  de  leur  dire 

adieu  comme  à  d'anciens  et  bienveillants  amis  :  c'est  ce 

que  je  fais  de  tout  mon  cœur. 

GERONO. 

Ann.  de  Matliémat.,  à'  série,  l.  VI.  (Mai   1887.)  IJJ 
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mn  Sl]R  LA  i1I[lLTIPLlCVTîO\  DE  DEUX  SÉRIES; 

Pau  m.  T.-J.  STIELTJES. 


Supposons  qu'on  ait  Jeux  séries  convergentes 

\    =     lli  -h    ?/,  -h   113  -T-  ...  , 

t  =^  Vi  -\-  V^  +  i^S  -r--  ■  ■• 

Lorsque  ces  deux  séries  sont  absolument  conver- 
gentes, on  sait  que  la  série  'EiUaU^  ïormée  par  les  pro- 
duits deux  à  deux  de  leurs  termes,  écrits  dans  un  ordre 
quelconque,  sera  absolument  convergente  et  égale  à  st 
(JoRBAN,  Cours  d' Analyse,  t.  I,  p.  iio). 

Dans  la  suite,  nous  supposons  que  la  série 

t  =  ^'^  -H  ('2  -t-  t^3  -r- . . . 
est  absolument  convergente^  mais  quant  à  la  série 

.ç  =  ;/ ,  -1-  ;(,  -4-  ;<3  -{-...  ^ 

nous  ne  supposerons  rien  de  plus  que  sa  convergence. 

Dans  ces  conditions,  la  série  S«a^^p  n'est  plus  néces- 
sairement absolument  convergente,  et  par  conséquent 
il  faudra  préciser  l'ordre  dans  lequel  on  elVectue  la  som- 
mation . 

Écrivons  pour  cela  les  termes  i^a^p  dans  le  Tableau 
suivant 

"l''l-  «2^1,  "3<'l.  "i''l>  •••! 

Il  li -2^  U-2('o.  llsVy,  U\V2,  ..., 

"l^"35  «2 ''3'  «;!''.•}'  "4 ''3,  •••? 

^/jï-j,  //oCv,  ''3<-V'  "'.''4,  •••• 
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OU,  plus  simplement,  en  indiquant  les  termes  Ua.v^i  par 
des  points 


lA) 


eseesoee  X  » 

•  •  •  o  *  #  «  c/     o 

•  •           •  •  •  o           t^  9  m 

•  o          o  o  o  ef»  e  e 

•  »         •  •  »  o          »^  »  o 

•  •          •  a  9  «         ^r  •  • 

o  _*--■''•  ■  e  •          o  e  « 


Traçons  maintenant  dans  ce  Tableau  (A  )  une  courbe  C 
qui  est  coupée  en  un  point  seulement  par  une  droite 
horizontale,  et  prenons  la  somme  de  tous  les  termes 
Wa*^3  qui  se  trouvent  du  même  côté  de  cette  courbe  que 

Si  maintenant  la  courbe  C  se  déforme  d'une  manière 
quelconque  en  s'éloignant  indéfiniment,  mais  à  la  con- 
dition d'avoir  toujours  une  seule  intersection  avec  une 
droite  horizontale,  nous  aurons  fixé  par  là  l'ordre  dans 
lequel  on  doit  prendre  les  termes  de  la  série  Y^Ur^v^. 
Nous  allons  faire  voir  qu'on  a  alors 

Soit  L  la  limite  supérieure  des  modules  des  sommes 
"1, 

Ux  -i-  U-i-^  11;^. 

Ui  -T-  «2-^  «3-^  «4, 
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et  1,1  la  limite  supérieure  des  modules  des  sommes 


"«-(-1) 


Alors  L  est  finie  et  s„  converge  vers  zéro  en  même 

temps  que  -■>  parce  que  la  série  5  =  z<,  +  «o  -f-  •  •  .  est 

convergente. 

Soit  enfin  Tj^  la  limite  supérieure  des  sommes 

mod  v,i+i  -+■  mod  Vn+2, 

mod  i>„+i  -+-  mod  Vn+2  -+-  mod  p«-i-3, 


Comme  nous  admettons  que  la  série 

T  =  mod  Vi  -i-  mod  Vo  -+■  mod  P3  - 


est  convergente,  r,«  converge  encore  vers  zéro  en  même 

I 
temps  que  -• 

Posons  maintenant 


fn  —  «'l-+-«"2  -+-...-}-  r„, 

et  prenons  dans  la  série  Ï/Zj^ri^un  nombre  de   termes 
assez  grand  pour  y  retrouver  tous  ceux  du  produit  s„  I „  . 
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La  courbe  C  enveloppera  alors  le  carré 


"y^ 

• 

• 

"/,  ^1 

• 

• 

''7^ 

• 

• 

"■'L*^2 

• 

"/*«, 

• 

• 

^nPri. 

a 

■      \ 

•    •    •        e 


et,  si  nous  prolongeons  le  côté  horizontal  inférieur  jus- 
qu'à l'intersection  avec  C,  nous  aurons 

-T-  ^2  (  Un-^\  -f-  «trt-t-2  -r-  •  .  .  / 


0  = 


-T-  Vn{Un-^y  -4-  If„-H2  -^  •  •  •  )> 

p„+i  (  ui  -;-  «2  -1-  i/2  -^  •  •  •  ) 


4-  f„+2(i<l 


"2  -+-  «3  -^  •  .  •  ) 


f-t^„+3(i<l-^  «2-^  f<3+...) 


D'après  ce  qui  précède,  on  a  évidemment 

mod  P  <  c„  (  mod  v^  -i-  mod  4^2  -^  •  •  •  -^  *'«  )  <  T  :„ , 
modQ  <  Lï;/!, 

d'où  l'on  conclut,  pour  ii=^-j:^ 

limP  =  o.         limQ  —  o, 

et,  par  conséquent, 

Xua('''^=  lim  .v„ /„  =  i7.  r.    0-  l"-    n. 
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Applications. 

I.  Prenons  les  deux  séries 

(i)  /(z)=  «0-+-  «1-2  +  a-2-s^-i-  «3-=^  +  -  •  •) 

(2)  ff(z)  =  bQ-{-  biz  -\-  b^z^-h  b^z^-i- 

En  ordonnant  le  produit  suivant  les  puissances  de  z 

(3)  f{z)g{z)=  Co+Cj^4-C2^2_|-C3^3_^__,^ 

les  courbes  C  sont  des  droites  inclinées  de  45°. 

Si  les  séries  (i),  (2)  sont  convergentes  pour  ^  =  R  et 
que  la  convergence  soit  absolue  pour  l'une  de  ces  deux 
séries,  alors,  d'après  le  théorème  démontré,  la  série  (3) 
sera  également  convergente  pour  ^  =  R  et  égale  à 

/(R)^(R)- 

II.  Prenons  les  séries 


G(5)=^(i)-f- 


2*-  3^  4*" 

^(2)       ^-(3)       ^-(4) 


En  multipliant,    on  peut  mettre  le  produit   sous  la 
forme 

en  posant 

d  parcourant  tous  les  diviseurs  de  n.  Les  courbes  C  sont 
évidemment  des  hyperboles  équilatères. 

D'après  notre  proposition,  lorsque  la  convergence  de 
l'une  des  séries  F  (5),  G(5)  est  absolue,  alors  la  série 

h{i)        /i(3) 
2*  3* 

sera  convergente  et  égale  à  F(.v)  G(.v). 
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Nous  énoncerons  encore  la  proposition  suivante  : 

Supposons  que  les  séries  F(^),  G  (5)  soient  conver- 
gentes pour  s  =  a,  elles  seront  encore  convergentes 
pour  s^oL.  Si  maintenant  la  convergence  n'est  pas  ab- 
solue, ou  pourra  cependant  déterminer  deux  nombres 
positifs  p,  y,  tels  que  la  série  F  (s)  soit  absolument  con- 
vergente pour  s  =  y.-h[i,  et  la  série  G{s)  absolument 
convergente  pour  s  =  y.  -\-  y. 

Alors  la  série 

est  convergente  et  égale  à  F  (s)  G  (s)  pour  les  valeurs 

de  ^  >  a  -h  Q       ■  •  Celte  série   est   aussi   convergente    et 

égale  à  F  [s)  G  (s)  pour  ^  ^  a  +  |. 

Lorsque  [i  ou  y  est  égal  à  zéro,  on  retombe  sur  la 
proposition  démontrée  plus  haut. 


REMARQUES  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE; 

Par  m.  E.  GESARO. 


1.  Coordonnées  d'inertie.  —  Soient  A,  A2A3  un  tri- 
angle scalène  (  '  ),  ^  son  aire,  G  son  barycentre,  x  elj  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan,  par  rapport 
aux  axes  principaux  d'inertie,  issus  de  G.  Ce  sont  les 
coordonnées  rf'me/Yi'e  du  point.  Eu  particulier,  soient  xi 

(')  Quelques-uns  des  résultats  que  nous  allons  obtenir  sont  en  dé- 
faut dans  le  cas  des  triangles  isosccles  :  il  serait  facile  d'examiner  à  par 
ce  cas  spécial. 
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et  ji  les  coordonnées  de  A/.  D'après  un  lliéorèmc 
connu  (  '  ),  les  momenls  et  le  produit  d'inertie  d'un 
triangle,  relativement  à  deux  axes  orthogonaux  de  son 
plan,  sont  les  mêmes  que  si  l'on  concentrait  l'aire  du 
triangle  en  trois  masses  égales,  appliquées  aux  milieux 
des  côtés;  par  conséquent,  si  a  et  b  sont  les  demi-axes 
de  l'ellipse  centrale  d'inertie,  et  si  l'on  observe  que  les 

coordonnées  du  milieu  du  côté  opposé  à  A,-  sont  —  — 
et  —  — ,  on  a 

(i)  2.r?  =  i2a2,  ^y\=\'xb\ 

(2)  ^Xiyi=o, 

i  devant  toujours  varier  entre  i  et  3.  On  a,  en  outre, 

(3)  2^'"=^'  2-^''""°- 

2.   Cela  posé,  les  relations  (2)  et  (3)  donnent  immé- 
diatement 

i/a  —  ^3  _  j3— .ri  _  .ri— .72  _  _»_ ^ 
j-i                   x.->                  x-i  6a'^ 

x-i  —  x^   _  x^  —  X]    _  .r,  —  .r.2  _  (i 

J'i       "      y-i       ~      y  3  ~      (i^-' 

pourvu  que  l'on  tienne  compte  de  (i)  et  de  la   formule 
connue 

l'y  =  xi{y2—ys)  -¥-  x^iy-i—ri)  -\-  xsiyi—y^). 
Pour  que  les  égalités  ( /j  )  soient  compatibles  entre  elles, 

(')  Voir  une  Question  proposée  par  M.  G.  Cesàro,  professeur  à  Liège, 
dans  ]a  Nouvelle  Correspondance  mathématique  (t.  IV,  p.  /|0i,  et  t.  V. 
p.  29). 


(  -'7  ) 
il  faut  cjuc  l'on  ait 

(5)  T  =  Grt6v/3. 

Enfin  il  ne  serait  pas  difficile  de  démontrer,  au  moyen 
des  relations  qui  précèdent,  une  foule  d'autres  égalités, 
plus  ou  moins  intéressantes,  ayant  toutes  quelque  im- 
portance dansl'étudedu  triangle.  On  trouve,  par  exemple, 
les  relations 


,    Ma^  Ai^  a- 

(6)  j  3^^ 

que  nous  allons  immédiatement  employer  dans  une  re- 
cherche particulière. 

3.    Cercle  cii'conscrit.  —  Soient  /",  a,  |3  le  rayon  et 
les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit.  On  a 

(7)  r-={a-Xir--^{'^-yi)K 

Multiplions  d'abord  cette  équation  par  .r/,  puis  par  r,-. 
Faisons  ensuite  i  =^  i,  2,  3,  successivement.  Par  ad- 
dition et  en  ayant  égard  à  (6),  nous  trouvons 

a^—b"-  a'-  —  b^ 

(8)  a  =  -^^^x,x,x,,  ?  =-  -^j^yo'.!.- 

Dès  lors,  les  formules  (())  deviennent 


Zà"^      -  a,-b^'  2à^'       ~-  a'i-b-^' 

Voici  d'autres  formules,  qu'il  serait  facile  de  déduire  de 


2lS    ) 


('),('-),    (;^) 


(lo)  /    \xfyf=  24  «2^,2^ 


L'addilion  des  égalités  (y)  donne 

(11)  /•2=   a2-f-  32-4-  4  («2+^*2). 

Si,  avant  d'ajouter,  on  multiplie  chaque  équation  (y) 
par  xj  ou  par  j)'?,  on  obtient,  à  cause  de  (10), 

(12)  «20,2+^,2,32  =  A(a2— 62)2. 

Par  combinaison  de  (11)  avec  (12)  on  trouve, 
.  -,  ,       /3«2+^,2    y       /„2^_3^,2     y 

4.   Ellipse   de   Steiner.  —   L'équation  générale  des 
coniques,  dont  le  centre  est  en  G,  est 

Aa-2 -f- B/2  _|_  2 C  jj  =  I . 

Ecrivons  que  cette  équation  est  vérifiée  par  les  coordon- 
nées de  A,-.  Multiplions  d'abord  par  i,  puis  par  x/, 
enfin  par j)'/,  l'équation  obtenue.  On  trouve,  en  faisant 
/=  I,  2,  3  et  en  ajoutant,  les  égalités 

(Aa2_  IU2)a  +  2C62,3  =  o,         (Aa2  — B62)p  _  2Ca2a  =  o, 


(')  Si  l'on  compare  ce  résultai  à  l'un  de  ceux  que  nous  avons  obtenus 
dans  l'article  Sur  la  droite  de  Simso/i,  on  voit  que  le  cercle  {jéné- 
rateur  de  l'iiypocycloïde  de  Ferrers  est  éjjal  au  cercle  des  neuf  points  : 
on  sait  déjà  que  le  cercle  directeur,  trois  l'ois  plus  grand,  est  concen- 
trique au  même  cercle. 
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pourvu  que  l'on  ait  égard  aux  formules  (9).  L'équation 
de  l'ellipse  de  Steiner  est  donc 

Ainsi,  les  axes  de  l'ellipse  de  Steiner,  que  nous  désigne- 
rons désormais  par  E,  ne  sont  autres  que  les  axes  prin- 
cipaux d'inertie  du  triangle,  relatifs  au  barjcentre  ('). 

5.  Points  de  Steiner  et  de  Tarvy.  —  La  circonférence 
circonscrite  rencontre  E  en  quatre  points,  dont  trois 
sont  les  sommets  du  triangle,  et  le  quatrième,  R,  est  le 
point  de  Steiner.  Piésolvons  le  système  formé  par  les 
équations  de  E  et  du  cercle  circonscrit.  Par  élimination 
dej%  on  trouve  une  équation  du  quatrième  degré  en  x. 
Il  suffit  de  calculer  les  coefficients  de  x^  et  x''  :  leur 
rapport,  cliangé  de  signe,  représente,  à  cause  de  (3),  l'ab- 
scisse de  R.  On  trouve  ainsi 


62 

Le  point  de  Tarrj  est  le  point  ÎN,  diamétralement  op- 
posé à  R,  sur  la  circonférence  circonscrite.  Ses  coordon- 
nées sont  donc 

«2-4-62  «2_u62 


('^)  ^^-^^^ITÏi^        y^-'a^-b 


0  i-" 


lien  résulte  que,  si  l'on  se  donnait,   dans  un   triangle, 
l'orthocentre.  H,  le  barycentre  et  le  point  de  Tarry,  on 


(')  Los  longueurs  des  demi-axes  sont  2  «y/a  et  ib  \pi  et  l'aire  de 
l'ellipse  est  87: aè.  Comme,  d'autre  part,  l'ellipse  E  est,  d'après  un  théo- 
rème d'Euler,  la  plus  petite  qu'on  puisse  circonsciire  à  un  triangle, 
on  voit,  en  vertu  de  (5),  que  le  rapport  de  l'aire  d'une  ellipse  à  l'aire 

d  un  triangle  inscrit  n'est  jamais  inférieur  à  :;    7^  • 

,1  \  6 
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construirait  fort  aisément  les  axes  de  E    :   ceux-ci  sont, 
en  effet,  les  bissectrices  de  ^GH . 

0.   La  relation  (12)  conduit  à  poser 

—-  coso,  p  = 


a  y/ 2  '  b  sj-i. 

où  '.5  représente  toujours  un  angle  aigu,  pourvu  que  l'on 
dirige  les  axes  de  façon  que  les  coordonnées  a  et  [3  soient 
positives.  On  a,  du  reste,  une  interprétation  simple  de  o, 
en  observant  que  les  formules  (i4)  deviennent 

,r  =  2a  v^^  coso,         J' =  —  2  6v/2sin'j. 

L'anomalie  excentrique  de  R  est  donc  —  es.  Si  cp^  est  l'a- 
nomalie excentrique  de  A/,  ou  a,  en  vertu  de  (8)  et  des 
formules  fondamentales, 

sinoi  -1-  sin'^.>-î-  sinci3  =  o, 

sincp2  sincps-H  sincps  sincpi  +  sincpi  sin  C52  =  f  , 

siiî'^i  sin'^2  sinos  =  —  \  sino. 

Conséquemment  (  '  ) 

o  ?-^2-  'f-f-47: 

Les  sommets  du  triangle  et  le  point  de  Sleiner  sont 
donc  isolés  par  les  axes  de  E,  de  telle  sorte  que  chaque 
quadrant  renferme  un  de  ces  points  et  un  seul.  jNous 
voyons,  en  outre,  à  cause  de  (16),  que  les  perpendicu- 
laii'es  abaissées  sur  le  grand  axe,  par  les  sommets  du 
triangle,  rencontrent  la  circonférence  décrite  sur  le  grand 
axe  comme  diamètre  en  trois  points,  sooimets  d'un 
triangle  équilatéral. 

;')  Voir,  par  exemple,  le  Manuel  des  candidats,  etc..  de  M.  Catalan 
(t.   \.  p.  262). 


(  ^21  ) 

Soient  )!>  l'extrémité  du  demi  grand  axe  positif,  et//, 
p"  les  points  de  rencontre  de  l'ellipse  (deuxième  et  troi- 
sième quadrant),  avec  la  perpendiculaire  au  grand  axe, 
passant  par  le  milieu  du  demi  grand  axe  négatif. 

Soient,  de  même,  q  l'extrémité  du  demi  petit  axe  né- 
gatif, et  y',  (j"  les  points  de  rencontre  de  l'ellipse 
(deuxième  et  premier  quadrant),  avec  la  perpendicu- 
laire au  petit  axe,  passant  parle  milieu  du  demi  petit  axe 
positif.  Les  sommets  A,,A2,  A3  doivent  être  situés,  res- 
pectivement, sur  les  arcs  pq"-)  p'q\  p"(]'  Si  l'on  donne 
l'ellipse  E,  on  voit  qu'il  y  a  une  infinité  de  triangles, 
inscrits  à  E,  admettant  pour  point  de  Steiner  un  point 
situé  sur  un  quadrant  déterminé  de  E.  Leurs  positions 
extrêmes  sont  indiquées  par  les  triangles  isoscèles  pp'p" , 
({({(f  •  Tous  ces  triangles  ont  même  aire,  et  ils  sont  cir- 
conscrits à  une  ellipse  e,  liomotliétique  à  E,  le  rapport 
d'homothétie  étant  |.  L'ellipse  e  touche  chaque  côté  en 
son  milieu.  Si  l'on  fixe,  sur  E,  la  position  de  R,  le 
triangle  correspondant  est  défini,  et  le  problème  de  sa 
détermination  se  confond  avec  celui  de  la  trisection  de 
l'angle  es. 

7.  Relations  entre  les  coordonnées  d'inertie  et  les 
coordonnées  barjcentriques.  —  On  sait  qu'un  point 
quelconque  du  plan  d'un  triangle  peut  être  considéré 
comme  le  centre  de  gravité  de  trois  masses  'o.,,  ao,  1x3, 
dont  la  somme  est  i ,  appliquées  aux  sommets  du  triangle  : 
ces  masses  sont  les  coordonnées  barjcentriques  du 
point.  11  est  évident  que  les  coordonnées  d  ineitie  sonl 
données  par  les  formules 

( » 7 J  ■r=^l'./T,;         J'  =  2  !^'-^'' • 

Inversement,  si  l'ondemande  de  calculer  les  coordonnées 
barjcentriques,  connaissant   les  coordonnées  d'inertie, 


(   'îao   ) 
on  doit  remarquer,  avant  tout,  que  l'expression 

TjXj        yiVj 
a2     ^     62 

est  égale  à  8  ou  à  —  4î  suivant  que  /  et  ;  sont  ou  ne  sont 
pas  égaux  entre  eux.  Cela  posé,  si  l'on  multiplie  respec- 
tivement les  équations  {17)  par  -4  ^t  7^'  on  obtient,  en 
ajoutant, 

On  donne  souvent  les  coordonnées  pi  en  fonction  des 
côtés  du  triangle.  Soit  Ci  le  côté  opposé  à  A/.  Il  est  clair, 
d'après  (4),  que  l'on  a 

(19)  ''''^ -^^''"^  "P"-^'- 

Inversement, 


8.  Point  de  Lenioine.  —  On  appelle  ainsi  le  point  K, 
dont  les  coordonnées  barycentriques  sont  proportion- 
nelles aux  carrés  des  côtés  du  triangle.  D'après  les  for- 
mules (17)  et  (19),  on  a 

a  «2  a                             26-3 
(20)  x  =  ——^ Y^i         y— — -n,' 

Si  l'on  observe  que — 2  a  et —  2  ^  sont  les  coordonnées 
de  H,  les  équations  (20)  prouvent  que  les  projections  de 
l'orthocentre  sur  les  axes  sont  en  ligne  droite  avec  le 
point  de  Lemoine.  On  voit  donc  qu'il  est  facile  de  con- 
struire les  axes  de  E,  connaissant  les  points  G,  H,  K.  Il 
^  suffit  de  décrire  la  circonférence  sur  le  diamètre  GH,  et 
de  joindre  G  aux  extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  K. 
Si  l'on  demande  de  tracer  les  axes  de  l'ellipse   centrale 


(     2P^3     ) 

d'inertie  d'une  section  triangulaire  donnée,  les  dévelop- 
pements qui  précèdent  fournissent  une  construction 
simple  et  directe.  11  faudra  commencer  par  construire 
les  points  G  et  H,  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté.  Quant 
au  point  K,  il  y  a  plusieurs  manières,  très  simples,  de 
le  déterminer.  Par  exemple,  d'après  Schlomilcli,  K  est  à 
l'intersection  des  droites  joignant  les  milieux  des  côtés 
aux  milieux  des  hauteurs  correspondantes. 

9.   Les  formules  (14)5  ('5),  (20)  mettent  en  évidence 
les  nombreuses  liaisons  qui  existent  entre  les  points  G, 


H,  K,  R,  N.  On  remarquera,  avant  tout,  que  le  triangle 
HNR  admet  pour  centre  de  gravité  le  point  G  :  le  milieu 
du  côté  AR  est  Je  centre  O  du  cercle  circonscrit  au 
triangle   fondamental 5   le   milieu  de   JNII   est  un    autre 


(  '^^4  ) 

point  remarquable,  Q,  appartenant,  ainsi  que  le  milieu 
de  RH,  à  la  eirconférence  des  neuf  points,  relative  au 
triangle  fondamental.  Rappelons  que  le  centre  U  d(; 
cette  circonférence  est  le  milieu  de  OH.  Enfin  désignons 
par  V  le  milieu  de  OK,  centre  du  cercle  de  Brocard. 
Cela  étant,  remarquons  encore  que,  connaissant  les 
points  G,  H,  K,  on  en  déduit  facilement  les  points  R  et 
N  :  ceux-ci  sont,  en  effet,  avec  G  et  le  point  D,  symé- 
trique de  H  par  rapport  à  G,  les  sommets  d'un  parallé- 
logramme, dont  les  côtés  sont  antiparallèles  à  GH  et  à  GK, 
relativement  aux  axes.  Voici  d'autres  remarques,  que  l'on 
déduit  immédiatement  des  formules  (i4)î  ('5)  et  (20)  : 

1°  Les  droites  GN  et  GH  sont  antiparallèles  par  rap- 
port aux  axes.  Il  en  est  de  même  de  GR.  et  GK,  de  HK 
et  HN,  de  RN  et  OK. 

2°  Considérons  les  droites 

GK,     GH,     GR,     GN,     RK,     RN, 

GH,    HK,     GN,     HN,     RN,     KN; 

désignons  par  A  une  quelconque  des  droites  de  la  pre- 
mière ligne,  et  par  A'  la  droite  qui  lui  correspond  dans 
la  seconde  ligne.  On  peut  affirmer  que,  dans  l'ellipse  de 
Steiner,  les  normales  aux  extrémités  du  diamètre  paral- 
lèle à  A  sont  parallèles  à  A'.  Il  en  résulte,  par  exemple, 
que  la  normale  en  R  à  l'ellipse  de  Steiner  est  parallèle 
à  GN  :  c'est  donc  R^D.  Ce  théorème  est  du  à  Steiner. 

3°  On  peut  trouver  cinq  nouveaux  couples  de  points, 
appartenant  à  E  :  ils  sont  h  l'intersection  des  parallèles 
à  A  avec  les  perpendiculaires  à  A',  passant  par  R  et  par 
le  point  S,  symétrique  de  R  relativement  à  G. 

4°  Le  point  V,  centre  du  cercle  de  Brocard,  est  en 
ligne  droite  avec  le  barycenlre  et  le  point  de  Tariy.  La 
distance  OG  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances de  G  à  V  et  à  N. 


(  i'i5  ) 

10.   Droites  de  Sunson.  —  Clicrchons  la  relation  qui 
doit  exister  entre  p  et  0  pour  que  l'équation 


a:-sinO  -+-  tcosO 


représente  une  droite  de  Simson.  Le  côté  opposé  à  A,-  a 
pour  équation 


Qu'on  lui  élève  la  perpendiculaire  par  le  point  où  il 
rencontre  la  droite  considérée.  On  trouve  que  cette  per- 
pendiculaire est  représentée  par  l'équation 


-r  -t-  •>—    /J  -H  4     —,  sinO  -f-  ■—  cosO 
,         \  a*         b*  )'  \a^  b^  J 


«■^      6^  Xi  yi  ■  t> 

—  cosD  —   ,-  sinn 
a-i  b^ 

Soit,  successivement,  z  :=  i,  a,  3  :  o:i  ol)tient  par  addi- 
tion, 


(^'>0   7^2 


Il  :^sinO-4--|4cosO 

b*  .  v^    a^  b- 


^  cosO  —  ^"  sinO  ^^  ^  cosO  —  ^  sinO 


Après  une  suite  de  calculs,  qui  n'offrent  aucune  diffi- 
culté, pourvu  que  l'on  ait  soin  de  recourir  constamment 
aux  propriétés  fondamentales  des  coordonnées  d'inertie, 
ou  réduit  l'équation  (22)  à  la  forme  que  voici  : 

;'  y.p  =  —  (  a  sin  0  -f-  p  cos  0  ) 

(a'î)  ■,  3rt2_i_62  .  ^j2_^3  6-2 

\  a^  —  b'  a- — «■'   ' 

Pour  interpréter  cette  relation,  considérons  deux  rayons 
du  cercle  des  neuf  points,  coïncidant  primitivement  avec 
la  partie  positive  de  l'axe  des  ordonnées,  et  tournant 
ensuite,  autour  de  U,  l'un  vers  la  droite,  l'autre  vers  la 
Ann.  de  JMalliémat.,  "?>''  série,  l.  VI.  (Mai   1XS7.)  i^> 
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gauclic  avec  une.  vitesse  triple.  L'c'(juation  (  2,3)  exprime 
que  la  droite  de  Sinison,  perpendiculaire  au  premier 
rayon,  et  la  perpendiculaire  menée  pai"  Q  au  second 
ravon  sont  à  égale  distance  du  point  U.  On  a  ainsi  le 
moyen  de  construire  la  droite  de  Simson,  parallèle  à  une 
direction  donnée.  En  particulier,  les  droites  de  Simson, 
parallèles  aux  axes,  passent  par  le  point  Q.  De  même, 
on  détermine  aisément  les  points  de  rebroussement  et  les 
somme ts  de riiypocycloïde  de Ferrers;  car,  pour  ces  points, 
la  distance  de  la  droite  de  Simson  au  point  U  devient 
nulle  ou  maxiiua.  Dès  lors,  si  le  deuxième  des  rayons, 
considérés  plus  haut,  passe  par  le  point  Q,  le  premier 
rayon  détermine,  sur  la  circonférence,  un  des  sommets  : 
les  deux  autres  sommets  forment,  avec  le  premier,  un 
triangle  équilatéral,  inscrit  à  la  circonférence  des  neuf 
points.  Prolongeant  en  sens  inverse  les  rayons  ainsi  obte- 
nus, on  détermine,  sur  la  circonférence  directrice,  les 
trois  points  de  rebroussement.  Le  rayon  de  courbure,  en 
chaque  sommet,  est  double  de  la  distance  de  ce  point  au 
point  de  rebroussement  opposé.  D'autre  faits  géométri- 
ques sont  renfermés  dans  la  formule  (2.3)  :  on  les  met 
bien  facilement  en  évidence  parles  méthodes  de  la  Géo- 
métrie intrinsèque,  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  sur 
la  droite  de  Simson. 

il .  Si,  avant  d'ajouter  les  équations  (21),  on  les  mul- 
tipliait par  Xi  i'-^yii  successivement,  on  obtiendrait  les 
valeurs  de  x  et  7  ,  c'est-à-dire  des  coordonnées  du  point, 
pour  lequel  la  droite  considérée  est  une  droite  de  Simson. 
INIais,  pour  connaître  ce  point,  nous  n'avons  besoin  que 
d'une  seule  relation  entre  x  etj),  puisque  nous  savons 
déjà  qu'il  appartient  nécessairement  à  la  circonférence 
circonscrite.  Chassons  donc  les  dénominatenrs  de  la  for- 
mule (21),  et  multiplions  les  deux  membres  par  x,  r,  ; 


S(tit  ensuite  «  =  i,  2,  3-  H  vient,  par  addition, 

4 

(2i  )      :rcosO  -\-  ypinO  =  —1, ^(V;-acosO  —  ^^SsinO). 

^   ^  ■^  a- —  0- 

équation  qui  représente  une  dioiic,  passant  toujours  par 
le  point  de  Steiner.  En  outre,  la  direetion  anliparallèle  à 
cette  droite,  par  rapport  aux  axes,  est  perpendiculaire  à 
la  droite  de  Sinison  coirespondante.  ]Nous  parvenons  donc 
à  la  proposition  que  voici  :  la  droite  de  Simson,  relative 
à  un  point  P,  et  la  droite  qui  joint  le  point  de  Steiner  au 
point  P',  diamétralement  opposé  à  P  sur  la  circonférence 
circonscrite,  sont  antiparallèles  par  rapport  aux  axes  de 
l'ellipse  de  Steiner.  En  particulier,  les  parallèles  aux 
axes,  passant  par  R,  déterminent,  sur  la  circonférence, 
les  deux  points  pour  lesquels  les  droites  de  Simson  sont 
parallèles  aux  axes.  De  même,  les  quati-e  couples  de  di- 
i-ections  anliparallèles,  que  nous  avons  signalés  plus 
haut,  donn<^nt  lieu  à  huit  propositions  particulières, 
telles  que  les  suivantes  : 

i*'  La  droite  de  Simson,  relative  au  point  de  Steiner, 
est  parallèle  au  diamètre  du  cercle  circonscrit,  qui  passe 
parle  point  de  Lemoine.  Ce  théorème  est  connu  :  il  est 
dû  à  M.  Boubals. 

2°  La  parallèle  à  GR,  menée  par  le  point  de  Tarry, 
rencontre  la  circonférence  en  un  point,  pour  lequel  la 
droite  de  Simson  est  parallèle  à  GK. 

3"  Les  droites  de  Simson,  relatives  aux  projections  du 
point  de  Steiner,  sur  les  droites  joignant  le  point  de 
Tarry  au  barycentre  et  à  l'orthocentre,  sont  respective- 
ment parallèles  aux  droites  qui  joignent  l'orthocentre  an 
barvcentre  et  au  point  de  Lemoine. 

I2.  Digression  sur  la  théorin  des  an/i/>aral/èles. 
—   ?Sons  pouvons  réduire  ces  résultats  à  une  ffjrme  très 
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simple,  au  inoyoïi  de  la  théorie  des  aiiliparallèles,  dont 
nous  allons  rappeler  rapidement,  les  principes,  sans  insis- 
ter sur  les  démonstrations,  extrêmement  élémentaires. 
Si,  par  les  sommets  d'un  tiiangle,  on  mène  les  antipa- 
rallèles aux  côtés  opposés,  relativement  à  une  direction 
donnée,  les  trois  droites  ainsi  obtenues  concourent  en 
un  point  z  de  la  circonférence  circonscrite.  Soit  r,  un 
autre  point  de  cette  circonférence,  tel  que  le  rayon  Or^ 
soit  parallèle  à  la  direction  considérée  (').  Les  points  s  elr, 
se  poursuivent,  sur  la  circonférence,  la  vitesse  de  s  étant 
quadruple  de  celle  de  y,.  Soit  B/  le  point  où  la  parall-èle 
menée  par  A,  au  côté  opposé  rencontre  la  circonférence. 
Il  est  clair  que,  si  r,  se  trouve  au  milieu  de  l'arc  A/B/,  le 
point  £  coïncide  avec  1')^.  Cela  étant,  partageons  l'arc 
A,B,-,  au  point  C/,  dans  le  rapport  de  i  h  2.  Il  est  évi- 
dt;nt,  d'après  ce  (|ue  l'on  vient  de  dire,  que  les  points  e 
et  r,  se  confondent  en  chaque  point  C/.  Remarquons, 
en  passant,  que,  d'après  la  dernière  propriété,  le  triangle 
C)CoC;t  est  néccîssairement  équilatéral.  Ajoutons,  pour 
(inir,  que  toute  conique  circonscrite  au  quadrilatère 
sA,  AoA.-j  a  un  axe  parallèle  à  Or,.  11  en  résulte  fjue,  si 
la  direction  de  Or,  est  celle  d'un  axe  de  E,  It;  point  £ 
coïncide  avec  11. 

13.  La  dernière  remar([ui;  va  nous  permettre  de  sim- 
plifier considérablement  les  propositions  obtenues  poni- 
li's  droites  de  Simson.  P  et  P'  étant  deux  points  diamé- 
tralement opposés  sur  la  circonférence  circonscrite, 
nous  avons  vu  (|ne  la  droite  de  Simson,  relative  à  P, 
est  anliparallèhî  à  RP',  par  rapport  aux  axes  de  E. 
Il    est    presque   évident    (jue    cette    piopriété    ne    cesse 


(')  A  chaque  ])oiiit  z   correspondent,    sur    la    circonfcrciice,   quatre 
poinis  r,,  c[i[alcmcnl  es]iac'OS  :  nous  n'en  considérons  qu'un  seul. 
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J'èire  vraie  si  les  axes  de  E  lounienl  aulourtle  l'origine, 
pourvu  que  le  point  R  se  déplace  sur  la  circonférence 
avec  une  vilesse  angulaire  quatre  fois  plus  grande.  Donc, 
plus  généralement,  la  droite  de  Simson,  relative  à  P,  est 
antiparallèle  à  sP',  parrapport  à  O/j.  Autrement  :  soient 
t'  etjf  les  points  de  rencontre  de  la  circonférence  avec  la 
parallèle  et  la  perpendiculaire  à  Or,,  menées  respective- 
ment pai'  î  et  [)ar  P.  La  droite  de  Siuison,  relative  à  P, 
est  parallèle  à  t'p. 

Exemples.  —  i"  Si  s  coïncide  avec  B/,  t'  n'est  autre 
que  A/.  Donc  :  la  droite  dç  Simson,  z'clative  à  un  point 
P,  est  parallèle  aux  droites  qui  joignent  les  sommets 
du  triaugle  aux  extrémités  des  cordes  issues  de  P,  et 
perpendiculaires  aux  côtés  opposés. 

2"  Si  î  coïncide  avec  C/,  il  en  est  de  uième  de  t'  et  de 
r,.  Donc,  pour  obtenir  la  droite  de  Simson,  relative  à  P, 
il  suftit  de  mener,  par  ce  point,  la  parallèle  à  0C<,  qui 
rencontre  en  p  la  cii'conférence.  La  droite  demandée  est 
la  parallèle  à  pC/,  passant,  en  vertu  d'une  propriété 
connue,  par  le  milieu  de  PU. 

3"  En  particulier,  si  P  est  sur  le  diamètre  perpendicu- 
laire ta  OC/,  la  droite  correspondante  est  parallèle  à  PC,  : 
elle  pass(i  par  le  milieu  de  HC/.  Si  P  coïncide  avecC/,  la 
droite  correspondante  est  parallèle  à  OC,  :  elle  passe  par 
le  milieu  de  OH,  c'est-à-dire  païU.  jNous  voyons  donc  que 
C,,  Co,  Cj  sont  précisément  les  points  pour  lesquels  la 
droite  de  Simson  contient  le  centre  du  cercle  des  neuf 
points.  Remarquons,  à  ce  propos,  que  l'on  peut  faire 
correspondre,  point  par  point,  la  circonférence  circon- 
scrite et  la  circonférence  des  neuf  points,  en  considérant, 
sur  les  deux  lignes,  les  extrémités  de  deux  rayons  paral- 
lèles, dirigés  en  sens  inverse.  C'est  ainsi  que  les  points 
R,  A/,  1),,  Ci  correspondent  respectivement  au  point  Q, 
aux  milieux  des  côtés  du  liiangle  foudatnental,  aux  pieds 
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des  liauleurs  de  ce  triangle,  et  aux  sonimels  de  l'hypo- 
cydoïde  do  Ferrers.  En  général,  tout  point  î  correspond 
au  point  de  rencontre  des  droites  de  Sinison  parallèle  et 
perpendiculaire  à  Or,.  Remarquons,  en  outre,  que  la 
droite  joignant  deux  points  correspondants  passe  par  le 
barycentre,  qui  la  divise  dans  le  rapport  de  2  à  i ,  et 
que  le  milieu  de  £  H  est  diamétralement  opposé,  sur  la 
circonférence  des  neuf  points,  au  point  qui  correspond 
à  £.  Tout  cela  tient  à  ce  que  les  deux  circonférences, 
dont  il  s'agit  ici,  admettent  respectivement  pour  centres 
de  similitude  diiecte  et  invei'se  l'ortlioccntre  et  le  bary- 
centre. 

\/  1  i.  CoJiif/ues  circonscrites,  contenant  le  hary centre. 
—  Le  procédé  qui  nous  a  servi  pour  trouver  l'équation 
de  E  nous  conduit  à  l'équation 

[  A  ^2  +  B  )'2  _^  2  C  xy  —  4  (  A  «2  +  B  62  ) 

=  -^;-^-;[(Aa-'— B&2)(a^-l-  ^i  y)  +  26(62  ;3r  —  «2^ j-)], 


(-A) 


qui  repi'ésente  toute  conique  cii'conscrite  au  triangle  fon- 
damental. Si  l'on  veut  que  la  conique  passe  par  le  baiv- 
c entre,  on  doit  poser 

Art2^B62=o. 

Pour  satisfaire  à  cette  équation,  on  peut  prendre 

A  =  B  =  0. 
et  alors  l'équation  (^24)  devient 
(25)  .rr  =  — — — r- (  62R.r  —  rt2a  K^. 

INIais,  plus  généialcment,  nous  pouvons  faire 

\ 
rot  — 

^  ^  _1_  ^  j>  ^ L  ,  C  =  -  ' 

a-  b-  ah 
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Ces  coniques  sont  donc  nécessairement  des  liyperboJes, 
dont  les  asymptotes  (ont  entre  elles  un  angle  V,  déter- 
miné parla  relation 

(  ii6)  taniîT  =  tan£î-  V  sin  - , 

"  "  '2 

-  étant  l'angle  des  diagonales  du  rectangle  formé  par  les 
tangentes  aux  sommets  de  E.  On  démontre  aisément  que 
les  centres  de  toutes  ces  hyperboles  sont  sur  l'ellipse  e, 
qui  touche  les  côtés  du  triangle  en  leurs  milievix.  On 
peut  faire  voir,  en  outre,  que  A  représente  l'angle  que  le 
rayon  déterminant  l'anomalie  excentrique  du  centime  de 
riiyperbole  fait  avec  le  rayon  analogue,  relatif  au  point 

Q.  D'après  (26),  pour  avoir  V  =  -,  il  faut  que   A=  o. 

Parmi  les  hyperboles  considérées,  il  y  en  a  donc  une  1^ 
seule  équilatère  :  elle  a  pour  centre  le  point  Q.  A  me- 
sure que  le  centre  de  l'hyperbole  s'éloigne  de  Q,  sur  e, 
les  asymptotes  se  rapprochent,  mais  leur  angle  ne  peut 
devenir  inférieur  <à  t  :  il  atteint  ce  minimum  pour  )>  =  71, 
c'est-à-dire  lorsque  le  centre  de  l'hyperbole  est  au  milieu 
de  GR.  Cette  conique  particulière  passe  évidemment 
par  le  point  de  Steiner.  Ses  axes  sont  donc  parallèles  à 
ceux  de  E,  et  ses  asymptotes  sont  parallèles  aux  diago- 
nales du  rectangle  formé  par  les  tangentes  aux  sommets 
de  E. 

13.  Iljperhole  de  Kiepert.  —  On  appelle  ainsi  l'hy- 
perbole équilatère  circonscrite,  qui  passe  par  le  centre 
de  gravité.  Nous  venons  de  voir  que  (20)  est  l'équation 
de  cette  courbe,  et  que  son  centre  est  le  point  Q.  En 
outre,  d'après  (^'.o),  les  asymptotes  de  cette  hyperbole 
sont  parallèles  aux  axes  de  E.  Comme  toute  hyperbole 
écpiilatère  circonscrite,  elle  passe  par  H  :  c'est  ce  que 
l'on  vérilie  au  moyen  de  (aà).  Elle  passe  donc  aussi  par 
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Je  symélri(jue  de  H,  par  rappoit  à  Q,  c'est-à-diie  par  le 
point  de  Tarry.  Elle  eontient,  enfin,  le  symétrique  de  G, 
par  rappoit  à  Q,  c'est-à-dire  Je  point  S,  diamétralement 
opposé  à  R,  sur  E.  Quelques-unes  de  ces  propriétés 
peuvent  être  aisément  généralisées  parla  théorie  des  anti- 
parallèles. On  trouve  que  Tliyperbole  équilatère  cir- 
conscrite, dont  une  asymptote  est  parallèle  à  Or,,  a  pour 
centre  le  point  qui  correspond  à  s.  sur  la  circonférence 
des  neuf  points  :  elle  passe,  en  outre,  par  le  point  dia- 
métralement opposé  à  £,  sur  la  circonférence  circon- 
scrite. Ainsi,  par  exemple,  toute  hyperbole  équilatère 
circonscrite,  ayant  pour  centre  un  sommet  de  l'iiypocy- 
cloïde  de  Feirers,  a  une  asymptote  parallèle  à  OC,-,  et 
passe  par  le  point  diamétralement  opposé  à  C/  sur  la 
circonférence  circonscrite. 

16.  On  sait  que  la  tangente  en  un  point  quelconque 
d'une  hyperbole  équilatère  est  antiparallèle  au  rayon 
vecteur  issu  du  centre,  par  rapport  aux  asymptotes. 
Dans  le  cas  actuel,  en  tenant  compte  de  quelques  re- 
marques précédentes,  nous  voyons  que  les  tangentes  en 
G  et  en  H  sont  respectivement  anliparallèles  à  Gll  et  à 
NH  :  ce  sont  donc  les  droites  GK  et  HK.  Conséquem- 
inent,  les  droites  qui  touchent  l'hyperbole  de  Kiepert, 
/  au  barycentre  et  à  l'orthocentre,  se  coupent  au  point  de 
Lemoine.  De  même,  aux  extrémités  du  diamètre  que 
l'hyperbole  a  en  commun  avec  le  cercle  des  neuf  points, 
les  tangentes  sont  parallèles  au  diamètre  OK  du  cercle 
de  Jîrocard,  etc. 

17.   On  sait  ('  )  que  Jes  quatre  projections  d'un  point 


(')   Voir,    rlans   la    Xoiwedc    Coirespondainc   niathijinatiquc    (t.     VI, 
p.  241)1  l'iirliclc  de  M    Neiilicij;  Sur  les  nonualcs  ù  l'ellipse. 


(  '-^^  ) 

P  sur  une  ellipse  E  appartiennent  à  une  hyperbole équi- 
latère,  qui  contient,  en  outre,  les  points  P  et  G,  et  dont 
lesasvmptotes  sont  parallèles  aux  axesdeE.  D'après  eela, 
sile  point  PestrortliocentreH,  ilest  clairquelliyperbole 
cori'espondanle  n'est  autre  que  Vliyperbole  de  Kiepert  : 
les  projections  de  H  sur  E  sont  S,  A(,  Ao,  A3.  On  pour- 
rait étudier,  en  général,  les  liaisons  existant  entre  le 
point  P  et  le  centre  Pq  de  l'hyperbole  correspondante. 
On  trouve  sans  peine  que,  si  GPq  est  parallèle  ou  anti- 
parallèle à  une  droite  A,  la  droite  GP  est  respectivement 
antiparallèle  ou  parallèle  à  A'.  Ainsi,  par  exemple,  on 
peut  donner  à  ces  droites  les  directions  que  voici  : 

(GPu) GK,     G\,     GR,     GH,     RK,     OK: 

(GP) GN,     HK,     GH,     H\,     OK,     NK. 

Pour  pouvoir  déterminer  complètement  un  des  points  P, 
Po,  connaissant  l'autre,  il  faut  encore  observer  que  la 
direction  PPq  se  déduit  de  GP,  comme  C(>lle-ci  a  été  dé- 
duite de  GPq.  Cela  nous  permet,  par  exemple,  de  donner 
ri  ces  droites  les  directions  suivantes  : 

(GPo) GK,     GR,     RK; 

(GP) GN,     GH,     OK; 

(PPo) HK,     H.\,     Mv. 

Ainsi,  lorsque  Po  coïncide  successivement  avec  K,  (^,  le 
milieu  de  QR,  le  milieu  de  GR,  etc.,  P  coïncide  avec  le 
symétrique  de  H,  relativement  à  K,  ou  avec  les  points 
H,  O,  D,  etc.  Ajoutons  (juele  point  P^  est  toujours  en 
ligne  droite  avec  les  projections  de  P  sur  les  axes.  Préve- 
nons au  cas  de  P  et  P,,  coïncidant  avec  H  et  ij.  L'écjua- 
tion  (25),  mise  sous  la  forme 

y  X  -T-  l'j.       b- 
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inonlro  que  les  parallèles  à  à  et  A',  menées  respeetive- 
nieiit  par  G  et  H,  concourent  sur  l'hyperbole  de  Kiepert. 
Si  nous  employons  les  six  couples  de  directions  A,  A', 
signalés  plus  haut,  les  cjuatre  premiers  nous  conduisent 
aux  points  connus  G,  H,  S,  N,  et  les  deux  derniers  nous 
donnent  deux  nouveaux  points  de  l'hyperbole  de  Kiepert. 
Tout  point,  P,  de  cette  ligne  est  le  milieu  d'un  segment 
intercepté,  par  les  axes  de  E,  sur  une  droite  issue  de  S. 
Le  symétrique,  par  rapport  à  G,  du  milieu  de  GP,  est  le 
centre  d'une  conique  circonscrite  à  RAj  A2A3. 

18.  Autres  points  remarquahles. —  Nous  allons  cal- 
culer les  coordonnées  d'inertie   des  principaux  points 
qu'il  y  a  lieu  de  considérer  dans  le  triangle  : 
jytc*^  1°  Nous  avons  vu  qu'un  certain  point  F,  appartenant 

à  l'hyperbole  de  Kiepert,  se  trouve  à  l'iutcrsection  des 
parallèles  à  RK  et  RN,  menées  respectivement  par  les 
points  G  et  H.  Les  coordonnées  d'inertie  de  F  sont 


a- 


b'^      8  a- a  a^  ^  b'-       8^*23 


^  =  -  7.-2 772  7.,  ,    QA-2  '         y 


«2  _  l-i  a'-  +  3  ^-  -^         «■-  —  ^»2   3  «2  _^  Iji 

'j.°  L'intersection  de  RN  avec  la  parallèle  à  OK,  pas- 
sant par  H,  est  un  autre  point  remarquable,  oj,  dont  les 
coordonnées  sont 

_      4  a-  'j.  _      4  ^"  r* 


Ce  point  appartient  aussi  cà  l'hyperbole  de  Kiepert  :  il 
est  diamétralement  opposé  à  F,  sur  celte  conique.  En 
d'autres  termes,  (o  est  le  symétrique  de  F,  par  rapport  à 
Q.  Les  directions  Goj  et  (tF  sont  évidemment  antiparal- 
lèles par  rapport  aux  axes.  Il  en  est  de  même  des  direc- 
tions NFet  NR.  La  (igurcNFtoHest  un  parallélogramme. 
Les  droites  Go>,  OK  lournissent  un  nouveau  couple  de 
directions  A,  A',  l'.nliii,  on  démontre  aisément  (juc  (o  est 
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]e  point  dont  les  coordonnées  barycenlriqucs  sont  inver- 
sement proportionnelles  aux  carrés  des  côtés. 

3"   Les  droites  Gw,  OK,  UQ  concourent  en  un  point 
M,  dont  les  coordonnées  sont 

2  a- a  2  0^3 


Ce  point  est  évideiunicnt  symétrique  du  milieu  de  G(o, 
par  rapport  à  G. 

4"  L'intersection  de  OK  avec  HN  est  un  point  T,  dont 
les  coordonnées  sont 


3a*-T- 2rt-^'--1- 3  6'>  3  a^ -+- i  a- 0- -h  d  ù'* 

Les  coordonnées  barycentriques  de  ce  point  sont  propor- 
tionnelles aux  quatrièmes  puissances  des  côtés. 

5°  Les  droites  GT,  Kto,  \  H  concourent  en  un  point 
L,  dont  les  coordonnées  sont 

4  a2  a  4  6-^  p 

^     _  y      ^ 


Ce  point  appartient  à  l'iiyperbole  de  Kiepert. 

6"  Les  droites  OL,  HM,  jNK  concourent  en  un  poini 
W,  dont  les  coordonnées  sont 

a'-i-  ib'  "  3  a'--^  b- 

Les  droites  GW ,  OK  sont  parallèles.  Le  point  \\  ap- 
partient à  l'hyperbole  de  Kiepert  :  il  est  diamétralement 
opposé,  sur  celte  conique,  au  point  de  rencontre  des  pa- 
rallèles à  RjN  et  K^N,  menées  respectivement  par  G  et  H. 

y"  Les  droites  GH,ML,  Tco  concourent  en  un  point 
Z,  dont  les  coordonnées  sont 

lôa-b'-yi  i6a^b-'i 

()o'' -i-  i  ^a'-b--^  <jb''  ga'' -r- i.\a-b'^-\^b'' 


(  -•^'^>  ) 

La  parallèle  à  UN,  nuniciî  par  le  symétrique  du  luilieu 
de  GZ,  relativement  à  Q,  passe  par  le  point  de  rencontre 
des  droites  GN,  Qco. 

8"  Les  droites  GK,  ML,  VW  concourent  en  un  même 
point,  dont  les  coordonnées  sont 


7  =  — 


9°  J'ous  ces  points  ont  été  considérés  parM.  13rocard('). 
Un  autre  point  remarquable  est  le  point  J,  d'où  l'on 
voit  les  côtés  du  triangle  sous  des  angles  égaux.  Ses  cooi- 
données  sont 

2aa  2Z)3 

*^'  =-  .-T— 7.'       7  =  -  :rT^/-' 


Il  existe,  dans  le  plan  du  triangle,  un  point  I,  d'où  l'on 
voit  les  côtés  ( 
données  sont 


voit  les  côtés  du  triangle  sous  des  angles  de  6o".  Ses  coor 


:A3 


a  —  b  "         a  —  b 

Les  points  I  et  J  sontles  centres  isogones  du  triangle  ('). 
Au  moyen  de  (aS),  on  vérifie  sans  peine  que  ces  points 
sont  diamétralement  opposés  sur  l'IiyperLole  de  Kiepert. 
Le  diamètre  qui  les  joint  passe  évidemment  par  le  point 
de  Lemoine,  et  les  tangentes  à  l'hyperbole,  en  I  et  J, 
sont  parallèles  à  GH.  Les  droites  GI,  GJ  sont  anti paral- 
lèles, par  rapport  aux  axes  de  E.  Enfin,  le  rayon  GJ  est 
celui  qui  détermine  l'anomalie  excentrique  du  point  de 
Sleiner. 

19.    Cercle  et.  points  de  Biocard .  —  Le   cercle  de 
■Brocard  a  pour  équation 

(«2-1-  1,1  •^(^x-^-^}  2)^-  (rt2_  lyi){^j_x  —  |ij-)  ={a'-—  t^f. 

{  '  )    Xuufc/Ic.s  prvpiicii-s  du   liitiiii^/c  (  Corijrùs  ilc  Hoiieii,  i88.'i). 
(-)   îStLlitllc,  .yt/ii'>irc  sur  le  Ictiuidif,  p.  i-. 


(  -^37  ) 

En  s'aidaiit  des  formules  (12)  et  (i3),  on  trouve  que  sou 

diamètre  est 

a- —  b- 

telle  est  la  longueur  de  OK.  Les  e(Mitres  de  similitude  du 
cercle  de  Brocard  et  du  cercle  circonscrit  sont  situés  sur 
les  axes  de  E.  Il  en  est  de  même  des  centres  de  siniili- 
*  tude  du  cercle  de  Brocard  et  du  cercle  des  neuf  points. 
La  perpendiculaire  à  OK,  passant  par  ^I,  rencontre  la 
circonférence  de  Brocard  en  deux  points,  co',  to",  cju'on 
3i\)^e\\o.  points  de  Brocaid.  Les  coordonnées  de  ces  points 
sont 

aa^g     _^-).ab'^\/^  _  262  ^i      _-jabi  /3 

2-^3  62""3âM^'  ^'  ~~  ■ia^-^b'-'^  a'-^l b'^ ' 


X  =■ 


Le  pôle  de  la  corde  o/o/  n'est  autre  que  le  point  T. 
L'angle  sous  lequel  cette  corde  est  vue  du  centre  ne  dé- 
passe jamais  120".  On  démontre,  en  effet,  que  le  cosinus 
de  la  moitié  de  l'angle  en  question  est 


//2 


a'^'ib'         ia'-^b-        -i. 

Il  est  évident  que  le  triangle  tooj'oj"  admet  même  bary- 
centre  que  le  triangle  fondamental.  En  outre,  si  l'on 
pose 

-  =  2 ma  \f\i  cos A,  - — 5 — -j-,  =  intb  \/ 2  iiu  / , 


a'-r-  ib-  "  3a--f-  b 

les  coordonnées  des  points  de  Brocard  deviennent 

■inin  \J -i.  cos  (  A  -±L  -— '  j  ,      f.mb  y/a  sin  (  À  dr  -^  \  ■ 

Il  en  résulte  que  le  triangle  tooj'io"  est  inscrit  à  une 
ellipse  liomotliétique  à  E  :  les  perpendiculaires  abaissées 
sur  le  grand  axe,  parles  sommets  du  triangle,  rencontrent 


(    :i38    ) 
la  cii  conférence  déciilc  snrlc  grand  axe  comme  Jiamèlre 
en  trois  points,  sommets  d'un  triangle  équilatéral.   Cela 
lient  à  ce  que  le  triangle  toco'co"  a  mêmes  axes  principaux 
d'inertie  que  le  triangle  fondamental, 

t20.  Triangle  de  Brocard.  —  Les  perpendiculaires 
aux  côtés  de  A^AoA;),  menées  par  O,  rencontrent  la 
circonférence  de  Brocard  en  trois  points,  sommets  du 
premier  triangle  de  Brocard.  Les  coordonnées  de  ces 

points  sont 

«2 _  ^,2   7..  a"'  —  b-^  y,- 


«--i-  b'^    2  a- -^  b^    •! 

Jl  en  résulte  que,  après  une  dilatation  convenable  autour 
dubarycentre,  le  triangle  de  Brocard  devient  symétrique, 
par  rapport  à  Gj',  du  triangle  fondamental.  Cette  re- 
marque a  déjà  été  faite  (  '  ).  Le  triangle  de  Brocard  a  donc 
même  barycentre  et  mêmes  axes  principaux  d'inertie  que 
le  triangle  fondamental,  et  tout  point  remarquable  p 
de  son  plan  se  déduit  du  point  P,  qui  joue  le  même  rôle 
dans  le  triangle  fondamental,  en  cherchant  le  symétrique 
P'  de  P,  par  rapport  à  G/,  et  en  réduisant  GP'  dans  le 
rapport 

^   ''  GP'        j.  a-^+b^ 

D'après  cela,  le  point  de  Steiner  du  triangle  de  Brocard 
n'est  autre  (jue  le  point  de  Lemoiiie  du  triangle  fonda- 
mental. Cette  propriété  est  connue  (-).  De  même,  le 
point  de  Tarry  est  O5  le  point  de  Lemoine  se  trouve  à 
l'intersection  de  GR  avec  la  parallèle  à  RN,  menée  par 


(')  Brocari>,  Elude  d'un  nouveau  cercle  sur  h  plan  d'un  triangle 
(Con(;iès  d'Alger,  18S1). 

(')  INEUnERO ,  Sur  le  point  do  Steiner  {Journal  de  Malhéniatit/iie!: 
spcfiulea,    i88()}. 
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V^  rorlliocenlre  est  à  l'intersection  des  droites  GN  et 
II  to;  le  point  (o  esta  l'intersection  deGFavecOK;  le  point 
F  ne  diffère  pas  dn  point  w,  relatif  au  triangle  fondamen- 
tal ;  ce  dernier  point  est  donc  commun  aux  hyperboles 
de  Kiepert  des  deux  triangles;  etc.,  etc.  Si  l'on  joint  les 
sommets  du  triangle  de  Brocard  aux  sommets  et  aux 
milieux  des  côtés  du  triangle  fondamental,  on  obtient 
six  droites,  qui  concourent  aux  points  to  et  O.  De  même, 
d'après  Stoll,  si  l'on  joint  les  milieux  des  côtés  du  triangle 
de  Brocard  aux  sommets  et  aux  milieux  des  côtés  du  tri- 
angle fondamental,  on  obtient  six  di'oites,  qui  conconrent 
aux  points  L  et  M.  Enfin,  remarquons  que  le  triangle  de 
Brocard  est  liomotliétique  au  triangle  fondamental,  rela- 
tivement au  barycentre  commun  :  le  rapport  d'iiomo- 
tliétie  est  le  carré  du  rapport  (2j). 

21.  Transformations.  —  On  sait  que  to'  et  o/  sont 
conjugués  isogonaux,  ce  qui  revient  à  dire  qu'ils  sont  les 
foyers  d'une  conique  insciite  au  triangle.  Il  en  est  de 
même  des  points  O  et  H,  G  et  K,  L  et  M,  to  et  T,  V  et 
W.  Les  conjugués  isogonaux  de  I  et  J  sont  deux  autres 
points  remaïquables,  que  ftl.  Neuberg  a  nommés  centres 
isodjnainù/ues  du  triangle.  Une  autre  transformation 
ijnportante  est  celle  par  points  conjugués  isotoniiques, 
consistant  en  ce  que  les  deux  points,  qui  se  corres- 
pondent, ont  leurs  coordonnées  barycentriques,  de  même 
nom,  inverses  l'une  de  l'autre.  Ainsi,  par  exemple,  les 
point  Ket  to  sont  conjugués  isotomiques.  Soit,  en  général, 
P'ie  conjugué  isotomique  de  P.  On  trouve  aisément,  an 
moyen  de  (i8),  que  les  coordonnées  barycentriques  de 
P'  sont  données  par  la  fornnile 


(j^  ()  \  a^  b^ 


(  'Mo  ) 

puis,  au  moyen   de  (17),    on   voit   (jue   les    coordonnées 
d'incrlie  de  P'  sont 


iy- 

«2    1,1 

«2  _  62   (^  „2              62  /      '      «2  _  62 

y  —  ■ 

1 

«2               62 

(2S) 


Si  l'on  introduit,  comme  plus   liant,   l'anomalie   excen- 
t,ri(jue  de  R,  et  que  l'on  pose 

—  =  m  cosÀ,  — '^—-  =  /«  sin  A, 

on  obtient 

l  ;  =  r cos A  —  m  00s {'u  —  2  A  ) I , 

< 

— "^ r;    =   Slll  A  —  »?  Sin  (Ci  —  2  A  )    . 

En  particulier,  si  A  =  7^5  on  a 

x'                    m             o                 r'                    m        .    o 
cos'?  — ^^—jz.— sin-^- 


Il  eu  résulte  que,  si  P  est  sur  une  médiane,  il  en  est  de 
même  de  P'.  Ces  deuK  points  sont  alors  conjugués  liar- 
moniques  par  i-apport  à  deux  points  lixes  de  la  médiane. 
Si  P  est  sur  E,  P'  est  rejeté  à  l'infini,  suivant  une  direc- 
tion dont  le  coeriicient  angulaire  est 

y'         b         À  —  (5 
■—  —    -COL  !-. 

En  particulier,  si  A  =  —  o,   (^'est-à-dire  si  P   coïncide 


(  H^  ) 

avec  R,  P'  est,  à  l'infini,  sui'  la  direction  perpendiculaire 
à  GH,  etc. 

2^.  De  la  transformation  par  polarité  Wilinéaire  ('  ) 
nous  déduisons  une  transformation  nouvelle,  étroitement 
liée  à  celle  qui  précède.  Lorsqu'un  point  parcourt  une 
conique  circonscrite  au  triangle,  sa  polaire  trilinéaire 
pivote  autour  d'un  point  tt,  pôle  d'hotnologie  de  la 
conique  considérée.  Soit  — '  le  centre  de  la  conique.  Il  y 
a  réciprocité  entre  les  points  u  et  tc'j  car,  si  y-i  ^^  iJ<-/Sont 
les  coordonnées  barycentriques  de  ces  points,  on  dé- 
montre que 

(29)  \X2  ;x';,  -f-  1^3  ix'.,  =  ;X3  [j.',  ^-  [j.,  \x.^  —  .j.]  jj.'o  -+-  [J-j  a', . 

Or,  identiquement, 

(X2  [J.'3  -V-  (J.3  |J.'o  =  i  (l  —  2  li.,  )  (l  —  2  [^'1  )  H-   I   ~~^!-'-'  l^'i- 

Les  conditions  (2g)  reviennent  donc  à  dire  que  le  pro- 
duit (i  —  2  (j-i)  (i  —  2  [ji^-  )  ne  dépend  pas  de  i.  Conséquem- 
ment,  pour  obtenir  un  couple  de  points  7:,  t! ,  il  suffit  de 
prendre  deux  points  P,  P',  conjugués  isotoniiques,  et  les 
points  demandés  sont  les  symétriques,  par  rapport  à  G, 
des  milieux  de  GP  et  GP'.  En  particulier,  on  peut  sup- 
poser que  7î  et  Tï'  soient  deux  points,  divisant  harmoni- 
quement  un  des  segments  GA/.  Si  u  coïncide  avec  O,  tz' 
n'est  autre  que  K;  si  -  se  meut  sur  une  droite  passant 
par  K,  7t' décrit  une  hyperbole  équilatère,  contenant  O; 
si  TT  parcourt  l'ellipse  e  ou  la  circonférence  des  neuf 
points,  —'est  à  linfini  ou  bien  sur  la  polaire  trilinéaire 
de  H,  qui  est  l'axe  radical   du  cercle    circonscrit   et  du 

(')  Mathieu,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,   iSG5. 

Anii.  de  Malhémat.,  y  série,  t.  VI.  (M;ii  1887.)  JJ 


{ ^M  ) 

cercle  des  neufs  points;  etc.  Les  formules  de  transfor- 
mation se  déduisent  des  formules  (28)  en  y  remplaçant 
X,  j,  ...  par  —  207,  —  2  j, 

23.  Il  y  aurait  à  étudier  plus  généralement,  les  trans- 
formations quadratiques  réversibles,  que  l'on  obtient  en 
cherchant  toutes  les  formes  quadratiques,  telles  qu'une 
même  forme  des  coordonnées  barycentriques  d'un  point 
représente  les  coordonnées  barycentriques  de  son  con- 
jugué, et  réciproquement,  abstraction  faite  d'un  facteur 
indépendant  de  i.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  si  l'on 
pose 

l^î  —  M-2  P-3  ^  V-l  —  !-«-3  !-^i  ^  V-l  —  V-\  V-i  _ 
\^\  !J-2  V'i 

on  en  dédui  t 

[^?  —   \^'i  !-^3    ^    1^2"  —   1^3  !-^'l     ^    ^^3^  —   !^'l  1-^2    ^   ,^' 
t^l  !-l2  \i-3 

OÙ 

K  =  I  —  3(  [X2  [^3  -t-   [^3  a,  -H  [^1  [^2  ), 

fi'  =  I  —  3  (  ja'2  [J.3  -+-  [a'3  ix\  -\-  ix\  \x'.^  ), 
et  l'on  démontre  que 

i-^!^'  =  '  '      2à  ''■'■'  '^■'  =  '  •      — 

Comme  précédemment,  les  médianes  se  transforment  en 
elles-mêmes,  de  telle  sorte  que  deux  points  conjugués, 
situés  sur  GA/,  sont  séparés  harmoniquement  par  A/  et 
par  le  symélric|ue  de  ce  point,  relativement  à  G.  La 
question  générale,  que  nous  venons  de  poser,  est  sus- 
ceplibhî  d'une  intéressante  interprétation  géométrique, 
et  d'un  développement  considérable. 


(  ^\^  ) 

SIR  LES  SÉniES; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


1.   Si  1  ou  a  une  série  à  termes  posilils 

i^O  H-  «  1  -i-  "2  -t-  •  •  •  -i-  ««  -I-  •  •  •  } 

celte  série  sera  divergente  si  l'on  peut  trouver  une  loue- 
lion  '■^(w),  lelle  que  ««'^(/i)  ait  pour  limite  une  quan- 
tité \  dilTéreute  de  zéro,  la  fonction  '^[n)  remplissant  en 

outre  la  condition  que  la  série    7  soit  une  série 

divergente. 
La  série 

?/0  -1-  «1  -i-  •  •  •  -+-  U,i-\-..  . 


sera  au  contraire  convergente,  si  l'on  peut  trouver  une 
fonction  'f(/i),  telle  que  ii,i'^(n)   ait   pour  limite   une 

quantité  finie  A,  et  telle  que  la  série   2,  ~ — ~  soit  con- 
vergente. 

Dans  le  premier  cas,  w„  'f  ('0  P^'Ut  croître  au  delà  de 
toute  limite;  dans  le  second  cas,  À  peut  avoir  pour 
limite  zéro  :  le  théorème  est  encore  vrai  5  la  démonstra- 
tion que  nous  allons  en  donner  le  montre  d'une  manière 
évidente. 

2.   Supposons    d'abord  que    Un'oin)   n'ait    pas    pour 

limite  zéro,  et  ciue  la  série    >  soit  divergente. 

On  pourra  toujours  trouver  un  nombre  \x  supérieur  à 
zéro,  tel  que,  pf)ur  une  certaine  valeur  de  n  et  pour 
lunle  valeur  plus  grande,  u„  's,(n)  soit  [)las  grand  (pu-  [jl  ; 


(  ^44  ) 

on  aura  donc,  à  partir  de  coUe  valeur, 

J'n+l  cp(n-H-l)>  [a, 


par  suite, 


u„,^,,o{n  -+-/?)>  [ji; 


^'■^  L?(«)  "^  ?('i  +  iJ 


la  quantité  entre  parenthèses  augmente  indéfiniment 
quand p  croît  lui-même  indéfiniment^  par  suite, 

11,1  +  «H+l  -r-  .  .  .  -i-  Uii+p  +  .  .  . 

est  divergente. 

On  sait  que  la  série  harmonique  est  divergente;  on 

en  conclut  que  les  séries  2\  'w — \'  °^^  ^*^  degré  du  déno- 
minateur ne  surpasse  pas  de  plus  d'une  unité  celui  du 
numérateur,  sont  des  séries  divergentes 5  dans  ce  cas, 

(p(7î)  =  71  et  /z|~ — -î  dans  les  hypothèses  faites,  est  une 
fonction  qui,  pour  11  infini,  a  pour  limite  une  quantité 
finie,  ou  augmente  indéfiniment  :  la  série  7  ~ — {  est 
donc  divergente. 


Il  en  est   de  même  des    séries 


(Lrt)H- 


;   en  posant 


H,,  =  — ,  la  fonction  Jiu,,  croit  au  delà  de  toute  limite 

(  L  n  )\>- 

quand  n  augmente  indéfiniment. 

3.   Supposons  maintenant  que  Un  ^{'i)  ^il  pour  limite 
une  quantité  finie  X  ou  hienzéro,  mais  que  (p(//)  soit  une 

fonction  telle  que    >  soit  une  série  convergente  :  la 

série  proposée  ^  ii„  sera  aussi  (-onvergente. 


(  '^45  ) 
En  eHbl,  si  iin  'f{n)  a  pour  liniilc  une  quantité  X  ou 
zéro,  on  pourra  toujours  trouver  une  valeur  ^  supé- 
rieure à  \,  mais  finie,  et  telle  que,  pour  une  valeur  de  7i 
suffisamment  grande,  et  pour  toute  valeur  plus  grande 
de  /z,  le  produit  Uu'^{n)  soit  inférieur  à  ij.;  on  aura 
donc 

Un+1  tfC/i  +  l)<  I-l, 


on  en  tue 


< 


'4^ 


Un+p  ^{n+P.X  l^; 


'n+p 
I 


)  ç.(/i-i-l)        ■■■        cp(/H-/;) 


Par  hypothèse,  \^  77 — ^  ^^^  ""^  série  convergente, 
^  Un  sera  donc  aussi  une  série  convergente. 

On  démontre  que  la   série  ^-7:5:^  est   convergente 

pour  toute  valeur  positive  de  a,  quelque  petite  que  soit 

d'ailleurs  la  quantité  a;  par  suite,  les  séries  ^^7—5 

dans  lesquelles  le  degré  du  dénominateur  surpasse  de 
plus  d'une  unité  celui  du  numérateur,  sont  conver- 
gentes. 

On  peut  trouver  une  infinité  de  fonctions  C2(7^)  dont 
l'ordre  de  grandeur  est  compris  entre  celui  de  n  et  celui 
de  7z*+^,  a  étant  une  quantité  positive  non  nulle,  et  qui 

jouissent  de  la  propriété  de  fournir  des  séries  '^—r — 
divergentes  ou  convergentes. 

Rn  prenant  pour  cp(«)  les  fonctions 

«Ln,     /i  Ln]jhn,     .  .  . ,     • 


(  •>.4«  ) 

les  séries    >  —. —  soiil  diverLM'iilcs  ;  les  l'oiulions 

où  [7.  >>  I,  donnent,  au  eontraire,  des  séries  ^— — -  qui 
sont  convergentes. 

L'ordre  de  grandeur  de  ces  fonctions  va  en  se  rappro- 
cliant  de  plus  en  plus;  mais  Abel  a  démontré  qu'il 
n'existe  pas  de  fonction  p(«)  intermédiaire  entre  elles, 
et    telle  que,   si   u.,i  o[n)  a   pour  limite  zéro,  la   série 

7  Un  soit  convergente,  et  si  u„  'fin)  n'a  pas  pour  limite 
zéro,  la  série  ^  »„  soit  divergente. 

S'il  était  possible  de  trouver  facilement  la  limite  des 
produits 

u„-nLri,     u,i.nLnL]jn,     ...,     M„n(Lrt)H-,     ..., 

on  pourrait  mettre  en  évidence  la  divergence  ou  la  con- 
vergence d'un  grand  nombre  de  séries  à  termes  positifs; 
malheureusement  cette  limite  n'est  pas,  en  général,  aisée 
à  trouver.  Prenons  quelques  exemples. 

4.  Soit  la  série  ^  L    i  +  — — r    >  où  L  désigne  un  lo- 

n  =  0 

garîtbme  népérien,  et  'f{n)  une  fonction  qui  augmente 
indéfiniment  avec  «;  nous  aurons 

et,  par  suite, 

lim  Un  cp(/i)  =  Le 
ou 

lim  u„  o(/i)  =  1. 

Si  donc  la  série  V,;r —  <^st  convergente,  la  proposée 


(  -\1  ) 

l'est  aussi;  si  ^^-^rr—  <-'st  divergente,  la  proposée  est  di- 
vergente. 

Ce  qui  précède  nous  permet  de  trouver  les  conditions 
dans  lesquelles  un  produit  infini  de  la  forme 

(H-  ao)(H-  ^i)-  •  -(i-^  '^«)-  •  • 

est  convergent  ou  divergent. 

Considérons,  à  cet  effet,  la  série 

n=0  n—O 

et  posons,  pour  abréger, 


On  aura 

«0+  «t-»--  •  --^  "«=  L(i  —  ao)-4-  Ld-f-  ai)-4-.  .  .-!-  L(i-f-  a„) 

ou 

«0-i-  «1-Î--  •  --^  "rt=  L(i-f-  ao)(i  -f-ai).  .  .(i  -f-  a„\ 

Mais  nous  avons  vu  que  le  second  membre  teiid  vers 
une  limite  finie  quand  n  augmente  indéfiniment,  si  la 

série  ^a„  est  convergente;  par  suite,  le  produit 

(i-f-  ao)(i-l-  ai  ).  .  .(  r  -f-  a„  ).  .  , 

tend  lui-même  vers  une  limite  finie,  si  la  série  7  y.„  est 
convergente.  Le  logarithme  de 

(  I  —  ao  )  (  I  —  ai  ) .  .  .  (  I  -^  a„  ) .  .  . 
augmente   au   contraire    au  delà  de   toute  limite,  si   la 
série  ^  a„  est  divergente  ;  on  en  conclut  que  le  produit 

(  1  -r-  7.1, 1  ( I  -,-  ai  ; .  .  . 1 1  -r-  a„  ) .  .  . 


(  248  ) 
augnionlc  aussi  indéfiniment  ou  tend  vers  zéro,  quand  la 
série  ^  a„  est  divergente^  il  augmente  indéfiniment,  si 

les  facteurs  sont  plus  grands  que  un,  et  il  tend  vers  zéro 
si  les  facteurs  sont  plus  petits  que  un. 
En  particulier,  le  produit 


:'-i)(— "- 


I 

4-/  V'      G'/       V"      4'^"' 


a  pour  limite  une  quantité  différente  de  zéro,  puisque 
la  série 

I         I     _     I  I 

^  ^  r-  '^  '^-  '^ "  '^  w-  ^ "  ' 

est  une  série  convergente. 

5.   Considérons  maintenant  la  série 

■^  1.3. 5. ..(an  —  i)         I 


.^      2 . 4 . 6 . . .  2  /i       2  /i  -h  I 

n-O 

Soit 

1 .3.5. .  .(-in  —  1)        I 


u,,= 


2.4-6. ..an        2n-(-i' 
on  peut  écrire  11^  sous  les  deux  formes  suivantes  : 

U,,=   {    l )   (    I 


)(-0 


Un  =H--H--7--'I  + 


4  /        \         2  /î  /  2  n  -h  I 


2/\  4/  \  2rt  —  2/2n(2/i-f-l)' 

par  suite, 

L  (2n  —  2)-J\  2rt/  2«(2/i  -)-  I)^ 

Soit  B,/  le  produit 


(  ^9  ) 
et  soit  0  sa  limite  pour  n  croissant  indéfiniment;  on  a 

u\  —<d,A\ ) ; 

"  \  2  71/    2/1(2  n  -4-1)- 

par  suite, 

Ua=  ^ ^=l/0„fl-— ) 


(  2  /l  -f-  I  ) 

et 


{in-\-\)\Ji 
quand  n  croît  indéfiniment, 


\AF^^ 


lim n     '■Un=  -\  /  -  • 

1\      •! 


Le  second  membre  étant  fini,  et  la   série  \  -^  étant 


/^^"^ 


convergente,  la  proposée  est  aussi  convergente  ;  l'expres- 
sion précédente  montre,  en  outre,  que  les  termes  de  la 
série  se  rapprochent  indéfiniment  de  ceux  de  la  série 

^;  la  proposée  est  convergente  comme  elle. 

1-u- 


1+: 

n 


6.   Considérons  la  série 

"^  ri.3.5...(2/?— i)"[î^ 

^ÊÀ   L  2.4.6.  .  .2/1  J 

n  =  0 

En  posant 

ri.3.5...(2/i  — 1)1!^ 

L         2.4.O.  .  .2/1         J 

on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 


1   \^ 


(   ^^o   ) 
et,  par  suite, 

¥■ 

11  voit  que,  SI  -  p>  I,   la  série  proposée  est  conver- 
gente;  si  -  =  i  ou  si  -  <^  i,  la  sene  est  divergente. 
On  peut  traiter  d'une  manière  analogue  les  séries 

"Y*  ["(aX  +  !)( aX  +  3  ). .  .(il  -+-  xn  —  \)'\V- 

^l      (2).  -4-  2)(2À-l-4)...(-2X-f-  2/?)      J 
n  =  l 

et 

n  —  00 
-y     \  (2X^^z)(4X+fJL)...(2«À-^    [JL)  |V_ 

Zi  |(3X-^,jL)(5X-^,ji)...[(2/i^r)X-i-fx]t  ' 

n  =  l 

la  première  renferme  deux  paramètres  A  et  [j.,  la  seconde 
trois   paramètres  }v,  [x,  v.   La  première  est  convergente 

quand  -^i,  la  seconde  est  convergente  quand  v   est 

])lus  grand  que  deux  :  dans  tous  les  autres  cas,  elles  sont 
divergentes^  ces  séries  comprennent  un  certain  nombre 
de  séries  bien  connues. 

7.   Soit   encore   la    série     7  — :  on  sait  que 

^  V/1.2.3.../1  ^ 

le  produit  i.a.3.../2,  pour  de   grandes  valeurs  de  «, 

peut  s'écrire 

I  .2.3.  . .«  =  n"e-"  \/-j.T.n(i  -t-  e„). 

£^2  ayant  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéGniment, 
on  en  déduit 

y/i  .2.3. .  ./?  =  «g-'    y-xT.n   v^'h -^  £,j) 
i 


et,  en  posant  ",/=  - 


v/ 1 . 2 . 3 . . .  « 
e 


(   ^^5,   ) 
quand  n  augmente  iudéGniment,  nun  a  pour  limite  e  :  la 

série  / ^ ,  est  donc  divergente. 

■^^  y/i .2.3. . .« 

8.   Considérons  la  série  X         ., — — ;  posant 


on  a 


I .2.3. . .« 


par  suite, 


(ex)" 


v/a-iinCi-r-Ert) 

si  ex^i,  la  série  est  divergente;  si  ex<^i,  elle  est 

convergente  ;  si  ex  =  i ,  lim«-  ii,i  =  -zz=  »  la  série  2,  ~ 

*  n- 

élant  divergente,  la  proposée  l'est  aussi. 

9.   Considérons  enfin  la  série   \    \\e  —  i);   posant 

n  =  l 

Un=  ye —  I,  le  produit  /»<„  r=  ^ilye —  i)  a  pour  limite 
l'unité,  quand  n  augmente  indéfiniment;  par  suite,  la 
série,  dans  ses  termes  éloignés,  devient  comparable  à  la 
série  harmonique  :  elle  est  donc  divergente. 


SIR  L'ABAISSEMENT  DES  EQIATIOXS  RECIPROQIES; 

Par  m.  Gii.  BIEHLER. 


1.  On  sait  que,  si  l'équation  F(vC)  =o  est  réciproque 
et  n'admet  pas  les  racines  —  i   et   +  i,   si  l'on  fait  la 


(    25.     ) 

substitution 

1  —  X 

r  = , 

l  -+■  X 

l'équation  en  y  ne  renferme  plus  que  des  puissances 
paires  de  j^  et,  en  posant  j>^^  =  z,  Ja  résolution  de  l'équa- 
tion F(a:)  =  G  est  ramenée  à  celle  d'une  équation   de 

degré  sous-double.  A  deux  valeurs  de  x,  x  =  a,  jc  =  -i 

réciproques,  correspondent,  en  eiî'et,  des  valeurs  de  j^ 
égales  et  de  signes  contraires. 

Nous  allons  nous  proposer  de  chercher  la  forme  gé- 
nérale des  fonctions  rationnelles 

_<^{x)_ 


qui  jouissent  de  la  même  propriété  que  la  fonction  - 

Soit 

_  Ao  -+-  A,  a; -+-  ...  -4-  A,„ a^'" 
■^""  Bo-i-  Bia7-i-  .  ..  +  ^pXi> 

la  fonction  cherchée  \  on  doit  avoir 


4-\ 

'  \x/             o(x) 

,(i)-  *(^) 

et, 

par  suite, 

Ao^;'"  -i-  A|  x"'-i  -h  . . .  -V-  A,„ 

x"'--P(BoxP  -+-  BixP-^-^  ...  -l-  B,,) 

Ao  -1-  A 1  ar  -f-  ...  +  A„,  .T'» 

Bo-l-BiJ7-i-  ...  -^BpXi' 

Pour  que  l'identité  soit  possible  entre  les  deux  mem- 
bres, il  faut  que  m  =  p.  Par  suite, 

Aoa7'«  -+■  Aia;"'-«  -4-  . . .  -4-  A„t 


Bo^r'»  -1-  Bia;"'-i  -+-...  4-  B,„ 

_         Xm^'"-  +  A;„-i  X"^-i  -H  .  ■  .  +  Aq 

~  B  „,  ,r  "'+...  -h  Bo 


(  253  ) 
Pour  que   ces   fractions  soient  égales,  il  laut  que  les 
termes  de  même  degré    des   numérateurs   cl  des  déno- 
minateurs ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant. 
On  a  donc 

Ao  =  ^A;„,      \  I  Bq  =  —  XB,„, 

A,  =  XA„,_,,  _     1  Bi  =-XB,„_„ 


A,«  =  XAq,       I  \  Bm^=  —  ^'Bq. 

Ces  égalités  donnent 

AoA,„  =  )vîAoA„j, 
d'où 

Prenons  \=  i ,  on  aura 

Ao    =    A,;|,  Bq    =    B,;,, 

A-i  =  Am—i,  Bi  =  —  B,„_i, 


Distinguons  les  cas  de  m  pair  et  impair  : 

Si  m  est  pair  et  égal  à  2/2,  le  numérateur  devient 

Ao(a;2«  -r-  i)M-  Ai(jr2«-i  -i- x)  -1-  , . .  -+-  A^ar^^, 

il  est  réciproque. 

Quant  au  dénominateur,  il  devient 

Bo(ar2«—  i)-r-  Bj(a;2«-i  —  x) -^  . .  .  -*-  B„_i(jr«-t-i  —  j;"-»); 

il  renferme  le  facteur  x-  —  1  et  peut  s'écrire 

'\'-2n-2{x)  étant  un  polynôme  réciproque  de  degré  pair  j 
par  suite, 

ou  bien 


y 


(l  —X^)<!iiin-2(X) 


l    —  X     (  I   -1-  X)^'li2u~2(^) 


ou  enfin 

_    I   -r-.r     <Oin{-f) 

c52„(j:)  et  'i/2«(^)  étant  des  polynômes  réciproques  de 
degré  pair  in. 

Si  m  est  impair,  m  =  2/2  -h  i  ;  le  numérateur  devient 

ce  polynôme  renferme  x  -+-  i  en  facteur  ;  on  peut  l'écrire 

(p2,j(x)  étant  un  polynôme  de  degré  pair  et  réciproque  ; 
le  dénominateur  devient  dans  ce  cas 

Bp(a-2«+i  _  i)_,-Bi(a-2«  — a:)-t-  ...  4-  B„(:r«+i  —  x"). 

C'est  le  produit  de  i  — x  par  un  polynôme  'Imi-"-^) 
réciproque  et  de  degré  pair  ;  on  a  donc 

La  forme  trouvée  dans  le  cas  de  /w  pair,  à  savoir 
_  I  -f-  a^   o^_„{x) 

se  ramène  immédiatement  à  cette  dernière,  car  on  peut 
l'écrire 

I  +  .r  '^2«<'-^1        I  — ^  /  I  -t- 3-\2  C52n(.r) 


\— X   'i^-îu^X)         l-V-x\l—xJ      '^2n{x) 

les  polynômes  (i  +  a:)-,  (i  — x)-  sont  réciproques  et 
de  degré  pair. 

En  prenant  ).  =  —  i,  on  arrive  évidemment  aux 
mêmes  l'ésultats. 

On  peut  donc  dire  que  la  forme  la  plus  générale  de  la 
fonction  rationnelle  qui  jouit  des  mêmes  propriétés  que 
la  substitution 

I  —  X 


(  ^^^^^  ) 

est 

_  I  —  .r   '^2„(.r) 

02„(.r)  et  '}2h(-^)  tîtant  des  polynômes  réciproques  et 
de  degré  pair. 

2.  On  sait  aussi  qu'on  ramène  la  résolution  de  l'équa- 
tion réciproque  de  degré  pair  à  celle  d'une  équation  de 
degré  sous-double,  en  faisant  la  substitution 

.  =  e(.,i), 

la  fonction  0  étant  symétrique  en  x  et  -  et  rationnelle. 
Mais  une  telle  fonction  estle  quotient  de  deux  fonctions 
entières  et  symétriques  en  a:  et  —  ;  chacune  de  ces  fonc- 
tions symétriques  est  une  fonction  entière  de  la  somme 
et  du  produit  des  quantités  x  et  — ^  c'est-à-dire  une  fonc- 
tion de  X  -A —  seulement. 

X 

La  forme  générale  de  la  fonction  0  (  j:-,  -  )  symétrique 

en  X  et  —  est  donc 
a: 


H    .r 


X  j 


G  et  H  étant  des  fonctions  entières  quelconques.  La 
plus  simple  de  ces  substitutions  est  évidemment  celle 
dont  on  fait  habituellement  usage,  à  savoir 


I 


'Dans  la  question  précédente,  l'équation  en  y-  ayant 
été  obtenue,  on  l'abaiss»'  au  degré  sous-double  en  posant 
y"^  z=z  z  \  ur  la  forme  générale  de  7    est 

_   I  —  X    <Uin  (  X  ) 
^  ~    l  +X    i^îni-r)^ 


(  ''^6  ) 

d'où 


Mais  la  foiiCt 


(  I  — 

-^)-    'iln(-r 

) 

(i^ 

-jr)2  •bl^ix 

,) 

ion 

—  .r 

—  peut  s'éc 

ri 

( 

I  — 

-a-)2 

I 

X-] 

.27 

2 

a? 
D'autre  part,  un  polynôme /^(:r)  symétrique,  de  degré 
2  p.,  peut  s'écrire 

et  l'on  sait  que  tous   les   termes  de  la  forme  x^ -\ 

sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  H — ;  la  valeur  de  z 

X 

peut  donc  s'écrire 

X -\ 2  Gl(J^^ —  ) 

œ  \         X  J 

z  — r- 

X  -^ 1-2    \\i{x  -A ) 

X  \  X  J 

Cette  forme  renti'e  donc  dans  la  forme 

On   voit   donc  que  les  deux    substitutions  que   l'on 
emploie  dans  la  résolution  des  équations  réciproques,  à 

I  —  X  „  I  .      . 

savoir  r  = >  z  =^r^  el  z  =z  x  -\ — ^  rentrent,  ainsi 

que  les  formes  les  plus  générales  de  ces  substitutions, 
dans  un  type  unique 


G  (x-^L 


G  et  II  étant  des  fonctions  entières. 


(  -'^^1 


SUR  LA  DROITE   DE  SniSOX(^);  "^ 

Par  m.  Ernest  CESâRO. 


Construisons,  pour  un  système  de  trois  masses  égales 
à  l'unité,  appliquées  aux  sommets  d'un  triangle,  le 
centre  de  gravité  G  et  les  axes  principaux  d'inertie  qui 
y  passent.  Appelons  j",,  r,,  X'^^j'^^  oc^^y^  les  coordon- 
nées des  sommets  du  triangle,  par  rapport  à  ces  axes. 
On  a 

Ci)  j  y\  -^  J'2  -i-j3  =  o. 

'  ^ij'i  -+-  -^-a  J2  -+-  ^3^3  =  o, 

d'où  l'on  déduit 

y--  —  rs  _  Xf  —y\_  j'i  —  r?  _ 


J'I 

— 

y". 

'•^3 

•^I 

— 

T<i 

J    372  —  a"3        X3  —  .r 

f  ■ = =  — — —  =—  q^ 

\      y\  72  yz 

p  et  (j  étant  des  constantes.  Pour  que  les  dernières  éga- 
lités soient  compatibles  entre  elles,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait  /jy=:3.  Il  est,  d'ailleurs,  facile  de  déter- 
miner les  valeurs  de  ces  constantes,  connaissant  l'aire 
T  du  triangle  et  les  moments  d'inertie  principaux,  A  et 
B.  On  a,  en  eil'et, 

2T  =  ^1  (r,  —yz  )  -+-  ■'CiivT,  —.ri  )  -î-  ^z(y\  —yi), 

ou  bien,  en  vertu  de  (2), 

>.T  ^  p(r\  -^  xl  -+-  xl)  =  qiy\  -^yl  -^yl): 

(')  C'est  par  une  interveision  de  mise  en  pages  que  cet  article  suit, 
au  lieu  de  les  précéder,  les  Remarques  sur  la  géométrie  du  triangle. 
Ann.  de  Mathémat..,  3«  série,  t.  VI  (Juin  1887).  '8 


(  .58  ) 
d'où 

(3)  p  =  -^,  cj^-^- 

Incidemment,  nous  ferons  remarquer  qu'il  est  aist- 
de  calculer  A  et  B  en  fonction  des  côtés  tj,  Cj,  C3  du 
triangle. 

On  a  d'abord,  d'après  (3)  et  à  cause  de  la  condition 

pq  =  3, 

3AB  =  4T2  (1). 

D'autre  part,  le  moment  polaire  A  H-  B  est  égal  aux  ^ 
de  la  somme  des  carrés  des  médianes,  c'est-à-dire  à  ~  de 
la  somme  des  carrés  des  côtés  (-).  Par  suite,  les  valeurs 
de  A  et  B  sont  comprises  dans  l'expression 

^(c?  +  c|  +  c|)±i/ct  -+-c|  -^r^  —  cUl  —  clcl  —  c|c2. 

On  en  déduit,  par  exemple,  que  la  dislance  des  deux 
points,  pour  lesquels  l'ellipse  d'iuerlie  se  réduit  à  un 
cercle,  est 

av/â      ,  ,  ,  .,    ,  ,    „  .,    ,,î 

— ^— (Cf -1-  Ci-T-  C^  C-C^   Cr^C-^    —   Cl  Cs  )*. 

Cette  distance  ne  devient  nulle  que  dans  le  cas  du 
triangle  équilatéral. 

Les  coordonnées  spéciales,  que  nous  employons  ici, 
jouissent  d'une  ioule  de  propriétés  intéressantes,  et, 
grâce  aux  formules  (i)  et  (2),  elles  se  prêtent  avanta- 


(  '  )  Le  coefficient  o  doil  elre  remplace  par  — -^  dans  le 

cas  de  trois  masses  quelconques,  /?i,,  m„,  in^ 

(^)  Il  est  nécessaire  que  les  masses  soient  égales  entre  elles,  si 
l'on  veut  que  le  moment  |)olaire  soit  proportionnel  à  la  somme  dej 
carrés  des  côtés. 


(    '^^9  ) 
geuseinent  à  l'étude  des  faits  géométriques  du  triangle  ('). 
Eu  vue  des  développemenls  ultérieurs,  nous  allons  cher- 
cher les  coordonnées  a,  ^  du  centre  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  considéré.  On  a 

(a  — 3ri)2-f-(p  -Vi)-  =  {:i.  —  a:2y--^{/i—y.2f- 
=  (a-^3)-^(ti-r3,)M 

d'où  l'on  déduit,  en  ayant  égard  aux   relations  (i)   et 

a  3     _   ^_  p     _  j( ^  _  /?  —  <7  _ 

p. ri      cjvi  ~  p^'2      qyî"  p^i      qyz~     6 


nuis 


iCA  — B)  „  irA— B) 

j-ia-2-2^3:  1'  = -ïT^ — -ro'^r-i- 


En  tenant  compte  de  ces  expressions,  on  trouve  faci- 
lement les  formules 

qui  nous  seront  utiles  plus  loin. 

Cela  étant,  prenons  pour  axe  des  abscisses  une  droite 
quelconque,  D.  Soit  r,  sa  distance  à  G,  et  faisons  passer 


(•)  Nous  espérons  en  faire  des  applications  à  la  Géométrie  i-é- 
cente  du  triangle.  II  est  peut-être  utile  de  faire  observer  que,  si 
w,,  u^,  M3  sont  les  distances  d'un  point  quelconque  aux  côtés  du 
triangle,  les  coordonnées  ^  et  y  du  même  point  sont  données  par 
les  équations 

_  i<,.r,        Uj^,        ",-2^,  _  "iJJ'i        "î.Vl.    ,    "j.l'î 

~'     /i,      '      à,  /t,    '         •    ~    /i,  h^      '      h, 

où  A,,  /i„  /t,  sont  les  hauteurs  du  triangle.  Inversement 

«,  _  a;x,       y  y,        i 


(  .6o  ) 
par  ce  point  l'axe  des  ordonnées.  Les  coordonnées  d'un 
point  quelconque,  par  rapport  aux  nouveaux  axes,  se- 
ront représentées  par  a  et  h  -\-r^,  si  l'on  pose 

(5)  rt  =  .rcosO —  KsinO,         6  =  .r  sinO  4-_y  cos6, 

9  étant  l'angle  de  D  avec  l'ancien  axe  des  abscisses.  Pour 
exprimer  que  D  est  une  droite  de  Simson,  relativement 
au  triangle  donné,  il  faut,  par  les  points  où  D  rencontre 
les  côtés  du  triangle,  élever  les  perpendiculaires  à  ces 
droites  et  exprimer  qu'elles  concourent  en  un  même 
point.  Par  un  calcul  très  simple,  on  parvient  à  la  con- 
dition 

(  =    ^  f  «2  6.J  —  «3  b.2  ')(  «2  —  «3  )(  b:i  —  bi)(bi  —  6,  ), 

qui  donne  la  valeur  de  y,.  Or  on  trouve  sans  peine 

—  V(a2  —  «3)^(^3  -  bi){bi  —  b.  I 

=  '>.Ty^a,ib,-b,)  =  /iTK 

On  simplifie,  de  même,  le  second  membre  de  (6),  en 
tenant  compte  des  égalités  évidentes 

«063  «3^2  =  «3^1  —  «1  ^.î  =  (^t\  b.2  —  fh^i  =  3  T, 

et  la  condition  (6)  devient 

(7)  (STr,  ^  y^(a.2  ~  ci,)( b,  ~  bi)(b,  —  b.2). 

Nous  allons  faire  retour  aux  anciennes  coordonnées, 
afin  de  mettre  en  évidence,  dans  le  second  membre  de 
(^),  la  variable  B.  Avant  de  faire  usage  des  formules  (5), 
remarquons  que,  en  vertu  de  (i),  on  a 

A  ,  B 

x\  —  T^a-s  =  ~  ,        Ji  —J'>y:i  =  -'        •r2r3-l-*-3r2=  2.r,  j)-i, 


(  26i  ) 
et,  par  suite, 

(X3  —  ar,)(':ri  —  jto)  =  " ox\, 

{y,i—7i)(7i—y2)  =  -  —  ^y'i- 

O3  — :ri)(j'i  —  y-2)  ^  (^i  —  ^■2)(y3  —  Vi)  =  — 6xir,. 

L'emploi  des  formules  (5)  donne  donc 

(b3  —  bi)(bi  —b,) 

=  .J  (A  sin-6  H-  B  cos^O)  —  3(jri  sinO  -f-^i  cos6)2; 

j)uis,  par  substitution  dans  (7)  et  en  observant  (?,), 

aTr,  =  \  (yjjTi  sinO  -+-  qy^  cos6)(a"i  sinf)  -r-J'i  cosO  )-. 

Si  l'on  développe  le  second  membre,  on  obtient  fina- 
lement 

r.  =  Aasin^O -i-(  A-^2B)3  sin28  cosO 

—  (2A-^B)asinecos26  — Epcos^O, 

pourvu  que  l'on  ait  égard  aux  formules  (3)  et  (4)-   On 
peut  écrire,  plus  simplement, 

(8;  r,  =  .i(asine-^3cos6»--Rcos(3e  — o), 

après  avoir  posé,  pour  abréger, 

3A-^B  _    .  A^3B„         ^ 

A  —  B  '  A  —  B  ' 

où  R  et  '-3  sont  des  constantes. 

Remarquons,  en  général,  que,  si  l'on  détermine  une 
droite  par  sa  distance  r,  à  un  point  jixe,  et  par  0  l'angle 
qu'elle  fait  avec  uue  direction  fixe ^  les  droites  qui  sa- 
tisfont à  l'équation 

(9)  -^^  =  F(e) 

enveloppent  une  certaine  courbe,  dont  il  est  facile  d'ob- 


(  st).  ) 

tenir  l'équalion  intrinsèque.  Si,  eu  ell'et,  ^  et  y,  sont  les 
coordonnées  variables  du  point  fixe,  par  rapport  à  la 
tangente  et  à  la  normale  à  la  courbe,  ou  sait  que 


d^        r,  -  p 

df, 
ds 

p' 

f/0             I 

ds            p 

ds             p 

et,  par  suite,  la  dérivation  de  l'équation  (9)  donne 

t  =  F'(e); 
puis,  par  une  nouvelle  dérivation, 

p  =  Fre)-^F"(0). 

Enfin,  si  l'on  multiplie  par  d^  les  membres  de  cette 
équation,  et  que  l'on  intègre,  on  obtient 

—  s=/F(0)fZe-^F'(0). 

L'élimination  de  0  entre  les  expressions  de  p  et  de  s 
conduit  à  l'équation  intrinsèque  demandée. 

Si  l'on  applique  les  calculs  précédents  à  l'équation 
(8),  on  trouve  d'abord 

\  r=  — |(3sinO  — acosO)-T-3Rsin(30  — Ci); 
puis,  successivement, 

p  =  8Rcos(30  — o;,         3^  =— 8R  sin(30  —  o). 
Élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

p2_Lg52  =  G4R^ 

/  L'enveloppe  de  D  est  donc  une  liypocycloïde  à  trois 

rebroussements  :  c'est  Vhjpocjcloïde  de  Ferrers  ('). 
Si  l'on  combine  entre  elles  les  formules  qui  précè- 


(')  Aux  nombreuses  recherches  sur  cette  ligne  remarquable,  il 
faut  ajouter  une  Étude  géométrique,  publiée  récemment  par  M.  Car- 
melo   Inlrisjila,    dans  le  Journal  de  Battaglini  {\^i5.  p.  263--.î8'i). 


(  263  ) 
dent,  on  voit  que  l'on  [)eut  écrire 

;u  et  T,o  étant  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  cir- 
conscrit, relativement  à  la  tangente  et  à  la  normale  à 
riiypocycloïde.  Or,  d'après  un  théorème  connu,  on 
sait  que  les  coordonnées  de  l'orthocentre  sont  3  ç  —  2  çoi 
37)  —  2r,o.  Conséqueuiment  (*),  le  centre  du  cercle  di- 
recteur de  l'hypocycloïde  de  Ferrers  est  au  milieu  de  la 
droite  qui  joint  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  au 
centre  du  cercle  circonscrit.  Les  distances  du  point  en 
question  à  la  tangente  et  à  la  normale  à  la  courbe,  en 
un  point  quelconque,  représentent  respectivement,  en 
valeur  absolue,  la  huitième  partie  du  rayon  de  courbure 
au  point  considéré,  et  les  |  de  l'arc  qui  sépare  ce  point 
du  sommet  voisin.  Il  est  presque  inutile  d'ajouter  que 
la  courbe  dont  il  s'agit  est  la  trajectoire  d'un  point 
d'une  circonférence,  de  rayon  R,  roulant,  sans  glisser, 
à  l'intérieur  dune  circonférence  de  rayon  3R  :  cela  ré- 
sulte de  la  simple  inspection  de  l'équation  intrinsèque 
trouvée  (  "). 

Examinons,  maintenant,  le  cas  plus  général  de  trois 
droites  concourantes,  qui  rencontrent  les  côtés  d'un 
triangle  sous  le  même  angle  oj.  On  sait  que  les  trois 
points  de  rencontre  sont  sur  une  droite  Df^.  En  opérant 


(')  On    sait  que,  en  général,  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 

b-s 
directeur   de    la    courbe   cvcloïdalc  a' o' -h  b' s- =  a' b^  soal p? 

•'  '  a-  —  b' 


a'  —  b- 

O  II   faut   se   rappeler    que,  pour   la    ligne  a-^' -{- b-s' —  a-b',  le 

1             ,        .    ,                      I       ab  ■    .    ,  ,     ,- 

rayon  du  cercle  générateur  est  -•■ r;  ce  ui  du  cercle  directeur  est 

ab- 
a=  —  b- 
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comme  précédeniment,  ou  trouve,  au  lieu  de  (y), 

GTr,  =  ^((h  -  «3)(>3  -  h,){^h,  -  6,) 

-H  3(62  —  l>^){.b^  —  6ij(6i  —  è,)cotto  ; 

puis,   après    cpielques    transfoi'inatious    et    par  dériva- 
tions successives, 

T;  =  i(asin6-i-  pcosO)  —  Rcos(30  — o) 

-f-[|(PsinO  — acos6)  —  Rsin(3e  —  o)]cotoj, 

i  3=  — K^sine  — acosf))  +  3Rsin(30  —  tpj 

-T-  [|^(a  sinO  -4-  [j  cos6)  —  3Rcos(3  0  —  o)]  cotoj, 

p  =  -. sin ( 3  0  -t-  to  —  o  ). 

sinoj  ' 

Enfin,  par  intégration, 

8  R         , .,,. 
35  =  -. cos(3u  -I-  (0  —  o  ). 

SIIIOJ  ' 

Si  l'on  élimine  0,  on  obtient 

2  _^      ,       64  R2 
sin-oj 

L'enveloppe  de  D^^  est  donc  une  liypocycloïdé  sem- 
blable à  la  courbe  de  Ferrers  :  elle  est  engendrée  par  un 

point  d'une  circonférence,  de  rayon  —. —  ?  roulant,  sans 

^  •  -^         sinw 

glisser,  à  l'intérieur  d'une  circonférence  trois  fois  plus 
grande. 

Rapportons  tout  à  la  droite  D,  ou  droite  de  Simson 
proprement  dite,  prise  comme  axe  des  abscisses,  l'origine 
étant  placée  au  point  M,  où  elle  touche  son  enveloppe. 
Si  Ton  compare  entre  elles  les  formules  obtenues  pour 
la  droite  de  Simson  généralisée,  on  voit  que  les  coor- 
données du  point  où  cette  droite,  parallèle  à  D,  touche 
son  enveloppe,  sont 

'ro)  — 3r,  colw.     i(4?n  -    3^)  col w, 
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et  que  les  coordonnées  intrinsèques  de  l'enveloppe  en 
question  sont 

(il)  p  — 35COtW,      s-T-ipcotw. 

Divisant  l'une  par  l'autre  les  expressions  (lo),  on  voit 
immédiatement  que  les  points  de  contact  des  droites  de 
Simson  généralisés,  de  même  direction,  sont  sur  une 
droite  Aq.  Si  l'on  applique  à  cette  droite  les  luétliodes 
habituelles  de  la  Géométrie  intrinsèque,  on  trouve  que, 
lorsque  B  varie,  Aq  touche  son  enveloppe  en  un  point 
P,  dont  les  coordonnées  sont 


En  partant  de  ces  expressions,  il  serait  aisé  de  chercher 
l'équation  intrinsèque  de  la  ligne  (P),  enveloppe  des 
droites  A. 

Nous  allons  signaler  une  importante  propriété  de  la 
ligne  (P).  On  démontre  facilement  que  les  centres  de 
courbure  de  toutes  les  hypercycloïdes  sont,  pour  chaque 
valeur  de  Q,  sur  une  perpendiculaire  à  MG,  qui  ren- 
contre Ae  au  point  P.  Il  en  résulte  qu'en  ce  point  il  y  a 
rebroussement  pour  une  certaine  hypocycloïde.  Du 
reste,  d'après  les  expressions  (ii),  on  voit  que,  pour 
chaque  valeur  de  9,  deux  valeurs  de  oj,  qui  ditïèrent  de 

->  déterminent  respectivement  un  point  de  rebrousse- 
ment et  un  sommet  de  deux  liypocycloïdes  particulières. 
Le  point  de  rebroussement  correspond  évidemment  à  la 

valeur 

P 
cotw  =  ^  ; 

en  la  substituant  dans  les  expressions  (lo),  on  voit  que 
les  coordonnées  du  point  cherché  sont  précisément  les 
coordonnées  de  P.  Ainsi,  les  points  de  rebroussement 
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(le  loules  les  hypocycioïdes  considérées  sont  sur  la  ligne 
(P).  Lavaleurquenousavons  trouvée  pour  w  montre,  en 
outre,  que  l'angle  to  -t-  38  est  constant,  ce  qui  pourrait 
donner  lieu  à  d'autres  considérations  ;  mais  nous  ne 
nous  y  arrêterons  pas.  On  traiterait,  par  les  mêmes  for- 
mules, un  grand  nombi-e  d'autres  questions  intéres- 
santes. Nous  nous  contenterons  de  faire  remarquer, 
pour  finir,  que  les  centres  des  cercles  directeurs  de 
toutes  les  hypocycioïdes  sont  situés  sur  une  droite  :  ils 
sont,  en  etïét,  également  éloignés  du  centre  du  cercle 
circonscrit  et  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  (  '  ). 


SUR  LE  THÉORÈME  DE  ROLLE; 

Par  m.  J.  GOLLIN, 

Professeur  de  .Mathématiques  spéciales  à  l'Ecole  Saint-Charles. 


Soit  l'équation  f{x)  =  o,  et  soient  a\  b',  ...,/'  les 
racines  de  l'équation  dérivée  f^.  =  o. 

Si  l'on  met  l'équation  proposée  sous  forme  liomogène 
et  qu'on  l'écrive 

f{x,y)  =  o         ou         .r/j,  -^yfy  =  o, 

l'application  du  théorème  de  Rolle  peut  être  notable- 
ment simplifiée  en  beaucoup  de  cas  à  l'aide  des  théo- 
rèmes suivants  : 

Théouiîme  I.  —  Pour  que  deux  racines  de  f'^.:=o 
comprennent  effectivement  une  racine  dej(jc,j)  =  o, 


(')  On  parvient  beaucoup  plus  simplement  aux  mêmes  résultats, 
par  des  considérations  purement  géométriques  ;  mais  cela  n'amoin- 
drit en  rien  l'importance  des  méthodes  intrinsèques,  qui  sont,  avant 
tout,  des  métiiodcs  d'in^'csHgalinn. 
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il  faut  et  il  suffit  qu'elles  coinpveiineiit  entre  elles  un 
nombre  impair  de  racines  de  Jl  =  o  (*). 

En  effet,  pour  une  valeur  d' z-  z  très  voisine  de  l'une 
(juelconque  des  racines  d'  de  la  dénvéey^,  le  polynôme 
f{x,j)  est  de  même  signe  que  y^'.. 

TnÉORiiME  II.  —  Pour  t/ue  l' équation  f{x,j)  =  o 
ait  toutes  ses  racines  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  : 
\^  f'j.  Gt  f\.  aient  toutes  leurs  racines  réelles;  2°  que 
pour  X  =  ±zc  les  polynômes  f{x^  j)  et  f'^.  soient  de 
signes  contraires  l'un  de  l'autre  ;  3°  que,  entre  deux 
racines  consécutives  quelconques  de  f^^  il  j  ait  une  ra- 
cine et  une  seule  dejy. 

i"  Ainsi  qu'on  le  sait,  il  faut  que  ^j.  ait  toutes  ses 
racines  réelles  -,  mais  cela  est  tout  aussi  vrai  de  f^,  ainsi 
qu'on  le  voit  immédiatement  en  considérant  la  trans- 
formée aux  inverses  de  l'équation  proposée. 

2"  Si  a'  est  la  plus  petite  racine  de /^,  alors,  pour 
jf  =  rt' —  £,  les  deux  polynômes y(a:,j)  et  Z^'.  ont  même 
signe  ;  donc,  pour  C]iief(x,y)  =  o  ait  une  racine  entre 
—  x  et  ft',  il  faut  et  il  suffit  que  f{x^  j)  et  fy  soient  de 
signes  contraires  pour  jr  = — yz.  iNIème  raisonnement 
pour  /'  et  4-  X. 

3"  Il  faut  enlin  que  deux  racines  consécutives  quel- 
conques c'  et  d'  de  f^  comprennent  une  racine  et  une 
seule  àa  f'y.  En  elfet,  si,  dans  l'intervalle  de  c'  h  d\  il  y 
avait  o  ou  2  racines  dey"'.,  il  n'y  en  aurait  aucune  de 
l'équation  proposée  ;  si,  au  contraire,  il  y  avait  trois  ra- 
cines de  y  dans  cet  intervalle,  alors  d'autres  intervalles 
manqueraient  de  racines  dcf'y  et  par  suite  aussi  de  ra- 
cines de  l'équation  proposée. 

C)  Souvent  il  sera  plus  facile  el  plus  rapide  de  lésoudi-e  celle 
r-quation  /,'.  —  o  f|n<"   (W  substituer  les  racines  de/,'.  (k\n-^  f{x,  y). 
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Ces   conditions  sont    d'ailleurs    suffisantes,    évidem- 
nienl. 

Applicatiojv.  —  Trouver  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  l'équation  x^ -h  px -\- q  =  o 
ait  toutes  ses  racines  réelles. 

On  a  ici 

/c  =  3,T-^-f-/>,         /;.  =  -ipx^Zq. 

Donc,  il  faut  et  il  suffit  que,  d'une  part,  suivant  les 
deux  premières  conditions,  on  ait 

y?  <o, 

et  que,  d'autre  part,  suivant  la  troisième  condition,  on 
ait 

V       -xpl 
c'est-à-dire 

Cette  dernière  inégalité  entraîne  d'ailleurs  la  pre- 
mière et  suffit  à  elle  seule. 

Remarque.  —  D'après  ce  qui  précède,  pour  que 
l'équation  f{x.,j)  =  o  ait  toutes  ses  racines  réelles,  il 
suffit  que  yi'.  ait  ni  —  2  racines  finies.  Mais,  si/!^'.  avait 
m  —  3  racines  finies  et  deux  racines  infinies,  autrement 
dit  si  l'équation  proposée  y(a:,  j)  =  o  manquait  de 
deux  termes  entre  le  premier  et  le  second,  cette  équa- 
tion y(  a;,  j)  =  o  aurait  au  moins  deux  racines  imagi- 
naires. 

On  retrouve  donc  ainsi  un  coioilaire  connu  du 
théorème  des  lacunes.  Cela  n'a  d'ailleurs  rien  d'éton- 
nant, car  on  sait  que  le  théorème  de  Descartes  n'est 
lui-même  qu'un  corollaire  du  théorème  de  Rolle. 


(  ^^[)  ) 


THEOREMES  DE  GEOMETRIE; 

Par  m.  WEILL. 


I.  Considérons  deux  courbes  planes  C  et  C  et  un 
point  O;  soient  M  et  M'  deux  points  pris  respective- 
ment sur  les  deux  courbes  et  qui  se  correspondent  de 
manière  que  les  tangentes  en  ces  points  aux  deux  cour- 
bes soient  parallèles. 

Par  le  point  O,  menons  une  droite  égale  et  parallèle  à 
MM',  l'extrémité  |ji.  de  cette  droite  déciit  une  courbe 
C".  Je  dis  d'abord,  et  c'est  là  un  résultat  bien  connu, 
que  la  tangente  à  la  courbe  G"  au  point  u  est  parallèle 
aux  tangentes  en  M  et  M'.  En  e<ret,  en  désignant  par 
x^j^^x',  j',  a,  |j  les  coordonnées  de  M,  M',  a,  l'origine 

étant  en  O,  on  a 

a  =  a*  —  x' , 

3  =  V  —  r', 
dcL  =  clx  —  dx  , 
d'6  =  dy—(lY'. 

dx       dx'  ' 

d^  _  dy  —  dy'  _  . 

d'x       dx  —  dx' 

Des  mêmes  formules,  on  déduit 

di  =  d'j.\J \  -H  A-. 
ds  =  dx\/ ï  ^-  /.-. 


ds'  =  dx' \/i  -4-  A-. 
di  =  ds  —  ds  . 

11  en  résulte  (|ue  l'arc  élémenlaire  de  la  courbe  C"  est 
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égal  à  la  ditrérence  des  arcs  élémentaires  correspondants 
des  deux  courbes  C  et  C,  et  par  suite  que  le  layon  de 
courbure  en  [j.  est  égal  à  la  somme  ou  à  la  ditîérence 
des  rayons  de  courbure  en  M  et  M'.  Ce  dernier  résultat 
peut  s'établir  facilement  par  la  Géométrie  en  remplaçant 
les  trois  courbes  dans  le  voisinage  des  points  M,  M'  et  [x 
par  leurs  cercles  de  courbure,  ce  qui  est  permis  dans  le 
cas  actuel.  Au  moyen  du  théorème  précédent,  on  peut 
construire  des  coui^bes  dont  le  périmètre  soit  égal  à  la 
somme  ou  à  la  ditîérence  des  périmètres  de  deux  courbes 
données  ;  on  peut  remarquer,  en  particulier,  cjue  la  dif- 
férence entre  les  périmètres  d'une  courbe  convexe  et  de 
sa  parallèle  extérieure  à  une  distance  /  est  égale  à  la 
circonférence  d'un  cercle  de  rayon  /. 

II.  Considérons  deux  courbes  C  et  C'^  en  un  point  M 
pris  sur  la  première  menons  à  celte  courbe  une  tan- 
gente qui  rencontre  la  seconde  en  INI';  en  appelant  p  la 
longueur  MM'  et  (o  l'angle  que  fait  sa  direction  avec; 
une  droite  fixe,  l'élément  de  surface  compris  entre  les 
deux  courbes  et  deux  tangentes  infiniment  voisines  a 
pour  expression  a'-dto.  Ceci  posé,  menons  par  un  point 
O  du  plan  une  droite  égale  et  parallèle  à  MM',  l'extré- 
mité u.  de  cette  droite  décrira  une  courbe  C";  l'aire  de" 
cette  courbe  C"  sera,  comme  on  voit,  égale  à  la  portion 
(le  surface  comprise  entre  les  courbes  C  et  C.  De  là, 
des  conséquences  particulières  intéressantes.  Considé- 
l'ons,  par  exemple,  un  angle  droit  AMB  dont  le  sommet 
M  décrit  une  courbe  C  et  dont  les  côtés  touchent  en  A 
<t  B  une  courbe  C  ;  si,  par  un  point  O  du  plan,  on 
mène  une  droite  parallèle  à  AM  et  de  longueur  AB. 
l'extrémité  [j.  de  celte  droite  décrira  une  courbe  dont 
l'aire  sera  double  de  l'aire  comprise  entre  les  deux 
courbes  C  et  C. 
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m.  Soit 

X  cos  0)  -r-  j-  sin  to  — /(  oj  )  =  o 

l'équation  d'une   tangente  à  une  courbe  C.  et  a,   ^  les 
coordonnées  d'un  point  P  du  plan. 

La  podaire  de  P  par  rapport  à  la  courbe  C  a  pour  sur- 
face 
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/        [  a  cosco  -\-  p  sin  tu  — /(w)]-  di^ 
^'  0 

ou  bien 

i> '■ — '■ 2  a   /        /Y  w  ")  cos  oj  rfio 

—  ^3   /       /(co  )  sin  wf/oj -!-    /        [/(a))]2<7co. 

Cette  formule  peut  donner  lieu  à  ceitains  problèmes 
relatifs  à  l'aire  de  la  podaire.  Ainsi,  la  courbe  C  étant 
donnée,  le  lieu  du  point  P,  pour  lequel  la  podaire  a 
une  aire  donnée,  se  compose  de  deux  cercles  concen- 
triques, résultat  connu  (  voir  Berth.vad,  Traité  de  Calcul 
intégral,  p.  365). 

Prenons,  en  particulier,  \)oviT f  {10) ,  la  fonction  sinmto 
ou  cos//<oj,  m  étant  un  entier  plus  grand  que  1,  les 
cocllicients  de  2 a  et  de  2,3  sont  nuls,  et  la  formule  se 
simplifie. 

Pour  généraliser  la  notion  de  podaire,  déterminons, 
sur  chaque  tangente  à  une  courbe  donnée,  un  point  M 
par  l'intersection  de  cette  tangente  et  d'une  droite,  par- 
tant d'un  point  P  fixe,  et  déterminée  en  même  temps 
que  la  tangente,  l'équation  d'une  pareille  droite  sera 

y  —  ^  =  o  (  0)  )(  ,r  —  a  ). 

On  voit  alors  immédiatement  que  le  lieu  que  doit  dé- 
crire le  point  P  pour  que  la  courbe,  lieu  des  points  M 
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correspondants,  ait  une  aire  donnée,  est  une  courbe  gé- 


nérale du  second  degré. 


SUR  LA   COLRBE  Dl]  QUATRIEME   DEGRE 
A  DEUX  POINTS  DOUBLES; 

Par  m.  WEILL. 


Un  point  d'une  conique  étant  défini,  à  l'aide  du  pa- 
ramètre variable  "k,  par  les  équations 


f<  —  ' 


a,  [i,  Y  désignant  trois  fonctions  linéaires  de  x  et  j  , 
les  trois  sommets  d'un  triangle  qui  se  déplace  en  res- 
tant inscrit  dans  cette  conique  et  circonscrit  à  une  autre 
conique  fixe  correspondront  à  trois  valeurs  de  A  données 
par  l'équation  du  troisième  degré 

(i)  X3-h(mG  -f-n)X2_|-(,n'C  +  n')X-i-G  =  o, 

dans  laquelle  C  est  un  paramètre  variant  avec  la  posi- 
tion du  triangle,  les  quantités  /??,  m\  ii^  zz' étant  con- 
stantes. Ceci  posé,  l'équation 

Ka2  -^  L  p  +  X72  -^  2Y  37  ^  2  Z  av  -f-  a3  =  o, 

dans  laquelle  K  et  L  sont  des  constantes,  et  X,  Y,  Z  des 
variables,  définit  une  conique  passant  par  deux  points 
fixes  situés  sur  la  droite  y  =  o. 

Cherclions  à  exprimer  que  trois  des  quatre  points  où 
cette  conique  variable  rencontre  la  conique  donnée  foi- 
ment  les  sommets  d'un  des  triangles  considérés. 

Il  faut  pour  cela  que  l'équation  en  A  du  quatrième 
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degré,  qui  donne  les  valeurs  de  A  correspondant  à  ces 
quatre  points,  admette  un  facteur  de  la  forme  (i).  En 
faisant  la  division  et  écrivant  que  le  reste  est  nul,  on 
trouve  les  relations 

aZ  —  K(7?iG-f-/i)  =  -=;? 
X  -^  t  —  (m' Q,  -!-  n')K  =  -^(mC  H-  «)> 
2 Y  —  cK  =  -=^(  m'C  -^  rî). 

Transportant  ces  valeurs  de  X,  1,  Z  dans  l'équation 
de  la  conique  variable,  elle  devient 

G-  Y  (  K  /?i  a  -^  K  p  -f-  /?i'-j'  ) 

—  G  j  Ka2  -T-  L32  -^  a^  +  Y[m'L3  ^-  Kna  +  (mL  —  n'K  —  i)y]j 

-f-  LY(a  -;-  «'3  -^  «Y*  =  "• 

Telle  est  l'équation  d'une  conique,  variable  avec  C, 
passant  par  deux  points  fixes  et  par  les  trois  sommets 
d'un  triangle  variable  inscrit  et  circonscrit  à  deux  co- 
niques tixes.  On  peut  écrire  cette  équation 

G^Y-o-aG.S  — Yo'=o. 

On  voit  que,  lorsque  C  varie,  cette  conique  a  pour 
enveloppe  la  courbe  ayant  pour  équation 

S2  — Y^oô'^o. 

Cette  courbe  du  quatrième  degié  a  povir  points  dou- 
bles les  deux  points  iixes.  Chaque  conique  variable 
touche  son  enveloppe  eu  deux  points,  et  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  passe  par  un  point  fixe,  intersec- 
tion des  droites  o  et  ^' \  cette  droite,  ayant  pour  équation 
o'=  C-o,  correspond  à  deux  coniques  du  système,  elle 
rencontre  l'enveloppe,  qui  est  du  quatrième  degré,  en 
quatre  points  qui  se  séparent  en  deux  groupes  de  deux 
Ann.  de  Mathémat.,  '.V  série,  t.  VI  (Juin  1887).  '9 
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points,  correspondant  respectivement  à  deux  coniques 
déterminées  par  les  valeurs  -f-  C  et  —  C  du  paramètre. 

Réciproquement,  toute  courbe  du  quatrième  degré  à 
deux  points  doubles  peut  être  obtenue  par  ce  procédé. 
En  prenant  pour  points  doubles  les  points  cycliques, 
on  obtient  des  résultats  relatifs  aux  anallagmatiques  du 
quatrième  ordre,  courbes  qui  ont  été  si  souvent  étudiées*, 
on  voit  que  ces  courbes  peuvent  être  considérées,  d'une 
manière  générale,  comme  l'enveloppe  d'un  cercle  cir- 
conscrit à  un  triangle  variable  inscrit  et  circonscrit  à 
deux  coniques  iixes.  Ce  mode  de  génération  permet 
d'étudier,  sous  un  point  d(î  vue  nouveau,  ces  courbes 
si  connues. 

Revenons  au  cas  général  de  la  courbe  à  deux  points 
doubles  ;  en  prenant  pour  triangle  de  référence  celui 
qui  est  formé  par  les  droites  r,  o,  5',  on  voit  facilement 
qu'un  point  de  la  courbe  est  déterminé  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

o':  o  :  Y--^  G2  : 1  :  o(C;». 

o(C)  étant  de  la  forme 


a"  G-  -i-  b" C 


et  l'on  en  déduit,  par  des  procédés  connus,  la  représenta- 
tion paramétrique  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques. 


REMARQUES  SIR  LES  CONDITIONS  DLMEf.RABlLITE; 

Par  ^].  H.  LAURENT. 


Dans  les  Traités  classiques,  on  dit  généralement  que 
lesconditions  nécessaires  et  suffisantes  pour f[ue l'exprès- 


(  "^T'  ) 

sîon 

Cl)  p^dxi^ pidXi-\-.  . .-~- pndx,, 

soit  une  diflérentielle  exacte  sont  que  l'on  ait  identi- 
quement 

(2)  àpi^^dpj 

dxj        àxi 

pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i  et  y",  telles  que 
i^^n,  j^n.  Cela  est  vrai,  mais  l'expression  (i)  est  aussi 
une  diflérentielle  exacte  quand  l'équation  (2)  est  iden- 
tiquement vérifiée  pour  i  =  i ,  puis  pour  1  =  2  non  plus 
identiquement,  mais  seulement  pour  jc,  =:  .r°,  quels  que 
soient  0:2,^3,  .  .  . ,  x,,,  puis  pour  1  =  3,  mais  seulement 
pour  07,  =j:,,  X2=x!!  quels  que  soient  x^^Xj,^  ..., 
x,i,  etc.  C'est  ce  que  j'ai  démontré  dans  un  travail  qui  a 
paru  l'an  dernier  dans  les  Nouvelles  Annales. 

Ce  fait  peut  être  généralisé  et  étendu  au  cas  où  les 
conditions  d'intégrabilité  affectentd'autres  formes,  et,  si 
l'attention  des  géomètres  s'était  portée  plus  tôt  sur 
ces  points  importants,  Lagrange,  Cliarpit,  PfafFet  Jacobi 
seraient  tous  parvenus  à  la  métliode  de  Caucliy  pour 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Dans  le  travail  que  je  viens  de  citer,  j'ai 
montré  comment  Lagrange  et  Charpit  auraient  pu  dé- 
couvrir la  méthode  de  Cauchy',  je  montrerai  ici  com- 
ment la  méthode  de  Jacobi  peut  y  conduire  également. 
Je  vais  commencer  par  modifier  dans  le  sens  que  j'ai  in- 
diqué les  diverses  formes  des  conditions  d'intégrabilité. 

Considérons  d'abord  les  équations  aux  difFérentieiles 
totales  suivantes  où  X/y  est  fonction  des  u  et  des  x  : 

I     dui  —  Xndxi  -^^iidxy  -^ . .  .-^\iri<ix,i, 
\     du2  =  X.>i  dxi  -^  X02  dx.^  -4- ...  —  Xi,i  dx„, 

"     1  

\   du,,,  —  X,„i/:fTi  —  X,„2  dr;  -;-...—  X;,,„  dx„ . 


(  ^1^  ) 

Pour  que  ces  équalious  soient  complèleineiit  intégra- 
hles,  c'est-à-dire  pour  qu'elles  définissent  m  fonctions 
«1,  U21  .  .  .,  Um  de  Xi,  X2,  .  .  .^Xa  renfermant  m  con- 
stantes arbitraires,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

dS^  ^  dX/,.j 
dxj  clxi 

le  d  indiquant  uue  dérivée  totale,  et  par  conséquent 

d\ki    ,    àXki  dui        ôXja  du^  _  d\kj        àX/,/  dui  ^ 

dxj  dui    dxj         du^    dxj       '    '         ôxi  dui    dxi 

ou  bien 

et  cela  quel  que  soit  A. 

Je  n'insiste  pas  sur  la  démonstration  bien  connue  de 
la  formule  (2)  en  tant  que  formule  nécessaire^  je  vais 
maintenant  essayer  de  démontrer  qu'elle  est  suffisante. 

Je  suppose  d'abord  que  l'on  ait  seulement,  quels  que 
soient  A'  et  ?', 


(3) 

(    dX;,,     ,     r)X/,, 
)     dxi          ôUi 

,    r)X,,, 

(        "=    ôx,     '     du,   ^^"-^ 

,     àX,,t 

àUnt 

Déterminons  m  fonctions  m,,  lu^  .  .  .,  zf,„  au  moyen 
des  équations  diliérentielles  ordinaires 

dui  =  Xi  dxi i         duo  —  Xii  dxi ,  .  .  . ,         du,,,  =  X,„i  dxi . 

en  supposant  x-2-,  •  •  >,  Xa  constants 5  désignons  par  zi", 
m",  ...,  u^,„  les  valeurs  de  Ui,U2-,  .-.,  î/t,}  pour  Xi  =  x"-^ 
ces  valeurs   pourront  d'ailleurs    être  fonctions   de  x^^ 

x-i,  .  .  . ,  r„  ;  on  aura  alors 

dxi  dxi  dxi 


(  -77) 
Diliérenlions  ces  équations  par  rapport  à  x,,  nous  aurons 
des  équations  telles  que 

d-Up     _  <)X,,i        d\px  du\  àXpi  du„i 

dxi  dxi         dxi  diii    dxi       '  '  '       àii„i     dxc 

où  l'on  doit  supposer  p  =  i^  i^  ... ,/«.  Cette  équation 
peut  s'écrire 

d'^  up 
dxi  dxi 


dXp,    , 
dxi   "^ 

àX,n  1 
dui 

fê --■'-) 

.    àXpi 
^   àUm 

/  du,n 
\dXi 

-x„,,) 

dui 

Xu-^. 

"'^   du,n   ' 

OU,  en  vertu  de  l'identité  (3), 

d'^Up     _  dXpi  /dui  _^    \    ,  (^Xpi  /du„,  _^ 

dxi  dxi         dui   \dxi  /  àu,n  \  dxi 

dXpi        dXpi  ^    ôXpi 

-1 ^ -1 :; Al  1  -T-  ...  -1 r ■  A.,„i , 

OXi  OUi  OU„i 

OU,  en  vertu  de  (4  his)^ 

d^  Up     _  dXpi  /dui  _  X    \  _       _j_  t)Xpi  /dun  _  \ 

dxi  dxi         dui    \dxi        '      j    >  •  •  •  >     du,n  \dxi        '  '"  / 
^  dXpi        dXpi  diii    ^  dXpi  du,n 

dxi  dux    dxi       '"       àu„i    dxi 

OU  enfin 


d    I  dup  _  -^    \ 
dxi  \  dxi  ^  / 

^  dXpi  /dut        X    \ 
du    \dxi       '  '  / 


àXpt  l  du,n   _  ^ 
ÔUni    \   dxi 


On  a  ainsi  m  équations  que  l'on  déduit  de  celle-ci 
en  faisant  p  =  i ,  2,  3,  .  . . ,  /?<  :  ces  équations  sont  li- 
néaires et  liouiogènes  par  rapport  aux  m  quantités 

du  Y       -.  du-i  du„i       Y 

dxi        '  '"  dxc       '  '"  ''  dxi 
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si  l'on  considère  ces  m  quantités  comme  des  inconnues, 
on  pourra  considérer  ces  équations  comme  des  équa- 
tions diirérentielles  ordinaires  et,  si  on  les  intègre  de 
manière  que  les  inconnues  s'annulent  pour  Xi  =a.",  on 
aura  toujours 

dui  _  ^  dui  ^  ^  du,,,  _ 

dxi  "  dxi       '  ""  *'"'  dxi        '  """ 

Cela  revient  à  dire  que,  si  les  formules  (3  )  sont  iden- 
tiques, ou,  si  l'on  veut,  que  si  les  formules  (2)  sont  iden- 
tiques pour  y  =  I ,  et,  si  elles  ont  lieu,  quels  que  soient 
0:2,  .  .  . ,  x,i  pour  X(  =  x",  les  formules  (i)  sont  intégra- 
bles,  c'est-à-dire  cjue  les  formules  (2)  sont  toutes  iden- 
tiques. Autrement  dit  : 

Si  les  formules  (3)  sont  identiques  et  si  le  système 
suivant,  où  l'indice  o  indique  que  OJ)  =  a:", 

l  6?a«  =X\ldXi^...-^X\^dx%, 

(5)  ••••• 

f  du^    —  X"   .dx^-^        -T- X*'      dx'^ 

est  inlégrable  complètement,  (i)  le  sera  aussi,  et,  pour 
l'intégrer,  il  suffira  d'intégrer  les  équations  (4)  en  dé- 
terminant les  constantes  d'intégration  u\j  u^.,^  ...  par 
les  équations  (5).  On  peut  donc  énoncer  le  théorème 
suivant  qui  comprend  coDime  cas  particulier  celui  qui  a 
fait  l'objet  de  mon  travail  cité  tout  à  l'heure  : 

Pour  que  les  équations  (i)  soient  complètement  inté- 
grables,  il  faut  et  ilsufjit  que  Von  ait,  quels  que  soient 

ce \  •  jCo')    •  ■  ■  ^  *^ u^  "  ^^  ^* 

puis,  pour  X)  =  x",  quels  que  soient  Xn-,  0C3,  .  .  . ,  x„,, 
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fi  et  t, 


e£  ainsi  de  suite. 

Pour  intégrer  le  système  (i),  on  intègre  le  sjstèuie 

du^  _  dui  _  dii„i  _  ^ 

dxi  '  dxi  '  '  '      '  dxi 

et  l'on  détermine  les  valeurs  u",  u",  .  .  . ,  f/ue prennent 
u, ,  U2,  .  . .  pour  Xi  =  ,r^,  au  moyen  des  équations 

dii^  dii'^  du'' 

axi  -  dx-i  dxi 

X"., ,  ...  désignajit  les  valeurs  de  X12,  •••  pour 
j:,  =  .r  j  ;  on  détermitie  de  jnênie  les  valeurs  //"", 
u"",  .  .  .  de  u%  u'!,^  ...  /70«/'  ^^2=  ^",  «"  moyeji  des 
équations 

""1       _  V  0  0  ""i       _  V  »  0  """'     _  \  0  0 

t^.r3    ~      '^"  rf.r3    ~      -'•  ••■■  f/.r,    " -^'"^' 

e£  ainsi  de  suite. 

On  retrouve  ainsi,  mais  par  une  tout  autre  voie,  la 
règle  donnée  pariNI.  Maver  pour  l'intégration  des  équa- 
tions aux  diiïérentielles  totales.  (A  suivre.) 


CONCOIRS  GENERAL  DE  1886. 


Mathématiques  spéciales. 

i"  Etant  donnés  une  surface  du  second  ordre  S  et 
deux  points  A,  B,  on  mène  par  le  point  B  une  sécante 
qui  rencontre  la  surface  S  aux  points  C,  Cet  le  plan 
polaire  du  point  A  au  point  D. 


(     28o    ) 

Soient  M  et  M'  les  points  où  la  droite  AD  rencontre 
les  plans  qui  touchent  la  surface  S  aux  points  C  et  C. 
La  sécante  BD  tournant  autour  du  point  B,  on  demande 
le  lieu  décrit  par  les  points  M  et  M'. 

2"  Ce  lieu  se  compose  de  deux  surfaces  du  second 
ordre,  dont  l'une  est  indépendante  de  la  position  oc- 
cupée par  le  point  B  dans  l'espace,  et  dont  l'autre  S  dé- 
pend de  la  position  de  ce  point. 

Chercher  ce  que  devient  la  surface  S  quand,  dans  la 
construction  qui  donne  les  points  de  cette  surface,  on 
fait  jouer  au  point  A  le  rôle  du  point  B  et  inversement. 

3"  Le  point  A  restant  fixe,  déterminer  les  positions 
occupées  par  le  point  B  quand  la  surface  S  n'a  pas  un 
centre  uïiique  à  distance  finie. 

Mathématiques  élémentaires. 

Ou  donne,  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  R,  un 
point  P  dont  la  distance  au  centre  O  du  cercle  est  a.  On 
mène  par  ce  point  P  deux  cordes  rectangulaires  AC, 
BD,  et  l'on  mène  les  tangentes  au  cercle  aux  extrémités 
de  ces  cordes. 

Déterminer  l'angle  APO  de  façon  que  l'aire  du  qua- 
drilatère convexe  EFGH  ibrmé  par  ces  tangentes  soit 
égale  à  une  aire  donnée  K-.  Discuter. 

Philosophie. 
1 .   Soit  l'équation  du  second  degré 

(\  —  l)x-—  2(  X 'i.)x  —  7X  —  1  =  0, 

dans  laquelle  la  lettre  A  représente  un  nombre  donné. 
Déterminer,  suivant  la  grandeur  du  nombre  donné  )., 
le  nombre  des  racines  de  cette  équation  comprises  dans 
chacun  des  trois  intervalles  suivants  :  de  — co  à  — i, 
de  —  I   à  -h  I ,  de  -j-  I  à  -h  ce. 


(  28i   ) 

2.  On  donne  deux  droites  OR,  OS,  qui  se  coupent  au 
point  O,  et,  sur  OR,  deux  points  A,  B.  On  considère 
toutes  les  sphères  qui  coupent  la  droite  OR  aux  points 
A,  B,  et  qui  sont  tangentes  à  la  droite  OS.  On  demande  : 

1°  Le  lieu  du  centre  de  ces  sphères  5 

2"  Le  lieu  de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
tangents,  l'un  en  A,  l'autre  en  B,  à  chacune  de  ces 
sphères  ^ 

3"  Le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
menés  à  toutes  les  sphères  considérées  par  une  droite 
donnée  dans  le  plan  des  deux  droites  OR,  OS; 

4°  Le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
menés  à  toutes  les  sphères  considérées  par  un  point 
donné  dans  le  plan  des  droites  OR,  OS. 


ÉCOLE  ^ORMALE  SIPÉRIEIRE  (C0\C01RS  DE  1886; 


Mathématiques . 

On  considère  les  courbes  du  troisième  degré  C,  repré- 
sentées par  l'équation 

où  X  désigne  un  paramètre  variable. 

On  demande  de  démontrer  qu'il  existe  deux  courbes 
de  cette  espèce  tangentes  à  une  droite  quelconque  D  du 
plan,  ayant  pour  équation 

y  =  mx^p, 

et  de  calculer  les  coordonnées  des  deux  points  de  con- 
tact M  et  M'.  Distinguer  les  droites  D,  pour  lesquelles 
ces  deux  points  sont  réels,  des  droites  pour  lesquelles 


(     =^82     ) 

ils  sont  imaginaires.  Examiner  pour  quelles  positions 
de  la  droite  D  les  deux  points  M  et  M'  viennent  se  con- 
fondre en  un  seul,  et  trouver,  dans  ce  cas,  le  lieu  décrit 
par  le  point  de  contact. 

Connaissant  les  coordonnées  (a,  ^)  d'un  point  de 
contact  M  d'une  courbe  C  avec  une  droite  D,  trouver 
les  coordonnées  (a',  ^')  du  second  point  de  contact  M' 
situé  sur  D.  Construire  la  courbe  décrite  par  le  point  M' 
lorsque  le  point  M  décrit  la  ligne  droite 

P  =  a  —  ia. 

Physique. 

1.  Une  cloche  cylindrique,  en  cristal,  de  poids  y?,  de 
section  intérieure  5,  de  hauteur  intérieure  li  -\-  /,  est 
renversée  sur  le  mercure,  qui  s'y  élève  à  la  hauteur  h\ 
le  reste  de  la  cloche  contient  de  l'air  sur  la  longueur  /. 
La  pression  atmosphérique  est  o'",76  et  la  tempéra- 
ture o". 

Quel  est  l'effort  nécessaire  pour  soutenir  la  cloche? 

Que  devient  cet  effort  si  l'on  fait  passer  dans  la  cloche 
un  morceau  de  fer  de  volume  t',  le  niveau  du  mercure  à 
l'extérieur  restant  invariable? 

a,  m,  c, y  sont  les  poids  spécifiques  de  l'air,  du  mer- 
curC;,  du  cristal  et  du  fer. 

jépplication  Tiumérique  :  p  =  J\5o"^  :,  s=^o'^'^:, 
h  =  l  ^  o"",  lo^  v  =  aDO*"*^.  Le  poids  du  litre  d'air  dans 
les  conditions  monnaies  est   i°'^,3;  //f  =  i3,6'",  c  =  3j 

/=7,48. 

2.  A-tténuation  et  correction  des  pertes  de  chaleur 
dans  les  expériences  calorimétriques. 
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ÉCOLE  FORESTIÈRE  (CONCOIRS  DE  1886). 


Mathématiques  (3  heures.) 

1.  Si,  d'un  point  A,  extérieur  à  une  droite,  on  mène 
à  cette  droite  la  perpendiculaire  AB  et  les  obliques 
AC,  AD,  AE  dont  les  longueurs  croissent  successive- 
ment d'une  même  quantité,  les  distances  BC,  CD,  DE 
vont  en  diminuant. 

2.  Prouver  que  le  volume  d'une  tranche  sphérique 
limitée  par  deux  plans  parallèles  situés  du  mèrne  côté 
du  centre  est  équivalent  à  la  diiiérence  entre  le  cylindre 
de  même  hauteur  que  la  tranche,  dont  la  base  serait  un 
grand  cercle  de  la  sphère,  et  le  tronc  de  cône  de  môme 
hauteur  dont  les  bases  auraient  respectivement  pour 
rayons  les  distances  du  centre  de  la  sphère  aux  deux 
plans  qui  limitent  la  tranche. 

3.  Une  personne  contracte  un  emprunt  remboursable 
au  moyen  de  deux  annuités  de  1061*^'',  805  on  a  calculé 
qu'il  serait  aussi  avantageux  pour  elle  de  payer  quatre 
annuités  de  56 1*^"",  80.  On  demande  à  combien  on  évalue 
le  taux  de  l'intérêt.  Le  premier  payement  s'effectue  un 
an  après  le  jour  de  l'emprunt. 

Trigonométrie  et  calcul  logarithmique  (3  heures). 

1.  Sur  une  droite  AB  comme  base,  on  décrit  trois 
triangles  isoscèles  ABC,  ABC,  ABC"  dont  les  hau- 
teurs sont  respectivement  CD  =  |AB,  CD  =  AB  , 
C"D  =  |AB;  démontrer  que  la  somme  des  angles  aux 
sommets  ACB+  ACB  -f- A  C'B  vaut  deux  angles  droits. 
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12.   Dans  le  trapèze  ABCD,  on  a 

AB  =  28oi"',87  )  ^  AC=  1024"",  448  )    ,   , 

^T^  -.^  r. .  t  bases,  ^^  „     ,     >  cotes. 

CD  =  i925'",34  \  '  BD  =  1227™,  142  \ 

On  demande  de  calculer  les  angles   et  la  surface. 


ÉCOLE  MYALE  (CONCOURS  DE  1886). 


Arithmétique  et  Algèbre  (3  heures  et  demie). 

I.  Calculer  à  un  millième  près  le  produit  -  ^''3. 

II.  Démontrer  que,  quel  que  soit  le  nombre  entier  /«, 
la  fraction  décimale  équivalente  à  la  somme 

I  I  I 

r-    • •   H 

n        /i  -H  1        w  -t-  2 
est  une  fraction  décimale  périodique  mixte. 

III.  Etant  donné  un  triangle  ABC  quelconque,  on 
trace  le  cercle  inscrit,  on  mène  à  ce  cercle  la  tangente 
B'C;  on  trace  le  cercle  inscrit  du  triangle  A'B'C,  on 
mène  à  ce  cercle  la  tangente  B"C"  parallèle  à  B'C,  et 
ainsi  de  suite.  Si  l'on  désigne  respectivement  par  a,  è,  c 
les  côtés  BC,  AC,  AB  du  triangle  ABC,  par  2/?  son  pé- 
rimètre, par  5  et  <f  la  somme  et  la  différence  des  côtés  b 
et  c,  le  rapport  du  rayon  de  l'un  des  cercles  au  rayon 

du  cercle  précédent  est  égal  h- ;  on  demande  : 

1°  De  démontrer  que  la  limite  vers  laquelle  tend  la 
somme  des  surfaces  des  cercles  a  pour  expression,  à  un 

r                        ,  •               ,      (s- — a-)  (a- — cl-) 
tacteur  numerjque  près,  — • 

2"  De  trouver  les  valeurs  de  a  qui  rendent  cette  ex- 
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pression  maximum  ou  minimum,  s  et  d  restant  con- 
stants, et  de  démontrer  que  la  valeur  qui  correspond  au 
maximum  satisfait  aux  conditions  géométriques  du  pro- 
blème. 

Calcul  trigonoinétrique  (i  heure). 
I.   Calculer  la  valeur  de  l'expression 


/ 


o,oi57''.sin22°  17' 6" 


0,056437 

II.   Calculer  les  angles  x  satisfaisant  à  l'équation 
0,4235  siniP  -^  o,i5i6  cos.r  =  o,38i8. 

Géométrie  descriptive  (i  heure  et  demie). 

Etant  donnée  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal, 
dans  le  premier  dièdre,  et  dont  les  coordonnées  du 
centre  sont  o'to  =  3o"'°*,  ow  =  42™"'  : 

1°  Construire  les  traces  d'un  plan  qui  coupe  la  sphère 
suivant  un  petit  cercle  de  rayon  donné,  20'""',  et  qui 
fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle  donné,  40"?  et  avec 
le  plan  vertical  un  angle  donné,  60°. 

2"  Construire  les  projections  de  l'intersection  de  ce 
plan  et  de  la  sphère. 

Géométrie  (3  heures  et  demie). 

I.  Mesure  de  la  surface  du  triangle  sphérique  :  défi- 
nitions, énoncés,  ordre  et  démonstration  succincte  des 
principales  propositions  qui  conduisent  à  l'expression 
numérique  de  cette  surface,  lorsqu'on  a  spécifié  les 
unités  d'angle  et  de  surface.  Application  numérique  : 
calculer,  sur  une  sphère  dont  le  rayon  est  de  3"", 60, 
l'aire  du  triangle  sphérique  dont  les  angles  ont  pour  va- 
leurs A  =  o,C)8,  B  r=  i,5o,  C  =  2,3o,  f|uaiid  on  pi(;nd 
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pour  unité  d'angle  l'angle  dont  l'arc  est  égal  au  rayon 
et  pour  unité  de  surface  le  centimètre  carré. 

II.  O,  O',  O"  sont  trois  circonférences  homothétiques 
directes  ou  inverses  par  rapport  au  même  centre  S;  par 
ce  point  S,  on  mène  une  sécante  quelconque  SM^  soient 
A  et  B  ses  points  d'intersection  avec  la  circonférence  O, 
soit  B'  l'homologue  sur  la  circonférence  O'  du  point  B, 
soit  A"  riioniologue  sur  la  circonférence  O"  du  point  A. 
Démontrer  que  le  produit  AA^.BB'  est  constant  et  égal 
à  LL".  LL',  L,  L'  et  U'  étant  les  points  de  contact  des 
trois  cercles  avec  la  tangente  commune  issue  de  S;  con- 
sidérer en  particulier  le  cas  où  les  circonférences  O',  O" 

coïncident,  alors  AA'.BB'=  LL'.  Déduire  de  cette  pro- 
position que  toutes  les  circonférences  tangentes  à  deux 
circonférences  données  O',  O"  ont,  avec  toute  circonfé- 
rence O  homothétique  à  O'  et  à  O",  une  tangente  com- 
mune interne  ou  externe,  DE,  de  longueur  constante. 

Réciproquement  :  O  et  O'  étant  deux  circonférences 
données  et  S  leur  centre  de  similitude  directe  ou  in- 
verse, le  lieu  du  point  P,  déterminé  sur  chaque  sécante 
SABA'B'  par  la  condition  AA'.  BP  =  A- =  const.,  est 
une  circonférence  homothétique    aux  deux  premières. 

Plus  généralement,  le  lieu  des  points  P  et  Q,  dé- 
terminés sur  chaque  sécante  SAB  par  les  conditions 
AP.BQ  =  A2  et  A'P.B'Q  =  /%  se  compose  de  deux 
circonférences,  une  pour  chaque  point,  homothétiques 
aux  deux  premières. 

Composition  française  (2  heures  et  demie). 

Aux  derniers  jours  de  1  âge  d'or,  le  Mensonge,  sur- 
prenant la  Vérité  endormie,  l'a  dépouillée  de  sa  robe 
blanche;  il  s'en  est  revêtu,  et,  sous  cette  parure,  il  se 
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Tait  accueillir  et  fêter  partout.  La  corruption  envahit  le 
inonde.  La  \  érité,  ainsi  dépouillée,  est  au  contraire 
honnie  et  repoussée  en  tous  lieux.  Traitée  de  folle,  ac- 
cablée d'outrages,  surtout  à  cause  de  sa  nudité,  elle 
s'enfuit  dans  un  désert. 

Là,  au  milieu  d'un  buisson,  elle  trouve  les  vêtements 
abandonnés  par  le  INIensonge^  elle  s'en  couvre,  reparaît 
dans  le  monde  sous  le  nom  nouveau  de  Fable,  et  tous 
les  hommes  lui  sourient. 
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Qéoméllie  analj  ([(fiie. 

On  donne  une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes,  et,  dans  son  plan,  un  point  P  dont  les  coordonnées 
sont  a  et  |j,  et  l'on  considère  toutes  les  paraboles  bitan- 
gentes  à  l'ellipse  en  des  points  tels  que  la  corde  des  con- 
tacts passe  par  le  point  P  : 

i"  Former  l'équation  générale  de  ces  paraboles  ; 

S4°  Montrer  que,  en  général,  par  tout  point  Q  du 
plan,  passent  deux  des  paraboles  considérées,  et  recon- 
naître que  les  régions  du  plan,  dans  lesquelles  doit  se 
trouver  le  point  Q  pour  que  ces  deux  paraboles  soient 
réelles,  sont  limitées  par  l'ellipse  donnée  et  par  une 
droite^ 

3"  Trouver  le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le 
point  Q  pour  que  les  axes  des  deux  paraboles  consi- 
dérées (|ui  passent  parce  point  soient  rectangulaires; 
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4"  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  l'axe  de 
chacune  des  paraboles  considérées  avec  la  corde  des 
contacts  de  cette  parabole  et  de  l'ellipse.  L'équation  de 
ce  lieu  est  du  quatrième  degré;  on  transportera  les  axes 
de  coordonnées  parallèlement  à  eux-mêmes,  en  prenant 
pour  nouvelle  origine  le  point  P,  et,  cela  fait,  on 
montrera  que  l'équation  de  lieu  peut  être  décomposée 
en  deux  équations  de  second  degré. 

Calcul  trigonoméU'ique. 

Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  dont 
les  trois  côtés  sont 

a  —  ii-9-'",yi,        è  =  28145"", 64,        c  =  30491", 91. 

Physique. 

Un  calorimètre  de  poids  /7,  de  chaleur  spécifique  c, 
contient  un  poids  P  d'un  liquide  de  chaleur  spéci- 
fique C-,  le  vase  et  son  contenu  sont  à  une  température 
inconnue  j:.  On  plonge  dans  le  liquide  un  thermomètre 
à  mercure  portant  une  division  centigrade;  le  degré  « 
affleure  au  niveau  du  liquide  du  calorimètre  et  le  poids 
réduit  en  eau  de  la  portion  utile  du  thermomètre  est  7:; 
enfin  la  température  indiquée  par  le  thermomètre,  qui 
était  d'abord  t  dans  l'air  environnant,  s'élève  dans  le 
liquide  jusqu'à  T.  On  demande  : 

i''  De  faire  subir  à  cette  lecture  T  la  correction  ré- 
sultant de  ce  fait  que  le  thermomètre  est  incomplète- 
ment plongé  ; 

2"  De  calculer  x  en  remarquant  que  le  thermomètre 
soustrait  ou  abandonne  de  la  chaleur  au  calorimètre 
(on  suppose  que  les  pertes  ou  les  gains  de  chaleur  par 
rayonnement  et  par  conductibilité  sonLiiuls). 
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•ample  numérique  : 

gr 

p  ^     i5,    32,          r  =0,102, 

0 
n  =    5, 

P  =  35o,                 G=i. 

t   =    8,5, 

T.  =      4,3^5, 

T  =  91,75 

Coefficient  de  dilatation  apparente  du  mercure  dans 

le  tliermomètre  :  rn  =z  -— - . 
b48o 


Chimie. 

I.  On  demande  de  donner  : 

1°  Les  préparations  de  l'acide  carbonique  dans  les 
laboratoires  et  dans  l'industrie; 

2"  L'énumération  sommaire  de  ses  propriétés; 

3"  Son  rôle  au  point  de  vue  de  la  vie  végétale  et  de 
la  vie  animale  ; 

4°  Sa  composition. 

II.  On  introduit  dans  un  eudlomèlre  loo*^*^  de  CO 
et  100'^'^  d'oxygène.  Après  le  passage  de  l'étincelle,  il 
reste  dans  Teudiomètre  i5o'''^  de  gaz  5  une  solution  de 
KO,  HO  absorbe  100'^''  de  CO-,  et  le  résidu  final,  de 
.00",  est  de  l'oxygène.  Déduire  des  données  de  cette 
expérience  la  composition  de  CO. 

Les  mesures  des  volumes  sont  faites  sous  la  pression 
atmosphérique;  on  donne,  en  outre,  la  densité  de 
CO  =  0,9674  et  celle  de  O  =  i ,  1 006. 

Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre. 

On  donne  un  triangle  horizontal  (abc,  a'b'c')  h  la 
cote  0^,065,  rectangle  en  [a,  a')  et  isoscèle,  dont  le 
côte  («è,  a'b')  est  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et 
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dont  les  sommets  («,  a'),  (Z»,  b')  sont  respectivement  à 
o"',o8o  et  o"',i4ode  ce  plan.  Le  cône  a  pour  directrice 
le  cercle  horizontal  décrit  de  (Z»,  h')  comme  centre  avec 
ba  pour  rayon;  son  sommet,  projeté  liorizonlalement 
en  c,  a  pour  côté  o"\i02.  Le  cylindre  a  pour  directrice 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  (rt&c,  a'b'c)  et  pour  di- 
rection de  ses  génératrices  la  droite  qui  joint  le  centre 
(o,  o')  de  ce  cercle  au  sommet  (c,  s')  du  cône. 

On  propose  de  construire  les  projections  de  la 
partie  S,  supposée  opaque,  du  solide  commun  aux  deux 
nappes  du  cône  et  au  cylindre,  comprise  entre  deux 
plans  horizontaux  ,  équidistants  du  plan  du  triangle 
donné,  dont  l'un  est  le  plan  horizontal  de  projection. 
Les  parties  du  cylindre  et  du  cône  extérieures  à  S  seront 
supposées  enlevées. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  d'un 
point  quelconque  de  l'intersection,  de  la  tangente  en  ce 
point,  et  celles  des  points  et  des  droites  remarquables. 
Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  l'aide 
d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cy- 
lindre. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o"',23o  du  petit  côté  inférieur,  et  les  droites 
aa\  ce   à  égale  dislance  des  grands  côtés  de  la  feuille. 
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Géoniélrie  analytique. 

Soit  un  rectangle  OACB  dont  les  côtés  OA  =  «  et 
OB  =  Z»,   prolongés,   sont    pris,   le    premier    pour    ax(! 
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des  a:,  le  second  pour  axe  des  }  .  On  considère  toutes 
les  coniques  qui  passent  par  les  trois  points  O,  A,  B,  et 
pour  lesquelles  la  polaii'e  du  point  C  est  parallèle  à  la 
droite  AB. 

i"  Former  l'équation  générale  de  ces  coniques.  Trou- 
ver le  lieu  de  leur  centre,  et,  sur  ce  lieu,  séparer  les 
parties  qui  contiennent  des  centres  d'ellipses  de  celles 
qui  contiennent  des  centres  d'hyperboles. 

2"  A  chacune  de  ces  coniques,  on  mène  la  normale  au 
point  A  et  la  normale  au  point  B  ;  trouver  le  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  deux  normales. 

3°  Soit  A  une  quelconque  des  coniques  considérées  5 
si,  par  le  point  C,  on  mène  à  cette  conique  des  nor- 
males, on  sait  que  les  pieds  de  ces  normales  sont  les 
points  de  rencontre  de  la  conique  A  et  d'une  certaine  hy- 
perbole équilatère.  Former  l'équation  de  cette  hyper- 
bole équilatère,  et  chercher  le  lieu  du  centre  de  cette 
hyperbole,  quand  la  conique  A  varie. 

Calcul  trigojiumf'fiiffue. 

On  donne,  dans  un  triangle,  deux  côtés  : 

«  =  23  61 1"',25.        6  =  1 4  9.37"',  75 

et  l'angle  compris 

C  =  63°'26'35",5. 

On  demande  de  calculer  les  autres  angles,  le  troisième 
côté  et  la  surface  du  triangle: 

Physique. 

On  donne  un  volume  \  de  gaz  humide,  sa  pression 
H,  sa  température  T,  son  état  hygrométrique  e.  Ou 
abaisse  la  température  de  ce  gaz  à  r,  et  l'on  demande  : 
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1"  A  quelle  valeur  ^  il  laul  en  même  temps  réduire 
son  volume  pour  que  ce  gaz  soit  alors  exactement  sa- 
turé de  vapeur  d'eau  5 

2"  Quelle  est  alors  la  nouvelle  pression  h  du  gaz. 

Exemple  numérique  : 

V  =  i™%     H  =  o'",766,     T  =  2o°G.,     e  =  0,27  329,     ^=io"G. 

Coefficient  de  dilatation  des  gaz  :  0,00867. 

Forces    élastiques    maxima    de    la    vapeur    d'eau    : 

17'"'",  391  à  20%  9™'",  160  à  10°. 

Chimie. 

I.  Méthodes  analytiques  et  synthétiques  employées 
pour  établir  la  composition  de  l'eau. 

II.  On  emploie  l'hydrogène  qui  provient  de  l'action 
de  ^g^''-)^  de  zinc  pur  sur  de  l'acide  sulfurique  en  excès 
à  réduire  complètement  a^^^  doxyde  de  fer,  Fe-0*. 
Quel  serait  le  volume  de  l'hydrogène  non  utilisé,  me- 
suré sur  la  cuve  à  eau,  à  i8°C.,  sous  une  pression  de 
748"""  de  mercure. 

Equivalents  en  poids  : 

Zn  =  33,         Fe  =  28.         H  =  i,         0  =  8. 

Tension  de  la  vapeur  d'eau  à  iS''  :   i5™™,35. 

Coefficient  de  dilatation  des  gaz  :  0,00867. 

Poids  du  litre  d'hydrogène  à  0°  et  760'""':  o^'',o89. 

Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  et  d'un  cône. 

On  donne  un  triangle  os^  rectangle  en  s  et  isoscèle, 
situé  dans  le  plan  horizontal  de  projection,  dont  les 
sommets  5,  c-,  les  plus  voisins  du  plan  vertical,  se 
trouvent  sur  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  à  ©""jOÔS 


I 
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de  celte  ligne  et,   respeclivemeut,  à  o'",i35  eto"',i-o 
du  bord  gauche  du  cadre. 

Le  cylindre,  situé  dans  le  dièdre  antérieur-supérieur, 
a  pour  projection  horizontale  de  son  axe  la  droite  st  et 
touche  les  deux  plans  de  projections. 

Le  cône  a  pour  sommet  le  point  de  l'axe  du  cylindre 
projeté  en  5  ;  sa  trace  horizontale  est  une  hyperbole 
équilatère  ayant  un  sommet  réel  en  o-.  o  pour  centre  et 
os  pour  une  de  ses  asymptotes. 

On  demande  de  construire  l'intersection  des  surfaces 
données,  puis,  après  avoir  enlevé  le  cylindre,  de  repré- 
senter la  partie,  supposée  opaque,  de  la  surface  des 
deux  nappes  du  cône  intérieure  au  cylindre  et  comprise 
entre  deux  plans  de  profil  placés  à  o™,i25  du  point  s. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  d'un 
point  quelconque  de  l'intersection,  de  la  tangente  en  ce 
point,  et  celles  des  points  et  des  droites  remarquables. 
Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à 
l'aide  d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cy- 
lindre. 

Prendre  la  ligne  de  terre  perpendiculaire  aux  grands 
côtés  du  cadre  et  à  égale  distance  des  deux  autres 
côtés. 


ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (COXCOl'RS  DE  1886). 


Mathématiq  ues . 

1.   Les  trois  côtés  d'un  triangle  forment  une  piogres- 
sion  arithmétique  dont  on   donne  la  raison  ;  on  connaît 
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le  rapport  m  de  la  surface  de  ce  Iriangle  à  celle  du  rec- 
tangle construit  sur  les  deux  plus  petits  côtés.  Calculer 
les  côtés  de  ce  triangle  ;  discuter.  Dans  le  cas  particu- 
lier m  =  i,  calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans 
le  triangle. 

2.  On  a  un  demi-cercle  AOB,  une  droite  AZ  faisant 
avec  AB  un  angle  aigu  donné  a  5  trouver  sur  AB  uu 
point  C  tel  qu'en  élevant  par  ce  point  une  perpendicu- 
laire à  AB,  on  ait  CD  H-  CE  =:  /. 

Calcul  tvigojioniélrique. 

Déterminer  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o"  et 
180°  qui  satisfont  à  l'équation 

b  Vàng'ix  =  a  -\-  \/a-  -l-  b^. 

On  fera  a  ^=  4^  587,8  et  Z>  =  36723,7. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  point  A  sur  la  ligne  de  terre,  un  point 
S  distant  du  plan  horizontal  de  78'"'",  du  plan  vertical 
de  Si""",  et  du  point  A  de  la/j"'"'.  Construire  le  té- 
traèdre SABC  dont  la  base  ABC  est  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projection,  sachant  que  le  plan  BSC  est  per- 
pendiculaire à  l'arcte  SA,  et  que  les  angles  dièdres  AB 
et  AC  valent  chacun  68°.  On  aura  soin  de  placer  le  point 
A  le  plus  à  gauche  possible. 

Construire  l'intersection  de  cette  pyramide  avec  le 
cylindre  de  révolution  qui  a  SA  pour  axe  et  pour  rayon 
55mm  _ 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  le  tétra- 
èdre est  seul  et  que  le  solide  commun  au  cylindre  et  à 
la  pyramide  est  enlevé. 
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CO\COtRS  POIR  LES  BOURSES  DE  LICEiVCE  (PARIS,  1886). 

Ou  considère  le  système  S  des  plans  représentés  par 
l'équation 

•X^  -r-  3  iJL^.r  -r-  3  [xy  -^  z  ==  o. 

dans  laquelle  u.  désigne  un  paramètre  variable.  Les 
axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires. 

Soit  M  le  plan  de  ce  système  jîour  lequel  le  para- 
mètre a  a  la  valeur  particulière  in.  Par  chaque  point  A 
du  plan  M  passent  deux  plans  M',  M"  du  système  S. 
autres  que  le  plan  M.  Soient  u.',  u."  les  valeurs  du  para- 
mètre [JL  relatives  à  ces  deux  plans.  Suivant  la  région  du 
plan  M  à  laquelle  appartient  le  point  A,  les  nombres 
{/.',  [jl"  sont  réels  ou  imaginaires  et  comprennent  entre 
eux  le  nombre  m  ou  bien  sont  tous  deux  supérieurs  ou 
tous  deux  inférieurs  à  lui  ;  distinguer  ces  diverses  ré- 
gions. 

Trouver,  dans  le  plan  ^I,  le  lieu  des  points  x\  tels  que 
les  deux  plans  M',  M"  soient  perpendiculaires  entre 
eux.  Trouver,  dans  l'espace,  le  lieu  des  points  tels  que 
deux  des  trois  plans  du  système  S  qui  passent  par  l'un 
quelconque  d'entre  eux  soient  perpendiculaires. 


\GREGAT10\  DE  L  E.\SE1G\EMEXT  SECO.XDAIRE  SPECIAL 
(COXCOURS  DE  1886). 


algèbre  et  Trigonométrie . 

Soit,  dans  un  plan,   le  pentagone  ABCDE  non  con- 
vexe en  A,  où  les  angles  BAE  extérieur  et   BCD  inté- 
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rieur  sont  supposés   égaux.   On  donne    leur   grandeur 
commune    0,    ainsi    que  les  longueurs    des   côtés,    sa- 
voir 

AB=a,         BG  =  CD  =  2a,         DE  =  3a,         EA  =  4a. 

Sur  EA,  à  partir  du  point  E,  on  porte  une  longueur 
EK  égale  à  DE,  et  sur  CD,  à  partir  du  point  D,  une 
longueur  DH  égale  à  la  moitié  de  DE  : 

1°  Calculer  la  différeiice  BE-  —  BD^  des  carrés  des 
distances  du  sommet  B  aux  sommets  E  et  D  -, 

2°  Résoudre  le  quadrilatère  DHKE  ; 

3°  Les  bissectrices  des  quatre  angles  de  ce  quadrila- 
tère ont  un  point  commun  O  :  calculer  le  rayon  de  la 
circonférence  qui,  passant  pai-  les  points  D  et  O,  a  son 
centre  sur  le  côté  DE. 

Efï'ectuer  numériquement  la  résolution  du  quadrila- 
tère en  supposant  a  =  i ,  H  =  io9''46'38". 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  deux  droites  OA,  OB  se  coupant  en  un 
point  O,  et  telles  que  l'angle  AOB  soit  aigu.  On  consi- 
dère la  surface  conique  engendrée  par  une  droite  OM 
qui  tourne  autour  du  point  O  en  formant  avec  OA  et 
OB  des  angles  MO  A  et  MOB  complémentaires. 

Représenter  le  solide  limité  par  cette  surface  et  par 
deux  plans  menés  perpendiculairement  aux  deux  droites 
à  la  même  distance  du  sommet  O. 

On  prendra  l'un  de  ces  plans  pour  plan  horizontal  de 
projection,  et  le  plan  des  deux  droites  pour  plan  verti- 
cal. On  supposera  le  solide  éclairé  par  des  rayons  paral- 
lèles à  la  ligne  de  terre,  et  les  ombres  seront  indiquées 
par  des  hachures. 


(  ^97  ) 

Mécanique. 

Une  planche  rectangulaire  homogène  AB  de  longueur 
/  et  de  poids  P  peut  tourner  autour  d'un  de  ses  petits 
côtés  fixé  horizontalement  contre  un  mur  vertical  AC. 
En  un  point  B  du  côté  opposé  est  attaché  un  fil  BCAQ, 
de  poids  négligeable,  qui,  passant  sur  une  très  petite 
poulie  C  placée  sur  le  mur  à  une  distance  h  de  la  char- 
nière, retombe  verticalement  en  supportant  un  poids  Q. 
Sur  la  planche  repose  un  corps  cubique  d'arête  a,  qui 
s'appuie  contre  le  mur  par  une  arête.  Ce  cube  n'est  pas 
homogène,  mais  le  poids  spécifique  varie  proportionnel- 
lement au  carré  de  la  distance  à  la  face  de  contact  5  il 
est  égal  kh  k  l'unité  de  distance.  Les  points  B,  G  et  les 
centres  de  gravité  de  la  planche  et  du  cube  sont  d'ail- 
leurs dans  un  même  plan  vertical  normal  au  mur. 

On  demande  de  calculer  le  poids  Q  qui  produit  l'équi- 
libre, et  aussi  les  réactions,  connaissant  l'angle  BAC  =  a 
que  fait  la  planche  avec  le  mur.  On  fera  abstraction  des 
frottements,  et  l'on  regardera  le  fil  comme  parfaitement 
flexible. 


CORUESPONDANCE. 


Extrait   d'une    Lettre   de   M.   le  professeur    Genèse 
(Unii^ersity  Collège,  Aberjstwjth,  TVales). 

Le  joli  théorème  de  M,  d'Ocagne  {Nouvelles  an- 
nales 1886,  p.  293),  une  fois  remarqué,  est  évident, 
parce  que  l'élimination  de  j  entre  x--{-j-=  R*  et 
l'équation  de  la  courbe  du  degré  n  nous  donne,  en  gé- 
néral,  une  équation  du  degré  in  en.r,  et,  en  considé- 
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vaut  les  (limensions,  on  voit  i^nv    R*  ii'eiitr(>  pas  dans 
les  termes  en  ^-",  x'-""^ . 

Pour  construire  le  point  G  (cpit-  \^  »itî  permets  de 
nommer  point  de  d'Oc ai:^ ne),  le  théorème  nous  per- 
met de  mettre  R  =  o,  d'où  j  =^±  x  \' —  i .  Le  signe  po- 
sitif nous  donne  n  valeurs  de  x,  le  signe  négatif  encore 
n  valeurs.  Il  s'ensuit  que  le  point  de  d'Ocagne  est  dé- 
terminé par  les  termes  des  degrés  n  et  n  —  i  dans 
l'équation  de  la  courbe  ;  puis,  au  lien,  de  la  courbe,  on 
peut  se  servir  de  ses  asymptotes. 

Dans  le  cas  des  coniques,  je  trouve  que  toG  et  la  per- 
pendiculaire u)N  abaissée  sur  la  polaire  de  co  sont  éga- 
lement inclinées  sur  un  axe  de  la  conique. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Résumé  de  la  théouie  du  mouvemjïjnt  d'uiv  coups 
SOLIDE  autour  d'un  POINT  FIXE  \  par  M.  ^.  de  Saint- 
Germain,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 
ln-8°.  Paris,  Gautliier-Villars ;  1887.  Prix  :  i'"%5o. 

Ce  travail  a  pour  but  d'aider  les  candidats  à  la  Licence  et 
les  personnes  qui  abordent  l'étude  de  la  Dynamique  des  corps 
solides  à  acquérir  des  notions  suffisantes  sur  l'un  des  Chapi- 
tres les  plus  remarquables  de  la  Dynamique.  Après  avoir  rap- 
pelé quelques  résultats  de  Cinématique,  l'auteur  établit  rapide- 
ment les  équations  d'Euler  et  de  M.  Resal,  puis  il  étudie  le 
mouvement  dans  le  cas  oij  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures, 
par  l'Analyse  d'abord,  ensuite  en  s'aidant  de  considérations 
géométriques  :  il  conserve  les  mêmes  notations  et  les  mêmes 
conventions  qui  permettent  de  réduire  le  nombre  des  cas  à 
discuter  :  il  établit  les  équations  de  M.  Darboux  pour  l'her- 
polhodie,  donne  une  expression  du  rayon  de  courbure  de 
cette  ligne  et  indique  la  position  relative  des  cônes  qui  roulent 
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l'un  sur  l'autre.  Le  dernier  Chapitre  est  consacré  au  mouve- 
ment d'un  solide  pesant  et  de  révolution  autour  d'un  point  de 
son  axe  ;  une  considération  géométrique  simple  rend  compte 
du  théorème  de  Jacobi  pour  le  cas  où  l'ellipsoïde  d'inertie  du 
point  fixe  se  réduit  à  une  sphère.  Cette  question  a  donné  lieu 
à  d'importants  travaux  :  l'auteur  s'estimera  heureux,  s'il  a 
donné  à  ses  lecteurs  le  désir  de  les  connaître. 

La  Géométrie;  par  René  Descartes.  Nouvelle  édi- 
tion. Petit  in-4"  carré,  avec  figures  et  gravures  interca- 
lées clans  le  texte.  Paris,  A.  Hermann-,   1886.  Prix:  5''. 

Peu  de  Livres  ont  autant  contribué  que  la  Géométrie  de 
Descartes  au  progrès  des  Mathématiques.  Aussi  l'éditeur  a-t-il 
cru  rendre  service  à  la  Science  en  en  publiant  une  nouvelle 
édition. 

Sur  quelques  applic^tioiss  des  fractions  continues 
ALGÉBRIQUES-,  par  M.  C.  Possë,  professeur  à  l'Université 
de  Saint- Péteisljourg.  (jrand  in-8"  de  i^5  pages.  Paris, 
A.  Hermann-,  1886.  Prix  :  5^^'. 

Propriétés  fondamentales  des  réduites  de  la  fraction  continue 

r*  f{Y)dy 
provenant    du  développement    de    l'intégrale    1      =—j '—  •  — 

Formule  d'interpolation  par  la  méthode  des  moindres  carrés. 
—  Représentation  approchée  des  intégrales  définies  au  moyen 
d'autres  prises  entre  les  mêmes  limites.  —  Sur  les  fonctions 
analogues  à  celles  de  Legendre.  —  Calcul  approximatif  des  in- 
tégrales. —  Sur  les  valeurs  limites  des  intégrales. 

Étude  analytique  du  déplacement  infiniment  petit 
d'un  corps  solide  ;  par  jNI.  ^.  Thévenet,  professeur  à 
l'Ecole  supérieure  des  Sciences  d'Alger.  111-4"  de 
ix-i54  pages.  Paris,  A.  Hermann;  i88f).  Prix  :  iS^' . 

Déplacement  infiniment  petit  d'un  corps  solide  assujetti  à 
cinq  conditions,  à  quatre  conditions,  à  trois  conditions,  à  deux 
conditions. 
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Mémoire  sur  les  équatxotvs  résolubles  algébrique- 
ment 5  par  M.  Despejrous,  ancien  pi'ofesseur  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  Toulouse.  Grand  in-8°.  Paris,  A. 
Hermann;  1887.  Prix  :  6*^'. 

L'objet  du  Mémoire  de  Despeyrous  est  de  résoudre  cette 
question  générale  :  trouver  toutes  les  équations  de  degré  pre- 
mier résolubles  algébriquement.  L'auteur  pense  avoir  complète- 
ment atteint  son  but,  et  ses  recherches  se  trouvent  très  claire- 
ment résumées  en  dix-sept  théorèmes. 

Théorie  et  applications  des  équipollences  ;  par 
M.  C.-A.  Laisant,  député.  Iii-8°  de  xvi-3oo  pages. 
Paris,  Gautliier-Villars;  1887.  Prix  :  ^^'',00. 

Comme  l'indique  le  titre  de  cet  Ouvrage,  il  se  divise  en  deuii 
parties  :  théorie,  applications. 

Dans  la  première,  qui  est  fort  courte,  l'auteur  a  réuni  et  a 
exposé  très  clairement  les  principes  essentiels  de  la  méthode. 
A  la  rigueur,  on  peut  dire  qu'on  la  possède  quand  on  a  lu  at- 
tentivement ces  soixante  pages. 

Dans  la  seconde,  l'auteur  a  cherché  surtout  à  varier  les  ap- 
plications, moins  pour  les  solutions  elles-mêmes  qu'en  vue  de 
montrer  les  nombreuses  ressources  du  calcul  de  Bellavitis  et 
d'en  rendre  le  maniement  familier. 
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La  photographie  des  objets  colorés  avec  leurs  va- 
leurs réelles;  par  le  professeur  D'  H.-W.  Vogel. 
Traduit  de  l'allemand  par  H.  Gaiithier-Villars.  In-8'', 
avec  figures  dans  le  texte  et  3  planches,  dont  une  en 
couleur.  Paris,  Gautliier-Villars  ;  1887.  Prix  :  6'''. 

Histoire  des  Sciences  aiathématiques  et  physiques  ; 
par  M.  Maxitnilien  Marie,  répétiteur  de  Mécanique  et 
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examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique.  T.  X 
et  XI  :   de  Laplace  à  Fourier  et  de   Fourier  à   Arago. 
Petit  in-8°.  Paris,  Gauthier-Vil I ars  ;    1887.   Prix  du  \o- 
lume  :  6*^^ 

AppLICAZIOM  GEOMETRICHE  DEL  CaLCOLO  INFINITESI- 
MALE 5  per  Giuseppe  Peano,  ^ro[essorene\\3Ll{.  Accade- 
raia  militare  di  Torino.  Grand  in-8°  de  xii-336  pages. 
Torino,  fratelli  Bocca  ;   i88y.  Prix  :  lire  lo. 

Eléments  de  Géométrie  analytique,  à  l'usage  des 
candidats  aux  Ecoles  navale,  centrale  et  forestière  et 
des  élèves  de  première  année  de  la  classe  de  Mathéma- 
tiques spéciales  5  par  M.  Ernest  Dessenon,  professeur 
au  Lycée  Saint-Louis.  I11-8"  de  396  pages.  Paris,  Ha- 
chette • 1887. 

Traité  d'Algèbre  élémentaire  renfermant  de  nom- 
breux développements  sur  les  symboles  et  la  théorie  des 
variations  du  quadrinôme  du  troisième  degré  ;  par  M.  P. 
de  Campou,  professeur  au  collège  Rollin.  In-8°  de 
390  pages.  Paris,  A.  Colin;  1887.  Prix  :  S*^"". 

Le  troisième  Livre  de  Géométrie,  à  l'usage  de  l'en- 
seignement moyen  et  de  l'enseignement  normal.  Théorie 
des  médianes  antiparallèles.  Nouveau  plan  et  nouvelles 
démonstrations-,  par  M.  Clément  Thérj,  étudiant  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  l'Université  de  Gand.  Grand 
in-8°  de  4^  pages.  Paris,  Gauthier-Villars  ;  1887. 
Prix  :  i^',  25. 

La  Théorie  de  Rameau  sur  la  musique  5  par  M.  Ch. 
Henry.  Grand  in-8°,  papier  de  Hollande.  Paris,  A.  Her- 
mann;  1887.  Prix  :  1^^. 

Wronski  et  l'esthétique  musicale;  par  M.  Ch. 
Henry.  Grand  in-8",  papier  de  Hollande.  Paris,  A. 
Hermann;  1887.  Prix  :  3*^". 

Les  voyages  de  Balthasar  de  Monconys.  Documents 
pour  l'Histoire  delà  Science,  avec  une  introduction;  par 
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1887.  Prix  :  2*'",5o. 

OEuvr.Es  coMPLÎiTEs  d'Augustia  Cauchv,  publiées 
sous  la  direction  scientifique  de  l'Académie  des  Sciences 
et  sous  les  auspices  du  Ministre  de  l'Instruction  pu- 
blique. 2^  série,  l.  YI,  in-4".  Paris,  Gautliier-Yillais; 
1887.  Prix  :   aS'^'-. 

Compléments  d'Algèbue,  suivis  de  nombreux  exer- 
cices, à  l'usage  des  candidats  à  TEcole  navale  et  à 
l'École  forestière  et  des  élèves  du  Cours  préparatoire  à 
la  classe  de  Mathématiques  spéciales  5  par  M.  E.  Ja- 
hlonshi,  professeur  au  lycée  Cbarlemagne.  Grand  iii-8" 
de  vi-3i6  pages.  Paris,  Delalaiu  frères  ;  1887. 

PiÉsvMÉ  DE  Géométrie  analytique  a  deux  et  a  trois 
DiMENSioiss,  à  l'usage  des  candidats  aux  Ecoles  Polytecli- 
nique,  Normale,  Centrale,  des  Ponts  et  Chaussées,  des 
Mines,  Forestière  et  jNavale  ;  par  M.  A.  Béinond,  pro- 
fesseur de  Mathématiques  spéciales  à  Sainte-Barbe. 
2^  édition.  In-8°  de  i5i  pages.  Paris,  Nony  etC"'^  1887. 
Prix  :  4'^ 

Tirages   a   part. 

Benierlxunsr  zu  Hni.  Enist  Sclierimi's  iMittheiluus ; 
Die  absolut  kleinsten  Reste  rceller  Grijssen;  Ueher 
das  Dirichlef  scJie Intégral;  Ueher eine bei^nwendiuig 
der  parliellen  Intégration  niitzliche  Formel;  Ziir 
Théorie  der  ellipiischen  Functionen;  Ueher  den  Cau- 
chj  schen  Satz ;  Die  ahsolut  kleinste/i  Reste  reeller 
Grôssen;  Zur  Théorie  der  elliptischen  Functionen; 
von  L.  KiiOiVECKKR.  Extraits  des  Sitzungsherichte  der 
hoiùglich  preussischen  ylkademieder  TUissenschafteti 
zu  Berlin;  i885  et  1886. 

Sulle   conicha    hitnngenti  a   due  coniche ;  nota  del 
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Dott.  FEnEuico  Amodeo.  Extrait  du  Giornale  rfi  Mate- 
matiche,  t.  XXIV;  1886. 

Correspondance  inédite  de  d' Alenihert  avec  Cra- 
mer, Lesage,  Clairaut,  Turgot,  Castillan,  Begue- 
lin,  etc.,  avec  Notice  et  Lettres  inédites  d'Euler  à 
d' Alenibert  et  Lettres  inédites  de  Lagrange,  et  Let- 
tres inédites  de  Laplace  publiées  avf^c  une  première 
rédaction  de  sa  niéthode  pour  déterminer  les  orbites 
des  comètes  et  une  Notice  sur  les  manuscrits  de  Pi/i- 
gré;^av^l.  Ch,  Heivry.  Extraits  du  Bolleltino  di  biblio- 
grafia  e  di  storia  délie  scienze  maLematiche  e  Jisi- 
che,  t.  XVIII  etXlX;  i885  et  1886. 

Sur  un  théorème  relatif  à  la  théorie  des  nombres  ; 
par  M.  A.  Schiappa  Moïvteiro.  Extrait  de  la  lievista 
scientifica  dd  Porto  ;  i885. 

Sur  la  génération  du  conoïde  circonscrit  à  une 
courbe  plane  au  moyen  de  courbes  du  même  ordre  que 
celle-ci;  note  de  M.  A.  Schiappa  IMokteiro.  Extrait  du 
J ornai  de  Sciencias  math,   eastr.,  t.  \III5  i88j. 

Contribution  àla  théorie  des  fonctions  ;  par  M.  Leuch  . 
Extrait  des  Comptes  rendus  de  la  Société  royale  des 
Sciences  de  Bohême;  1886. 

Nuova  costruzione  délia  superficie  del  quint  ordine 
dotata  di  ciirva  doppia  del  quint  ordine  ;  par  M.  Al- 
FOKso  DEL  Re.  Extrait  des  Rendiconli  délia  R.  Acca- 
demia  délie  Scienze  fis.  e  mat.  di  Napoli ;  1886. 

Des  constantes  d' élasticité  dans  les  milieux  aniso- 
tropes ;  par  M.  B.  Elie.  Extrait  des  Mémoires  de  la  So- 
ciété des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux, 
3^  série,  t.  II  ;  1886. 

Lettre  à  M.  G.  de  Longchamps  ;  par  ÎM.  L.  Maleyx. 
Extrait  du  Journal  de  JSLalhémaliques  élémentaires  ; 
1887. 

Sopra  due  piinli  délia  «  Théorie  der  hinaren  alge- 
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braischen  Fonnen  »  del  Clebsch;  osservazioni  di  E>'- 
Kico  d'Ovidio.  Extrait  des  Atli  délie  R.    Accademia 
délie  Scienze  di  Torino,    l.  XXII  ;  188-. 

Annals  of  Mathematics^  publislied  by  the  Univer- 
siTY  OF  Virginia.  N°  2,  vol.  III ^  1887. 

Sur  In  rectification  de  la  trisectrice  de  Maclaurin 
au  moyen  des  hité gr aies  elliptiques  eX.  Rectification  des 
cubiques  circulaires,  unicursales ,  droites,  au  moyen 
des  intégrales  elliptiques  ;  par  M.  G.  df,  Longchamps. 
Extraits  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  CI^  ^  i88j. 

Sur  certaine  classe  de  suites  récurrentes  et  Sur  les 
péninvariants  des  formes  binaires  ;  par  M.  M.  d^O- 
CAGNE.  Extraits  des  Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sciences,  t.  CI\  ;  1887. 

Sur  les  pénini^ariants  des  formes  binaires;  par 
M.  R.  Perrin.  Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  t.  CIV;  i88y. 


ERRATA. 


Tome  V,  3'  série. 

Page  229,  ligne  4  en  remontant,  supprimez  la  remarque. 

Page  23i,  formule  (i.'i))  enlevez  les  signes  dr. 

Page  282,    ligne    11    en    remontant,    au    lieu    de   \/\-t- x^,    lisez 

\/i  —  x^. 

Page  283,  dernière  ligne,  au  lieu  de  s,,  lisez  z^. 


Tome  VI,  3"  série. 
Page  239,  ligne  i3,  après  Brocard,  ajoutez  du  triangle  de  Brocard. 


3o5  ) 


REMARQIES  SIR  LES  COXDITIOXS  D'mGRABILlTÉ 

[suite  et  fis  (')]; 
Par  m.  h.  LAURENT. 


Jacobi  a  démontré  que,  si  l'on  avait  n  équations 

entre   les   quantités    p\i  p-i,  ...^pn-,   x,,  j*o,  ...^x„, 

dans  lesquelles  «,,  a^,  .  .  .^  a^  désignent  des  constantes 

arbitraires,   la  condition   nécessaire  et  suftisante  pour 

que 

pi  dxi  -^-pi  dx-i  H- , . .  -^pa  dxn. 

soit  une  diirérentielle  exacte  était  donnée  par  les  for- 
mules identiques 

(/l,/2)=0,  (/„/-3)=0,  ...,  (/„/„)=0, 

(/2./3)=0.  ...,  (/,,/„)=0, 


(/«-!' /«)=0- 


Mais  nous  allons  voir  qu'il  suffît  que  les  formules 
écrites  sur  la  première  ligne  soient  satisfaites  identique- 
ment, que  celles  qui  sont  écrites  sur  la  seconde  le  soient 
pour  x,  =  x\,  que  celles  qui  sont  écrites  sur  la  troi- 
sième le  soient  pour  .r,  =  x",  ^2=  x",  etc.  Le  symbole 
{fii.fj)  *'^''  d'ailleurs  déliai  par  la  formule 

jN'ous  allons  généraliser  un  peu  ce  théorème  de  Ja- 


(')  Voir  mcirie  Tome,  p.  i-J\. 
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(  3o6  ) 
C()l)i,  coqui  nous  servira  un  peu  plus  loin,  et  nous  sup- 
poserons qucles  fondions /,,/2,  ..  .  contiennent,  outre 
les  variables  x^ ,  .ro,  .  .  . ,  x„,  /;, ,  /^i,  .  .  . ,  p„,  une  fonc- 
tion H  dont  les  dérivées  relatives  à  x,,X2,  ...,Xn 
soient  respectivement  /;,,  /?o,  .  .  .,  p„-^  ainsi  il  s'agit  de 
trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
(pie  l'érpiatiou 

( 2  )  du  =  pi  d.Ti -+- po  dxi -+-. .  .-\- p,i  dxn 

soit  complèteincnt  intégrabic,  p\^  /'a,  .  .  .,  p,i  désignant 
les  solutions  des  équations  (i). 

Les   conditions    d'intégrabilité    complète  de    l'équa- 
tion (a)  sont  données  parla  formule 

dxj         du     ■'        dxi         du 

dans  lac[uelle  on  doit  supposer  i  et  7  égaux  à  i,  2, 
3,  .  .  . ,  7^.  Cette  écjuation  d'ailleurs  peut  s'écrire  sous  la 
foiiiie  plus  simple 

^  ^  ^  dxj        dxi  ' 

le  d  étant  employé  pour  désigner  les  déiivées  totales 
prises  en  faisant  varier  u  et  en  lui  assignant  pour  déri- 
rivées  p\-,  j>2-,  •  •  •  >  /'«•  ^^"  "^i  ^^^  adoptant  cette  notation, 

dfi   ^   i)fi_    fljH     ,     lyU    'JJH     ,  '}fj_  dpn  ^ 

dx^,        ()pi   dx^,  ^  ()pi  dx^_  -!-•••       ^jj^^^  ^i^^  ) 

l^Ù.  ^  'Hl    ^Jill  -+-  !^  f'^  +.  . ._+.  -^  ^-^  =  o; 
dx^    '    'V'i   '''■^p.        '^/'a  d^[i.       '"       '^Pa  dx^ 

on  conclut  de  là,  en  ajoutant  ces  deux  équations  après 

avoir  multii)lié  la   première  iiar  ~-  et   la    seconde  par 
^  ^  ^       dp^,.  ^ 

—  -^  ,   nuis  en  ajoutant  les  résultats  obtenus  et  faisant 


(  ;^07  ) 
'h 

dfi    <\fj         dfj    djr 


en  tenant  compte  de  la  relation  (3).  Il  n'y  a  presque 
rien  à  changer,  comme  l'on  voit,  à  la  démonstration  cpie 
Jacobi  a  donnée  de  ses  formules,  et  l'on  démontre  que 
les  formules  (4),  nécessaires,  sont  snflisantes,  par  le 
procédé  de  Jacobi . 

Nous  admetlrons  donc  que  ces  équations  sont  néces- 
saires et  suffisantes  pour  cpie  l'équation  (o.)  soit  com- 
plètement inlégrable  ;  nous  poserons 


2( 


\dx^,   dp^        dx^,  i)p^ 

({fi    djj         dfj    dfi^  s^  _  I 


dx^.dp^      dx^.dp^,.i      f-/'--^^»     •^'^• 


Il  est  facile  de  se  convaincre  alors  que  Ton  a  identi- 
quement 

c'est  le  théorème  de  Donkin  généralisé.  Cette  équa- 
tion (5  )  met  en  évidence  ce  fait  important  :  si  y};-/  et  fij 
sont  nuls,  on  a 

fjfs  est  donc  une  solution  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

Or  cette  équation  est  linéaire  et  homogène;  si  l'on  assu- 
jettit une  de  ses  intégrales  à  s'annuler  pourX|  =  a.", 
quels  que  soient  Xo,  X3,  .  .  . ,  jr„,  celte  intégrale  sera 
identiquement  nulle;  il  résulte  de  là  que,  si 

\A^A^l    I/../-4    ...,    I/...A! 


(6) 


(  3o8  ) 
sont  identiquement  nuls  et  si,  i  et  j  étant  dilï'érents  de  i , 
on  a 

(6)  \fnfj\  =  0 

pour  .Vi  =  j:",  quels  que  soient  X2,  X3,  ...,  x„,  les  for- 
mules (6)  seront  identiques,  et  l'équation  (2)  sera  eom- 
plètement  intégrable^  on  voit  donc  que  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  d'intégrabilité  complète  de 
l'équation  (2)  sont  que 

l/l>/2!  =  0'  |/l'./3i  =  0,  ...,  j/,,/„j  =  0, 

quels  que  soient  Xy,  x^,  . .  .,  x,i\ 

{   pour  .Ti  —  x\  quels  que  soient  x<i,  .  .  .,  a^^; 

' > 

\fn-u/n  j  =  O, 

pour  xi  =  x^,  . ..,  x,i-i  =  %-\  quel  que  soit  Xn,. 

On  peut  aussi  dire  que  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  que  (2)  soit  complètement  intégrable  est 
que 

j/l'/2J=0'  i/l'/3i=0,  ...,  j/i,/„j=0, 

identiquement,  et  que,  en  faisant  x,  =  x", 

du  —  p-i dxi -+-p3 dx-i -i-.  .  .-i-pn dxn 

soit  complètement  intégrable. 

Comme  l'on  voit,  les  conditions  d'intégrabilité  peu- 
vent se  présenter  sous  une  forme  un  peu  plus  simple 
qu'on  ne  le  fait  ordinairement;  je  vais  montrer  mainte- 
nant l'utilité  des  nouvelles  conditions.  Je  suppose  que 
l'on  veuille  intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre 

/i  =  «1  ; 

on  pourra,  comme  le  fait  Jacobi,  chercher  des  fonctions 


(  3o9) 
f-zif^,  •  •  -ifii  satisfaisant  aux  conditions  trouvées  tout 
à  l'heure;  les  équations 

(  7  )  /l  =  «1>  /2  =  «2,  .  •  • ,  fa—Cln 

feront  alors  connaître  des  valeurs  /^,,  /Ji,  .  .  . ,  qui,  por- 
tées dans  (2), 

du  =/>i<^JPi-h.  .  .-\- PiidXn,, 

rendront  cette  équation  complètement  intégrable,  et  par 
suite  feront  connaître  u. 

Occupons-nous  d'abord  des  équations  écrites  sur  la 
première  lij^ne  du  tableau  (6),  fi-if^i  •  •  •ifn-\  seront 
des  intégrales  distinctes  de  l'équation 

(/i,V)=o 
ou 

^  LV5^  -^p^dHjdf^-K^,  ^p^.  ^)  df^\  -  "' 

ou  encore  des  équations  différentielles  ordinaires 
dpi  dp<i 


(8) 


dX2 

+  Pi 

■  du 

dxi 

^ii  +  p  '^îi 

dx\  du 

dx-y 


\dpj  \dp,) 


du 


dpi       ^      dp-î  '      dpn 


Je  suppose  ces  équations  intégrées,  on  tirera  les  p  des 
intégrales  pour  les  porter  dans 

(9)  du  =  X  pdx, 

équation  qui  intégrée  donnera  u.  Toute  la  difficulté 
consiste  à  choisir  convenablement,  parmi  les  2,n  inté- 
grales des  formules  (8),  celles  qui  fourniront  les /;.  Or 


(  3.0  ) 
renia rcjuonscj lie  des  équations  (8)  on  tire 

df\  =  o  et  du  =  px  dxi  -4-  p-i  f/.r^  H-  .  .  .-\- pn  dx,,  ; 

donc  l'équation  proposée  f^^^a^  est  une  intégrale 
de  (8)  et  réqualion  (9^  est  iinplicitemeiit  <:ontenue 
dans  (8),  circonstances  qui  facilitent  un  peu  Tintégra- 
tion  des  équations  (8).  Supposons  ces  équations  inté- 
grées de  telle  sorte  que  pour  .r,  =  x**  011  ait  Xo=:  x!,',  ..., 
y;,=  /^",  p2=  pti  '•'•!  «  =  «"5  toutes  ces  constantes 
sont  arbiti'aires,  une  seule  exceptée,  en  ce  sens  qu'elles 
dépendent  de  a^  :  nous  supposerons  que  celte  constante 
soit  /j". 

Appelons   (E)  le  systèuie  des  intégrales  de  (8)  ainsi 
déterminé;  posons 

if^  =  w(x'l,  .r;|,   .  .  .,  .r«), 
,  rJnr  g         dm 

rtelj'  ^''^"^  ôxî' 


(  1  f>  )  •      „       .  rJnr  „         dm 


Éliminons  alors  entre  lés  équations  (10)  et  (  E)  les  />" 
et  les  a.""  ;  nous  aurons  des  équations  d'où  l'on  pourra 
tirer  les  p  etzi  en  fonction  des  x\  ces  valeurs  satisferont 
aux  équations  de  la  première  ligne  du  tableau  (6)  et  à 
l'équation  (9);  de  plus,  en  vertu  d'un  tliéoième  connu 
de  Caucliy  sur  les  intégrales  des  équations  dilléren- 
tielles,  u  se  réduira  à  ro(:r2,  •  •  • ,  x,i)  pour  x^  =  x^\  et 
p\^pi^  ...  aux  dérivées  de  la  fonction  ra  :  toutes  les 
conditions  d'intégrabililé  sont  ainsi  satisfaites  d'elles- 
mêmes.  On  retrouve  ainsi  la  méthode  donnée  par  Cauchy 
pour  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  j)remier  ordre. 

Maintenant  montrons  comment  notre  principe  permet 
de  simplilier  encore  la  méthode  de  Jaeobi  :  bornons- 
nous  au  cas  où  la   fonction  /",  ne  contient  pas  ?/.  Alors 


(  3m   ) 
il  lauL  iiilégrcr  le  syslèiui* 

ri)  (/,./,)=0,  (/,./3)-0 (f^,/„)=C. 

(2)  {/,,/,)=  O,  ....  (/2,/„)=0, 


Pour  y  parvejiir,  on  clierclie  une  intégrale  de  l'cqna- 
tiou  (y,  ,^'  )==  o  ;  soit  f^  une  iiiléij[raie  de  eette  éq nation  : 
on  clierclie  ensuite  une  intégrale  des  équations  simulta- 
nées 

(/„Y)  =  o,         (/2,Y)o=o, 

l'indice  o  indiquant  que  Ton  doit  (aire  .l'i  =  JC^.  Soit  f^ 
cette  intégrale,  elle  existe  puisque  (/",, /'o)=  05  ou  a 
donc  une  fonction  V  satisfaisant  à  (y,  ,\)=o  et  à 
(/i2îV)=o,  et  ])ar  suite  à  ( /"o,^  )o  =  o;  on  clieiclie  en- 
suite une  intégrale  commune  à 

(/l!V)=0.  (/o,V)„^0.  (/3.Vjou=0, 

et  ainsi  de  suite. 

Bien  entendu,  pour  que  l'on  puisse  appliquer  celte 

méthode,  il  faut  que  (/o,Y)  ne  contienne  pas  ~ —  dont 

1  r  •    •  '"^A  •  i       •    ^■> 

le  coeiMcient  est  4-^  1  et  qui  sera  nul  si  1  on  a  eu  soin 
d'éliminer  J)^  de  /^    au    moyen  de  ff=n,',   de    même 

/  y     T-  \  1  .      d\  f)\ 

(  /:i.v  )  ne  devra  pas  contenir -r —  et -r — .  etc. 


3l2     ) 


SUR  LES  POLY\OMES  Qll  EXPRIMENT  LA  SOMME 
DES  PLISSA^CES  p''"""'  DES  n  PREMIERS  ^OMBRES  ENTIERS; 

Par  m.  p.  APPELL, 

professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 


Nous  coininencerons  par  résoudre  un  problème  d'Al- 
gèbre auquel  se  rattache  bien  simplement,  comme  nous 
le  montrerons,  la  détermination  de  la  somme  des  puis- 
sances p'^"'^*  des  n  premiers  nombres  entiers. 

1.  Foriner  un  polynôme  en  .r,  Op{x),  qui  s'annule 
pour  X  =  o  et  qui  vérifie  l'identité 

(i)  cpp(a7)  — cf)/,(^  — 0  =  arP, 

p  désignant  un  ejitier  positif  ou  nul. 

Tout  d'abord  ce  polyuôme  Op{x)  est  nécessairement 
du  degré  p  -\- i\  car,  eu  supposant  '~>p{x)  de  degré  Â,  on 
obtient,  pour  ladifïerence 

un  polynôme  de  degré  h  —  i ,  et,  comme  cette  différence 
doit  être  x^,  c'est-à-dire  être  de  degré  p,  on  doit  avoir 
/,-  —  i  =  p,  k  =  p  -h-  i  ■  Posons  donc 

'ip(x)  =  Ao^^P+i-i- Aia7P-+-  Aj-r/'-'-H.  . .  + Ap-iX^-^  \pX, 
sans  mettre  de  terme  constant,  puisque  le  polynôme  doit 


(  3.3  ) 
s'annulei'  avec  x.  jNous  aurons 


Op{x  —  i)  =  Ao^''+*  + 


Al 
A,— 

A,- 


—  '— p-  Ao     xP 

I  p(p  —  i)  . 

—  Aj-i Al 


XP-^ 


I  .2.3  J 


-^  [Ap— 2 A/,_i 4-3 Ap_2  — ...  +  (— !)/'(/> +  i)Ao]:r 
—  Ap^  Ap_i  —  Ap_2-+-. . .  +  (—  O^+i  Ao. 

Pour  écrire  que  la  dilférence  'fp{x)  —  '-^pi^  —  0  est 
identique  à  xP,  il  faudra  égaler  à  i  le  coefficient  de  xP 
dans  cette  diflérence  et  à  o  tous  les  autres  coefficients  : 
on  a  ainsi  les  équations 

(/?4-i)Ao=  t, 

P  A            (P-^^)P   A     _  o 
—  Al Ao  —  O, 

I  1.2 

/>  —  I    V             P(P—^)  .        ,      (/>  + !)/?(/>  — I)   .      _  ^ 
Ao A 1  -+-  ■ •  Ao  —  O , 


I  1.2 

2Ap_l 3  Ap_2-H  4Ap_3-r- 

A;, —       Ap_l-t-       A^_2  + 


I  .2.0 

.  — (—!)/'(/> -f-i)Ao=o, 
.  +  (— i)pAo=o, 


qui  déterminent  tous  les  coefficients  de  proche  en  proche. 
La  première  de  ces  équations  donne 


Ao  = 


/>-i-l 


la  seconde  donne  ensuite  A,  =  ^,  la  troisième  Ao  =  — 
et  ainsi  de  suite,  la  dernière  A.p. 

Le  polynôme  cherché  <Dp(x)  vérifiant  l'identité  (i) 
et  s'annulant  avec  x  est  ainsi  complètement  déterminé. 


(  •^•4  ) 

On    Iroiive    sans    peine,    en    l'aisanl    succcssivenicni 
l>  =  (),   I,  2,  3, 


■1  -l 

?^     ^     x'^     ^     X  x(x  -T-  l){'J.X  ^  i) 

3"  ^  T  "^  6  ~  6 


,    ,        x'*        x"^        x°^        x'^ix-hiY 
«psC^)  =  -7-  H ^  -r  = ; • 

Ces  polynômes  sont  appelés  poljnômes  de  Bernoulli. 

^.,La  valeur  que  prend  le  poljnônie  Op(x)  pour 
une  valeur  entière  positive  n  attribuée  à  x  est  é^ale  à. 
la  somme  des  pi^mes  puissances  des  n  premiers  nombres 
entiers.  . 

En  eiïet,  si,  dans  l'identité  (i),  nous  faisons  sncccs- 
sivement  ^  =  i ,  2,  3,  .  .  .«,  nous  obtenons  les  relations 

0/,(    l)    —   'f;,(0)    =     I^, 


cp/,(n)  — »/,(«  — i)  =  ni>, 
qui,  ajoutées  membre  à  membre,  donnent 

Op{n)  =  iP-h  aP-+-  3/' -H. .  .-H  ni>. 

]Miiscjue  c2y,(o)  =  o. 

Par  exemple,   la  somme   des  cariés   des  n   premiers 
nombres  entiers  est 

3.   De  l'identité 

(l)  cp/,(^)  — cp/,(,r~i)  =  .r/' 

se  dédnisenl  immédialeinent  quelques  autres  propriétés 


.  (  3.5  ) 
des  polynômes  C5^(a:).  D'abord,  eu, supposant  l'entier  p 
plus  grand  que  zéro  et  faîsaut  a:=  o,  ou  a 

.'f/'(— 0  =  0; 

doue  tous  les  polynômes  C5|  (x)^  Z).2{jc),  .  .  • ,  s' annulent 
pour  X  ^—  I . 

Changeons  eusuite,  daus  l'identité  (  i ),  x  eu  —x, 
uous  aurons 

ou 

(2)  ^p{x)  —  <^,,{x  —  \)  =  xi> 

en  posant 

^,,{X)  =(—1)/'  +  !  'Jp{—  X  —  l), 

La  fonetiou  'lp(x)  est  un  polvuônie  de  degré  (/>+  i) 
en  X  s'anuulaut  pour  x  =  o,  ear 

•i//,(o)=(-i)/'+'9p(— 0  =  0; 

celte  lonction  •Ijpix)  véi'ilie  en  outre  l'identité  (^2  )  qui 
esila  nièniequc  l'identité  (  1).  Donc  le  polynôme  'hpi^x) 
possède  les  ])ropriétés  caraetéi'istiques  du  polynôme 
z>p( x)\  d'où  il  suit  que  ces  deux  polynômes  sont  iden- 
tiques, c'est-à-dire  que  Ton  a 

(3)  cp/^i-j-)  =(— i)/'  +  i'^/,(  — ^■  — I).   ' 

p  étant  supérieur  à  o.  Il  sera  facile  de  vérifier  cette  rela- 
tion (3)  sur  les  polynômes  cp,(x),  c^^lx),  '^si.r)  dont 
nous  avons  donné  précédemment  les  expressions. 
L'équation  (3)  conduit  au  tliéoième  suivant  : 

Si  l'on  fait  x  =■  y  —  h-,  Ig  poljJiôuie  z,p( x)  contient 
uiii<pienicnt  des  puissances  paires  (feji  si  p  est  impair, 
et  des  puissances  impaires  de  9  ,  si  p  est  j)ni/\ 

En  elîel,  la  substitution  .r  =r  )  —  ^  transforme  la  rela- 


(  3.6  ) 
lion  (3)  en  celle-ci  : 

?p(r-l)=(-0/^^^/.(-j'-ï); 

Je  polynôme  '^p{j  —  ^)  cliange  donc  de  signe  avecj^ 
si  p  est  pair,  et  ne  cliange  pas  quand  y  cliange  de  signe 
si  p  est  impair,  ce  qui  démontre  le  théorème. 
Par  exemple, 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'entier  p  est  pair  et  diilérent 
de  zéro,  le  polynôme  Op(j  —  ^)  s'annule  pour  j=  o, 
c'est-à-dire  que  le  polynôme  <^p{x)  s'annule  pour 
x= — ^,  proposition  qui  se  vériiie  immédiatement  par 
le  polynôme  o.2(x). 

A.  Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'iden- 
tité (i)  :  nous  aurons 

(4)  '^'p{x)  —  <^'p{x  —  i)=pxP-^; 

si  l'on  cliange,  dans  cette  relation,  p  en  p  -\-i  et  si  l'on 
pose 

on  voit  que  le  polynôme  TSp{x)  est  du  degré  {p  H-  i), 
s'annule  avec  x  et  vérifie  l'identité 

xnp{x)  —  TSp{x  —  i)  =  xP, 

identique  à  l'identité  (i).  Donc  le  polynôme  nîy,(x)  est 
identique  au  polynôme  cp^(a:),  et  l'on  a 

ou  encore 

(5)  cc^+i(.r)  =  tû;,+  i(o)4-(/7-M)cp/,(r). 


(  3.7  ) 
Cette  relation  (5)  permet  de  calculer  les  polynômes 
^p{jc)  de  proche  en  proche.   Elle  donne,  en  effet,  par 
l'intégration  entre  les  limites  o  et  x, 


Yp+1 


{x)  =  x(o',,+y{o)-^(p-hi)  I     Op{x)dx; 


pour  éliminer  la  constante    inconnue  cp'    ^(o),  faisons 
X  = —  1 5  alors  Op^,  (x)  s'annule  et  l'on  obtient 

donc  enfin 


i   Op+i{x)=(p -^i)x  ffp{x)dx 

(  -^ip-^^)l     ^p{x)dx; 


relation  qui  permet  de  former  o^^,  {x)  quand  on  connaît 
Op{x). 

Ainsi,  en  partant  de  />  ^  o,  Of^{x)  =  a:,  on  a 


xdx  4-  /    xdx  =  — I , 

2  2 


(pi(a')  =  X  I        xdx  4-  / 

î,(x)  =  .a.f^     \l  +  ?)<*-  +  \['{l  +  !)'''■ 

6  2  3 

5.   Etant  donné  un  polynôme  P(x)  de  degré  yw -+- i , 
on  peut  se  proposer  de  mettre  ce  polynôme  sous  la  forme 

Aq,  ).,,  ).2,  ...,   >-/j+)   désignant  des  constantes  conve- 
nables: en  d'autres  termes,  on  peut   se  proposer  d'or- 


(  3.8  ) 
(loniiLT    ce   |)olynùrno   suivant  la    série   des   polynômes 

<po(-a'.-),'fi(-^)î 

Kn  adincltant  que  le  pol3Miômc  ^(•ï^)  puisse  se  mctlre 
sous  la  forme  (y),  il  est  aisé  de  trouver  les  coefficients 
À„,}.i,)v2,  ...,Xp_,.,.  D'abord,  eu  faisant  x=  o,  on  trouve 
A,i  =z  P  (o) •  puis ,  en  forman t  la di (ïérence  P (x)  —  P (a:  —  i  ) , 
ou  a,  d'après  la  propriété  fondamentale  des  polynômes 

'f;,(x), 

(8)       P{X)  —  P{X  —  1)  =li-Jr-l2CC-h  X3  5-2  4- .  .  . -f-  Ip^i.Tl'  ; 

la  formule  de  Taylor  donne 

P(a7)=P(0)       -f--P'(o)        ^   —    V"(0)-^... 
l  1.2 

.r/>+  ' 

p(pHl)(o), 


E.2.  .  .{p  -+-  1) 


X' 


P(,r-  — i)=:Pr— !)  +  -?'(—  l)  M P"(_,)_f.... 

^  '  'I  1.2 

1.2.  .  .  (/>  -+-I)  ^  ^' 

on  a  donc,  en  identifiant  les  deux  membres  de  la  rela- 
tion (8), 

X,=  P(o)-P(-i), 

X,  =  P'(o)-P'(-i), 

x,,^,=  ^— [P'/^no)-p</"(-nj. 

Telles  sont  donc  les  valeurs  des  coefficients  X„,  A,,  ..., 
)v^^,.  Il  est  maintenant  facile  de  vérifier  que,  si  l'on 
donne  à  ces  coefficients  les  valeurs  que  nous  venons  de 
trouver,  le  polyiiônie  ainsi  obtenu 

Q(.r)  =  P(o)  +  [P(o)-P(-i)]'fo(^) 
+  [P'(o)-P'(-i)Jcf,(^) 

+  Y^[i"'(o)-P"(-i)]?2(^)+... 

fP'/.)(o)  — p(/''(-,)](p/,(.r) 


l.2.../> 


.    (  ••^•9  ) 
est  bien  identique   au  polynôme  donné  P(^a.'j.  Jl  suflit 
pour  cela  de   remarquer  que,   d'après  la  détermination 
même  des  coefficients,  on  a  identiquement 

P(^)  — P(^  — i)  =  Qf^r)  — Q(.r  — I) 
ou 

P(^)  — Q(^)  =  P(a7  — i)  — Q(:r  — I). 

La  difFérence  P(x)  —  Q(-3^)  est  donc  un  polynôme 
qui  s'annule  pour  a:  =  o  et  qui  ne  change  pas  quand  on 
change  x  en  JC —  i  :  cette  dilïérence  est  donc  nulle  iden- 
liquement. 

Par  exemple,  si  l'on  fait  successivement 

P ( x)  =  (x -i- i)P+^  et  P(x)  =XP+i, 

on  trouve  les  deux  développements  suivants 

^ TTZS V3(-^)+"— — ;-?/'(-^), 

L  '  1  '  I  .  2  ' 

I .  ->. .  3  '         ^ 

+  (-i)/'^o„(:r)]. 

G.  Pour  ne  pas  être  trop  long,  nous  nous  bornerons  à 
énoncer  les  résultats  suivants,  en  laissant  aux  lecteurs 
le  soin  de  les  démontrer  : 

i"  Le  développement  de  lafonclion 

pli(x+l) r 

F(/0=  -^^ '-, 

e"  —  I 

en  série   ordoujiéc  suivant   les   puissances    croissantes 
de  A,  est 

H-Oo(r)  +  -(5,(3")  4-  - — ^tp2(,r)-+-.  .  .H o,,(i)-+- 
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hi> 


Ou  montrera  sans  peine  que  le  ooefticieut  de  - 

^  >■  I  .2.  .  ./> 

dans  le  développement  de  F(/?)  est  un  polynôme  en  x 

s'annulant  avec  x  et  vérifiant  l'identité  (i). 

qP  La  constante  ^p(o)  est  nulle  cjuand  p  est  pair 
et  supérieur  à  i . 
3"  Les  poljjiônies 

[qui    ne  dilïerent   des  polynôuies  Op{x)   que  par  une 
constante]  possèdent  la  propriété  suii^ante  : 


dfpjx) 
dx 


=  pfp-i{x)- 


Ces  polynômes  fp{x)  forment,  à  uîie  fonction  numé- 
rique près,  les  coefficients  des  puissances  de  h  dans  le 

développement  en  série  de  — ^ 

4°  La  fonction- ?  dans  laquelle  z  désigne  une 

quantité  quelconque  réelle  ou  imaginaire  et  x  un  en- 
tier positif  ou  négatif  inférieur  en  valeur  absolue  à 
celui  des  modules  de  z  et  de  z  -\~  i  qui  est  le  plus 
petit,  peut  être  représentée  par  la  série 


=  i  +  ri- 


I 

(- 

I 

(- 

+  I)^'J 

?o(^) 

Oi{x) 


Cette  série  est-elle  convergente  pour  d'autres  valeurs 
de  x? 

11  serait  intéressant  de  déterminer  d'une  manière 
générale  le  reste  de  la  série  précédente,  car  le  théo- 
rème de  Cauchy  permet  de  rattacher  au  développement 


Je  ^^— —  celui  d'une    fonction    analytique    quelconque 

f{jc).  Mais  cette  étude  nous  entraînerait  hors  du  domaine 
élémentaire  sur  lequel  nous  nous  sommes  placés. 

]Nous  renverrons  le  lecteur  désireux  d'approfondir  la 
théorie  des  polynômes  Op(x)  à  un  Mémoire  de  Raale 
publié  dans  le  Tome  •4!2  du  Journal  de  d'elle,  à  un  Mé- 
moire de  M.  Hermite  publié  dans  le  Tome  79  du  même 
journal,  au  Traité  de  Calcul  différentiel  de  M.  Ber- 
trand, et  enfin  au  livre  de  M.  Tannery  Sur  la  théorie 
des  fonctions,^.  i5o. 


SUR  LES  FOYERS  DES  SECTIOXS  PLACES  DTXE  QUADRIOIE  (')  ; 

Par  m.  DROUET, 
Elrve  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Janson. 


1.  M.  Salmon,  dans  son  Traité  de  Géométrie  ana- 
l-)  tique  à  trois  diinensions  (traduction  Chemin,  p.  290), 
parvient,  par  une  méthode  fort  savant(î,  à  une  règle 
simple  pour  former  l'équation  tangentielle  des  foyers 
d'une  section  plane  d'un  ellipsoïde  ;  nous  nous  proposons 
ici  de  déduire  cette  règle  d'une  propriété  élémentaire 
des  foyers  d'une  conique. 

Nous  supposerons  l'ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  de 

symétrie,  et  le  plan  de  la  section  passant  par  le  centre. 

Soit 

a'-u--^  fj-{-''-f-  c'-w- —  h-  =  o 

l'équation  tangentielle  de  l'ellipsoïde,  et  soient 

a.      ';i,     Y,      o 

les  coordonnées  du  plan  sécant. 

(')    Voir  1!'  série;  t.  III,  p.  4*^1. 

Aiiii.  (te   Vathémaf..   S'  série,  t.  VI.  (.luillet  1887.)  22 
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On  obtient  une  première  forme  de  l'équation  tangen- 
tielle  de  la  section  en  écrivant  que  le  produit  des  dis- 
tances des  deux  foyers  à  une  tangente  est  égal  au  carré  de 
l'un  des  demi-axes.  Si  l'on  considère  un  plan  P  (h,  u^  w^h) 
passant  par  une  tangente,  la  distance  du  foyer  à  cette 
tangente  peut  s'obtenir  en  multipliant  la  distance  du 
même  foyer  au  plan  P  par  sinO,  9  étant  l'angle  du  plan 
P  et  du  plan  sécant.  On  trouve  ainsi,  eu  désignant  par 
.-r,,j^-,,  o,  et  — x,^  — r,,  — ^1,  les  coordonnées  des 
foyers  et  par  S  le  cari-é  du  denii-ase  correspondant, 
l'équation 

—  U<.7-i-f-  ('Ki-f-  iV-Z^y-T-  /i- 

_  c\  (  a« -^  ^(^ -!- Y"f'/'  I 


ou  eiicoïc 


I    {iix^-~  rji  -(-  (r  Cl  )•-  —  11- 

Pour  obtenir  une  seconde  forme  de  l'équation  tangeu- 
tieile  de  la  section,  nous  écrirons  cjue  les  deux  plans 
tangents  menés  à  l'ellipsoïde  par  une  droite  tangente  à 
la  section  sont  confondus.  En  considérant  cette  droite 
comme  l'intersection  du  plan  sécant  (a,  ,3,  v,  o)  et  du 
])lan  («,  v^  \\\  li\^  nous  trouvons  la  condition 

{■>.)    a-u'--\- h-v- -^  c'-^v- — h- ; ,  ' ,,  ^ '      ' — =  o. 

«-a--'- t'-p--!- c-Y" 

Cela  posé,  si  nous  écrivons  qut;  les  équations  (i)  et  (2) 
représentent  «me  même  conique,  nous  sommes  conduits 
à  l'identilé 

où  P- — /;-  est  le  jiremicr  membre  de  I  écpiation  tangen- 
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tielle  des  foyers,  c'est-à-dire  l'équation  cherchée^  d'ail- 
leurs f  est  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  de  la 
section,  et  '^  désigne  l'expression 

enfin  S  représente  le  carré  d'un  des  demi-axes,  et  par 
suite  est,  comme  on  le  sait,  une  racine  de  l'équation 


(5) 


a- — S        b- — S         c- — S 


on  retrouverait  cette  équation  en  écrivant  que  le  discri- 
minant de  f — Sc3  est  nul. 

On  voit  donc  que,  pour  obtenir  les  fojers  d'une  sec- 
tion plane  d'un  ellipsoïde,  il  sujfit  de  considérer  les 
coniques  é\^anouissantes  du  faisceau  tangentiel 

/-So  =  o. 

/=  o  étant  l'équation  de  la  section,  et  0=  o  l'équa- 
tion des  points  où  la  conique  u-  -\-  u-  -\-  w-  =:  o  est  ren- 
contrée par  le  plan  sécant.  C'est  la  règle  donnée  par 
M.  Salmon. 

2.  On  serait  encore  conduit  à  l'identité  (3)  si  l'on  cher- 
chait à  déterminer  les  foyers  en  les  considérant  comme 
formant  la  trace  d'une  focale  de  la  section  sur  le  plan  de 
cette  section  (Pruvost,  Leçons  de  Qéométrie  ana- 
lytique, t.  Il,  p.  4i6). 

Pour  le  vérifier,  posons 

'b( U,  V,  «r.  h)  =  f  —  S{u-  -^  v- -4-  (^2 ). 

S  désignant  une  racine  de  l'équation  (5). 

6  est  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  focale  et 
les  points  où  cette  focale   est   rencontrée    par  le   plan 
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[a,  [j,  V,  o)  ont  pour  équation  tangenlielle 

l\<1(u,  c,  «',  A)  d/(a,  j3,  •(,  o)  —  (  w^y,  -i-  cij^p  -;-  iviv.)-  =  <> 
mais,  comint* 

/(a,  [3,  Y,  o)  =  o         et         '^(,a.  p,  7,  o  )  =— S(  a^-i- p2-+- 72), 

le  premier  membre  de  l'équation  précédente,  divisé  par 
un  facteur  numérique,  peut  s'écrire 


a-  a--h  62r2-4-  c-  it'2  —  h-- 


—  S 


«2  a"--t-  62  p2_(_  c'^Y^ 

(  a?f  -;-  Pp  -4-  7(1'  )2' 
a--\-  r--T-  (i^-^ 


c2-^?2+.,.  J 


et  l'on  reconnaît  le  premier  membre  de  l'identité  (3). 

3.  On  peut  aisément  trouver  les  équations  qui  déter- 
minent les  coordonnées  cartésiennes  d'un  foyer  d'une 
section  plane  d'un  ellipsoïde,  en  s'aidant  de  la  remarque 
géométrique  suivante  : 

Si  l'on  considère  un  cône  passant  pai- l'intersection  de 
deux  surfaces  du  second  ordre,  un  plan  tangent  à  ce  cône 
coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  bitan- 
gentes. 

D'après  cela,  si  l'ellipsoïde  et  le  plan  sécant  sont 
donnés  par  les  équations 

.r2         y-        z^ 
oJ        0-         c' 

(P)  7..r -H  Pr -4- 7- -i- ô  =  o, 

et  si  ^1,1',,  z,  désignent  les  coordonnées  d'un  point  du 
plan  P,  pour  écrire  que  ce  point  est  foyer  de  la  section, 
il  suffit  d'exprimer  qvie  l'équation 


(D         j        \n-         ly-         c2 

représente  un  cône  tangent  au  plan  (P). 
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Si  l'on  exprime  successivement  les  conditions  qui  doi- 
vent être  remplies  : 

1°  Pour  que  l'équation  (F)  représente  un  cône; 

2°  Pour  que  le  cône  (F)  ait  son  centre  sur  le  plan  (P)  ; 

3**  Pour  que  le  cône  parallèle  à  F  ayant  pour  sommet 
l'origine  admette  comme  plan  tangent  un  plan  parallèle 
à(P); 

4°  Pour  que  le  point  (a)^,y^,z^)  soit  dans  le  plan  P; 
on  trouve  les  équations  cherchées 


(I) 

(3) 
(4) 


X 


y 


a- —  S        b- —  S 


C'—  S 


i-'i     _ 


a- 


a-a-' 


62 _  s        c2— S 


a- — S        b- — S 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

(1887). 


Composition  de  Mathématiques . 
On  donne  dans  un  plan  un  point  to  fixe,  et  deux  axes 


rectangulaires  lixesOx,  Or-  Parle  point  (oonf'ait  passer 


(  3.6'  ) 

deux  droites  rectangulaires  rencontrant  Ox  en  B  et  D, 
Oj  en  AetC.  Par  les  points  A,  B,  on  fait  passer  une  para- 
bole P  tangente  aux  axes  0.x  et  Oj  en  ces  points  ;  par  les 
points  C,  D,  on  fait  passer  une  parabole  P'  tangente  aux 
axes  Ox  et  Oy  en  ces  points. 

On  fait  tourner  les  droites  rectangulaires  AB,  CD  au- 
tour du  point  to,  et  l'on  demande  : 

1°  Les  équations  des  paraboles  P,  P'  de  leurs  axes  et 
de  leurs  directrices  ; 

1°  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  des  axes  et 
des  directrices; 

3"  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  de  leurs 
axes,  qui  se  compose  de  deux  cercles; 

4"  On  prouvera  que  la  distance  des  foyers  est  con- 
stante. 

Composition  de  Géométrie  descriptis'e. 

D'un  quart  de  tore  supposé  plein  on  enlève  la  por- 
tion comprise  à  l'intérieur  d'un  cône  donné.  Représenter, 
par  ses  projections,  le  solide  ainsi  obtenu. 

L'axe  du  tore  est  vertical.  Le  plaii  de  front  et  le  plan 
de  profil  de  cet  axe  limitent  le  quart  de  tore,  lequel  est 
situé  en  avant  du  premier  plan  et  à  droite  du  second. 

Le  cône  a  son  sommet  sur  l'axe  du  tore.  Pour  définir 
sa  directrice,  imaginons  la  sphère  dont  un  grand  cercle 
coïncide  avec  le  cercle  de  front  qui  limite  le  quart  de  tore; 
prenons,  par  rapport  à  cette  sphère,  le  plan  polaire  du 
sommet  du  cône;  enfin  menons,  à  égale  distance  de  ce 
plan  et  du  sommet  du  cône,  un  second  plan  parallèle  au 
premier  :  ce  second  plan  coupera  le  quart  de  tore  suivant 
la  directrice  qu'il  s'agissait  d'indiquer. 

Le  rayon  du  cercle  générateur  du  tor'.;  sera  de  o'",o8. 

La  distance  du  centre  de  ce  cercle  à  l'axe  sera  de  o'",  i  y. 
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La  hauteur  du  somiiieldu  cône  au-dessus  du  ceutredu 
tore  sera  de  o'°,o4. 

La  ])rojectionliorizoiitale  du  centre  du  tore  sera  à  o"',o4 
et  la  projection  verticale  à  o™,i3  au-dessus  du  centre  du 
cadre,  sur  la  parallèle  aux  grands  côtés  menée  à  o"',i2  à 
gauche  de  ce  point. 

En  dehors  des  constructions  relatives  aux  points  reniar- 
f[uables,  on  ne  laissera  subsister,  dans  le  tracé  à  l'encre, 
(jue  celles  qui  se  rapportent  à  la  détermination  d'un  point 
de  chaque  courbe  et  de  la  tangente  en  ce  point. 

Calcul  trigonométritine. 
On  donne  dans  un  tri  angle  deux  côtés  et  l'angle  compris  : 

a  =  52837'",i3.         6  =  45609'",  07,         C  =  55°  i7'48",  37. 

Calculer  les  deux  angles  A  et  B,  le  troisième  côté  c, 
et  la  surface. 

Composition  de  Physique  et  de  Chimie. 

Physique.  —  I.  Lunette  de  Galilée.  — IL  Mesure  de 
la  chaleur  spécifique  d'un  solide. 

Chimie.  —  Les  acides  hydrogénés  de  la  famille  du 
chlore.  —  On  insistera  sur  les  caractères  qui  les  rappro- 
chent et  qui  les  distinguent. 

Lavis. 

Faire  à  l'encre  de  chine,  à  teintes  plates,  le  lavis  d'une 
sphère  (dépolie,  ou  mi-polie,  à  volonté)  se  détachant  sur 
un  fond  gris,  dégradé  de  haut  en  bas. 

La  sphère  sera  éclairée  parle  rayon  ordinaire  à  45". 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  NORMALE  SllPÉRIElRE 

(1887). 


Mathématiques . 

On  considère  la  surface  (dite  cjlindroïde)  qiù,  rap- 
portée à  des  axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

z(x'  -hy^)  —  in{x-  — y-)  =  o. 

Soit  M  un  point  de  l'espace,  dont  les  coordonnées 
sont  x',  j',  z';  on  propose  de  mener  de  ce  point  des  nor- 
males au  cylindroide  : 

1°  Désignant  par  a,  jB,  v  les  coordonnées  du  pied  de 
l'une  quelconque  des  normales  abaissées  du  point  JM  sur 
le  cylindroïde,  on  formera  l'équation  du  quatrième  de- 
gré (I)  ayant  pour  racines  les  valeurs  de  ->  l'équation 

(II)  ayant  pour  racines  les  valeurs  de  y,  et  l'on  montrera 
comment,  des  racines  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  équa- 
tions, on  déduirait  les  coordonnées  des  pieds  des  nor- 
males cherchées. 

2"  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que 
l'équation  (I)  soit  réciproque?  Trouver,  en  supposant 
le  point  M  situé  sur  ce  lieu,  les  coordonnées  des  pieds 
des  normales. 

3"  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que 
l'équation  (II)  ait  une  racine  double  égale  à  z'?  En 
supposant  le  point  M  situé  sur  ce  lieu,  reconnaître  si 
les  racines  de  l'équation  (II),  différentes  de  z\  sont 
réelles  ou  imaginaires. 

4°  Que  représente  l'équation  (II)  (juand  on  y  regarde 


•     (  ^^9  ) 
l'iiiconnue  coiiuik?  une  constante  et  x\y ^  z'  comme  les 
coordonnées  d'un  point  variable? 

Physique. 

i"  Chaleurs  spécifiques  des  gaz. 

1°  Un  ellipsoïde  de  révolution  allongé,  en  verre,  est 
coupé  par  deux  plans  normaux  à  l'axe  de  révolution  et 
passant  par  les  loyers  F,  F'  de  l'ellipse  méridienne.  Les 
faces  planes  sont  noircies  sur  toute  leur  étendue,  sauf 


un  très  petit  cercle  central.  Le  petit  cercle  F  seul  éclairé 
reçoit  de  la  lumière  dans  toutes  les  directions. 

On  demande  de  décrire  succinctement  : 

1°  Ce  que  voit  un  observateur  dont  l'oeil  est  placé  en 
F'i       ^ 

2"  Comment  le  phénomène  dépend  du  rapport  des  axes 
de  l'ellipse  méridienne  ; 

3"  Comment  il  dépend  de  l'indice  moyen  de  l'ellip- 

soïde  ^ 

4°  S'il  y  a  des  colorations  dues  à  ladispersionet  com- 
ment elles  sont  distribuées  5 

5"  Comment  le  phénomène  est  modifié  quand  on 
plonge  la  face  F  dans  l'eau  d'une  capsule  éclairée  en 
tous  sens. 


(   .13o   ) 


CO^COIRS  D'ADIIISSIOX  A  L'ECOLE  NAVALE 

(1887). 


arithmétique  et  yllgèbre. 

I.  De  deux  points  O  et  O'  situés  à  une  distance  00' égale 
à  la  comme  centres,  on  trace  deux  circonférences  égales 


de  rayon  R.  A  partir  du  point  M  milieu  de  00'  et  dans 
le  sens  MO,  on  porte  une  longueur  MA  égale  à  a:  ^  et  au 
point  A,  on  mène  à  la  cireonféren(^e  O  la  corde  BC  per- 
pendiculaire à  00'^  on  joint  OB  et  l'on  achève  le  trapèze 
isoscèleOBB'O'. 

On  demande  :  i°  de  trouver  l'expi'essiou  du  volume 
engendré  par  la  révolution  du  trapèze  OBB'O'  autour  de 
OO'.  On  examinera  l'interprétation  dont  cette  expression 
est  susceptible  pour  les  valeurs  négatives  de  x  lorsque 
les  deux  circonférences  se  coupent; 

2"  De  trouver  les  valeurs  de  x  correspondant  au  maxi- 
mum et  au  minimum  de  la  fonction 

( R  -^  «•  —  ."?")  (R  —  a  -^  x){a  -\-  ix)  ; 

3°  De  classer  ces  valeurs  relativement  aux  racines  de 
la  fonction  elle-même,  et  de  déduire  de  cette  classifica- 
tion la  condition  pour  que  le  volume  engendré  soit  sus- 
ceptible d'un  maximum  ou  d'un  minimum. 


•   (  33i  ) 

II.  Démontrer  que,  si  l'on  désigne  par  Pi  la  partie  entière 
de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier,  par  /•  le  reste  et 

par  Ji  la  partie  entière  du  cpiotient  — ?  la  racine  exacte 
est  comprise  entre  Pi  H et  R  H 

'-  Il  ft  -!-  X 

III.  Sur  une  circonférence  de  rayon  égal  à  l'unité,  on 
donne  un  arc  AB  égal  à  o  (en  parties  du  rayon).  On  par- 
tage cet  arc  en  m  parties  égales  et  l'on  mène  les  cordes  qui 


joignent  les  points  de  division  voisins;  sur  chacune  de 
ces  cordes  comme  liypoténuse  on  construit  un  triangle 
rectangle  isoscèle  ADC.  Démontrer  que,  si  m  croit  indéfi- 
niment, le  produit  des  distances  des  sommets  de  ces  tri- 
ci  3 

"'"  .         .  -'  - 

angles  au  centre,  c'est-à-dire  OD  apourlimitee-  ou  e  " 
suivant  que  les  triangles  sont  rabattus  à  l'extérieur  ou  à 
l'intérieur  de  l'arc. 

Géométrie  descriptive. 

Etant  données  les  deux  droites  OA  et  OB',  la  première 
OA  située  dans  le  plan  horizontal  et  faisant  avec  la  ligne 
de  terre  xy  \\n  angle  de  'jo",  la  seconde  OB'  située  dans 


(  33.   ) 
le  plan  vertical  et  faisant  avec  la  ligne  de  terre  xj  un 
angle  de  5o";  on  demande  : 

1°  De  tracer  les  projections  OC,  OC  d'une  droite 
passant  par  le  point  O  faisant  avec  OA  un  angle  de  70", 
avec  OB'  un  angle  de  4^°  et  situe'e  par  rapport  au  plan 
AOB'  du  même  côté  que  Ox  ; 

.2°  De  tracer  les  projections  de  l'axe  du  cône  de  révo- 
lution passant  par  les  droites  OA,  OB'  et  la  droite  OC, 
OC  précédemment  déterminée. 

Calcul  trigOJiométrique . 

Calculer  des  valeurs  de  x  comprises  entre  o"  et  Sôo" 
qui  satisfont  à  l'équation 

20 ,  3382  y/sin  177°  12'  18" 
(0,017045)2  tang'*94''3o'48"sin''244°i8'  12" 


lan'r3(3iF  -f- 12°) 


(réoniéirie. 

Énoncer  et  démontrer  succinctement  les  principaux 
théorèmes  qui  permettent  d'établir  que  le  rapport  des 
volumes  de  deux  pyramides  est  égal  au  produit  du  rap- 
port des  surfaces  des  bases  par  le  rapport  des  hauteurs. 

Applicatioji.  —  Trouver  l'expression  numérique  du 
volume  d'une  pyramide  dont  la  base  est  donnée  en  mè- 
tres carrés,  soit  :  S™"!,  254,  et  la  hauteur  en  mètres,  soit  : 
4"",  32,  lorsqu'on  prend  pour  unité  de  volume  le  tétraèdre 
régulier  dont  la  liauteur  est  égale  à  i"*. 

Géométrie  analytique. 
Étant  donnée  l'équation 

/  ( x^  —  a X )  —  ny  (x  —  y  —  01  =  0. 


.    (  o33  ) 
dans  laquelle  a  désigne  une  quantité  constante  positive 
et  )v  un  paramètre  variable,  on  demande  : 

1°  De  déterminer  la  nature  des  diverses  courbes  que 
peut  représenter  cette  équation  quand  \  varie  de  +  co 
à— ce; 

2**  De  démontrer  qu'elles  passent  par  trois  points  fixes 
et  que  le  lieu  de  leurs  centres  est  une  ligne  droite; 

3°  De  construire  pour  une  valeur  donnée  de  \  le 
centre  de  la  courbe  correspondante  et  les  tangentes  aux 
trois  points  fixes  ; 

4°  De  trouver  le  lieu  géométrique  des  points  de  ces 
courbes  où  les  tangentes  sont  parallèles  à  l'axe  des  x. 


COXCOIRS  D'ADTlîSSIOX  A  L'ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 

(1887). 


Maihéinatiq  ues . 

I.  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  un  rectangle  DEFG 
dont  un  côtéFG  est  placé  sur  BC,  et  tel  que,  en  augmen- 
tant la  surface  de  ce  rectangle  de  celle  du  triangle  équi- 
latéral  construit  sur  FG,  on  ait  une  somme  équivalente 
à  un  carré  donné  K-.  Discuter. 

II.  On  considère  un  triangle  ABC,  les  trois  hauteurs 

AA',  BB',  ce  qui  rencontrent  le  cercle  circonscrit  aux 

points  A",  B",  C",  et  l'on  demande  :    i°  d'exprimer  les 

longueurs  AA',  BB',  CC,  AA^  BB",  CC"  en  fonction  des 

angles  A.  B,  C  du  triangle  A  HC,  et  du  rayon  R  du  cercle  cir- 

„   1  ,  A  A"         BB"    ,    CC" 

conscrit:  2    de  montrer  (lue  la  somme  -.-r;  -\ — f.tt;  ~H  7v?^"/ 

^  A  A  I>n  ce 

est  une  constante. 


(  334  ) 
111.   Trouver  les  valeurs  de  jc  qui  satisfont  à  l'équation 

ëin.T  =  sin<7  -!-  sin(  «  -r-  h)  -^  sin(a  -}-  -îh). 

On  fera 

a  =  S^'iJ'Sy",         h  =  7"  17' 26". 

Epure  (^sujet  retiré). 

Un  tétraèdre  est  placé  sur  le  plan  horizontal  :  un  des 
côtés  de  la  base  ab[a  est  à  gauclic)  est  parallèle  à  la  ligne 
de  terre,  et  distant  de  cette  ligne  de  o'",  o35  :  sa  longueur 
est  de  o"',  loo^  les  deux  autres  côtés  ont  pour  longueurs 
ac  =  o'",  I  23,  hc  =  o'",  1 1  o.  L'arête  Sa  =  1  30™"",  l'arête 
Se  =  o'",  I  25,  l'angle  dièdre  formé  par  les  deux  faces  abc 
etSrtC  est  lie  yo".  Construire  ce  tétraèdre.  A  partir  du 
sommet  S,  on  prend  sur  Sa  une  longueur  SO  égale  à 
5o'""'  et  du  point  O  comme  centre  on  décrit  une  sphère 
passant  par  le  sommet  S  :  trouver  l'intersection  de  cette 
sphère  avec  le  tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  enlevée  la  portion 
du  tétraèdre  détachée  parla  sphère. 

Epure  {^second  sujet). 
Un  tétraèdre  SABC  a  sa  base  ABC  sur  le  plan  horizon- 


tal :  aa'  =  84""",  ah'  —  99'"'",  ab  =  11 2""°,  bc  =  1 44""", 
ac  =  i;;i'""\  L'arête  SA  parallèle  au  plan  vertical  égale 


.  (  ■>->^  ) 

i36'"'"  et  fait  avec  l'arête  AB  un  angle  de  62".  On  de- 
mande :  1°  de  construire  le  tétraèdre  5  2°  de  mener  la 
droite  DE  perpendiculaire  commune  aux  deux  arêtes 
opposées  SA  et  BC. 

Du  point  O,  milieu  de  DE,  comme  centre,  ou  décrit 
une  sphère  avec  un  rayon  égal  à  22™"";  mener  à  cette 
splière  deux  plans  tangents  perpendiculaires  à  l'arête 
se,  et  construire  les  sections  de  ces  deux  plans  avec  le 
tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  ne  conservera  que  la  partie 
du  tétraèdre  comprise  entre  les  deux  plans. 


Laver,  soit  à  teintes  plates  superposées,  soit  à  teintes 
fondues,  la  projection  verticale  d'un  cône  de  révolution 
et  celle  d'un  prisme  droit  à  base  carrée  servant  de  socle. 

Les  rayons  lumineux  sont  parallèles  à  une  droite  dont 
les  projections  font  des  angles  de  45"  avec  la  partie  gau- 
che de  la  lierne  de  terre. 


THÉORIES  DE  LA  REFRACT!0\  ASTROMMIQUE 
ET  DE  L'ABERRATION  (M; 

Pak    m.    Ossian    BOXNET. 


La  direction  suivant  laquelle  la  lumière  qui  émane 
il'une  étoile  arrive  à  l'observateur  diffère  de  la  ligne 
droite  qui  joindrait  l'œil  de  l'observateur  à  cet  astre. 
Cette  différence  tient   à  deux  causes  distinctes  :  d'une 


(')  Leçons  faites  en    i8S-j   ;i   la   Sorlionne   pour  les  eandidals  à  la 
Licence. 


(  :m  ) 

part,  c'est  l'atinosplière  teiTestre  qui,  inllécliissaut  les 
rayons  lumineux,  nous  fait  voir  les  astres  au-dessus  de 
leurs  positions  réelles-,  d'autre  part,  la  vitesse  de  trans- 
lation de  notre  globe  ayant  un  lapport  fini  avec  la 
vitesse  de  la  lumière,  nous  apercevons  les  étoiles  en 
avant  de  leurs  véritables  positions  dans  le  sens  du  mou- 
vement de  la  Terre.  Les  théories  de  la  réfraction  astro- 
nomique et  de  l'aberration  ont  pour  objet  le  calcul  de 
ces  deux  effets,  de  telle  sorte  qu'on  puisse  corriger  les 
observations,  c'est-à-dire  déduire  les  directions  vraies 
des  directions  apparentes. 

Nous  commencerons  par  le  phénomène  de  la  réfrac- 
tion, qui  est  le  plus  important. 


Réfraction  astronomique. 


§  I,    —    Notions  préliminaires. 

lia  lumière  se  meut  en  ligne  droite  dans  le  vide  ou 
dans  un  milieu  homogène.  Mais,  si  un  rayon  lumineux 
passe  d'un  milieu  homogène  dans  un  autre  milieu  homo- 
gène, de  densité  dilférente,  il  se  réfracte,  c'est-à-dire  est 
dévié  de  sa  direction  primitive,  conformément  aux  trois 
lois  expérimentales  dont  nous  rappellerons  d'abord  les 
énoncés  : 

PREMiiiUE  LOI.  —  Le  rayoji  incident  AM  (  fig.  i),  /^ 
rayon  réfracté  MB  el  la  normale  ]NMN'  à  la  surface 
(nlane  ou  courbe)  de  séparation  des  deux  milieux  sont 
dans  un  même  plan. 

Deuxième  loi.  —  Pour  les  deux  mêmes  milieux,  le 


(    •^3;  ) 
rapport  du  sinus  de  l'angle  i  d  incidence  au  sinus  de 
l' angle  r  de  réfraction  est  constant  cjuelle  que  soit  la 
direction  du  rayon  incident. 


Fig 

M" 


A." 


Ce  rapport  —. —  est  appelé    iridice  de  réfraction   du 

second  milieu  par  rapport  au  premier. 

Si  le  rayon  lumineux  passe  du  vide  dans  un  milieu 

quelconque,  le  rapport  -. —  se  nomme  indice  absolu  de 

réfraction  de  ce  milieu. 

Troisième  loi.  —  Soient  trois  milieux  homogènes  suc- 
cessifs {fig.  2  )  que  nous  appellerons  (A),  (B),  (C)  -,  si  n  est 

Fig.    2. 


(A) 


(B) 


(C) 


l'indice  de  réfraction  du  milieu  (B)  par  rapport  au 
milieu  (A),  n'  V indice  du  milieu  C  par  rapport  au  mi- 

Ann.  de  Mathémat.,  'i'  série,  t.  VI.  (Juillet  1H87.)  -li 


(  ;".38  ) 

lieu  (B),  le  produit  im'  se/ a  è^iil  à  l' indice  de  réfrac- 
lion  du  nnlieu  (C)  par  rapport  au  viilieu  (A). 

De  ces  trois  lois  résultent  plusieurs  conséquences  : 
i"  (A)   et  (B)   étant  deux  milieux  homogènes  quel- 
conques, si  n  est  l'indice  de  réfraction  du  milieu  (B)  par 

rapport  au  milieu  (A),  l'inverse  -  seral'iudice  de  réfrac- 
tion du  milieu  (A)  par  rapport  au  milieu  (B  ) -,  il  suffit, 
pour  le  démontrer,  d'appliquer  la  troisième  loi  au  cas 
où  le  troisième  milieu  (C)  est  identique  au  premier  mi- 
lieu (A). 

1^  n'  et  n!'  étant  les  indices  absolus  de  réfraction  de 
deux  milieux  homogènes  (A')  et  (A")  et  n  l'indice  de  ré- 
fraction du  milieu  (A")  par  rapport  au  milieu  (A'),  on  a 


Il  suffit  encore  d'appliquer  la  troisième  loi  en  suppo- 
sant que  le  milieu  (C)  deviennes  le  vide,  puis  de  tenir 
compte  de  la  propriété  précédente. 

3°  Soient  {fig.  3) 

A1A2,       A2Â3,        A.3A!,,         ...,        \p-\kp,       h.pKp+1 

les  chemins  rectilignes  successivement  parcourus  par 
un  rayon  lumineux  qui  traverse  une  suite  de  milieux 
homogènes  séparés  cliacun  du  suivant  par  une  surface 
quelconque  et  ayant  pour  indices  absolus  de  réfraction 
respectifs 

«],     «2-     «3.      •■•,     «/j-i,     np. 
La  somme 

AiAo./?!  -4-  Ao7\3.n2-i-.  •  .  +  A;,-,  A/,  .«;,„!  -f-  Kpkp^i.llp 


ou 


\  A/,A/,_,  i-/'/, 

A  =1 


■    (  '^39  ) 
(les  produits  obtenus  en  multipliant  chaque  chemin  rec- 
liligne  élémentaire  par  l'indice  du  milieu  auquel   il  se 


lalogues 

relatives  à  tous  les  ensembles  de  chemins  rectilignes 
élémentaires  que  l'on  peut  inscrire  à  la  suite  l'un  de 
l'autre  dans  les  milieux  successifs,  de  manière  à  former 
un  polygone  continu  allant  du  point  A,  au  point  A^,^, . 
Remarquons  d'abord  que,  lorsque  deux  points  A  et  B 
sont  transportés  en  A'  et  B'  à   la  suite  de   déplacements 

Fig.  4. 


B       Q 


rectilignes  ou  curvilignes  infiniment  petits,   on   a,   en 
négligeant  les  infiniment    petits  d'un   ordre   supérieur 


(  34o  ) 
aux  déplacements, 

À'B'— AB-f- AA'cosA'AB  +  BB' cosB^BA  =  o  C). 

Ce  théorème  étant  rappelé,  considérons  la  propriété 
énoncée.  Elle  sera  évidemment  démontrée  si  nous  fai- 
sons voir  que,  lorsque  l'on  déplace  infiniment  peu  les 
points  A2,  A3,  .  .  . ,  Kp  chacun  sur  la  surface  de  sépara- 
tion à  laquelle  il  appartient,  de  manière  k   les   amener 

(')  Voici  une  démonstration  élémentaire  de  cette  proposition  bien 
connue  : 

On  peut  se  borner  à  considérer  le  cas  où  AA'  et  BB'  sont  recti- 
lignes;  car,  lorsque  AA'  par  exemple  est  curviligne,  le  remplacement 
de  AA'  par  sa  corde  et  de  l'angle  que  nous  avons  appelé  A'AB,  et 
qui  est  celui  de  la  tangente  en  A  à  AA'  avec  AB  par  l'angle  de  la 
corde  AA'  avec  AB,  n'introduit  que  des  termes  de  second  ordre  que 
nous  négligeons  par  hypothèse. 

Cela  posé,  projetons  A'B'  :  1°  en  A"B"  sur  le  plan  mené  par  AB 
parallèlement  à  A'B';  2°  en  PQ  sur  AB  ;  menons  d'ailleurs  A"  P  et 
B"Q  qui  seront  évidemment  perpendiculaires  à  AB,  nous  aurons 

AP  =  AA'  cosA' AB  =  AA'  cosA'AB, 
BQ  =—  BB'  cosB'BA=— BB'cosB'BA 

et 

A'B'r=  A'B": 

mais,  en  prolongeant  A"B"  et  AB  jusqu'à  leur  rencontre  en  C,  les 
deux  triangles  A"AC,  B"BC  donnent  successivement 

AC  =  A"AcosA"AC+A"CcosC,      BC  =  B"BcosB"BC -i-B"C  cosC  ; 

d'où,  en  retranchant  membre  à  membre, 

AB  =  A"AcosA"AC  —  B"BcosB"BC  +  A"B"cosC, 

et  comme,  d'après  la  relation 

smC  =  AA    — — — — 1 
A  (j 

C  est  infiniment  petit  du  mémo  ordre  au  moins  que  AA'  et  que  BB', 
on  peut  écrire 

A"  B"  —  AB  -1-  AA"  cosA"AC  +  BB"  cosB"BA  =  o, 
ou 

A'  B'  —  AB  +  AA'  cosA'  AC  -f-  BB'  cosB'  B  A  =  o, 

en  négligeant  toujours  les  termes  d'ordre  supérieur  au  premier. 


■     (  -^41  ) 

respectivement  en  A.,,  A'j,  ■  •  • ,  A'  ,  la  somme 

Al  Aï./ii  -^-  AjAs./io  -*-  AsA^.n^-^.  . . 

~T~  Ap_j  Ap.rip—i  -1-  .\pAp-^.l  .iip, 
qui  devient 

Al  Aq .  /ti  -4-  A'o  A'3 . n-i  4-  A'3  A'4 .  /i3  -i- . . . 

-i-  A^,_i  Ap.  /ip— 1  -H  Ap  Ap^-i .  Hp, 

conserve  la  même  valeur  aux  infiniment  petits  près 
d'un  ordre  supérieur  aux  déplacements. 

Or  désignons  par  A  la  différence  entre  ces  deux 
sommes,  c'est-à-dire  l'expression 

A  =  (  Al  A'2  —  Al  A2  )  ni-h{  A',  A'j  —  Ao  A3 )  n, 
-l-(  A'3  A'4  —  A3  Ai)  «3  -h . . . 
+  (  A'/,_i  A'p  —  Ap-i  Ap  )  rip-i  -f-  (  A',,  Ap+i  —  A^  A/,+i  )  Hp. 

Appelons  i,  et/'i  les  angles  d'incidence  et  de  réfrac- 
tion lors  du  passage  de  la  lumière  du  premier  dans  le 
second  milieu,  lo  et  /o  les  angles  d'incidence  et  de  réfrac- 
tion lors  du  passage  de  la  lumière  du  second  dans  le 
troisième  milieu,  enfin  i^_,  et  /•^_,  les  angles  d'inci- 
dence et  de  réfraction  lors  du  passage  de  la  lumière 
du  (/->  —  lysine  milieu  dans  le/j»"^'"''.  Nous  aurons  d'après 
le  lemme  établi  ci-dessus  et  en  négligeant  toujours  les 
infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur  au  premier, 

Al  Aj  —  Al  Ao  =  A2A'2  sin  iy, 

A'2  A'3  —  A2A3= —  A2A'2  sin/'i-i- A3A'3  sin^- 

A'3  A\  —  A3  Ai  = — ■  A3  A3  sin  Ko  -T-  Ai  A'i  sin  ^3, 

A'/,_i  A^,  —  Ap_i  Ap  = — A/,_,  A'p_ ,  sin  /^.a  -\-  Ap  A'p  sin  ip   i , 
ApAp+i  —  Ap  Ap+i  = —  Ap  Ap  sin/'p-i. 

Ajoutons  ces  égalités  membre  à  mend^re  après  avoir 
multiplié  la  première  par  «1,  la  seconde  par  //o»  la 
troisième  par  «3,  .  .  . ,  la  dernière  par  /?/,  5  nous  aurons 


(  u-^  ) 

d'abord,  comme  premier  membre  de  l'équation  résullante, 
la  diirérence  A;  quant  au  second  membre,  si  l'on  a  soin, 
en  l'e'valuant,  de  grouper  le  terme  positif  du  second 
membre  de  chaque  équation  partielle  avec  le  terme  né- 
gatif du  second  membre  de  l'équation  partielle  suivante, 
ce  qui  entraîne  l'emploi  de  tous  les  termes,  car  la  pre- 
mière équation  n'a  pas  de  terme  négatif  et  la  dernière 
n'a  pas  de  lerme  positif,  il  prendra  la  forme 

Ao  Ag  (  iii  sin  /[  —  /«2  sin  rj  ) 
-t-  A3  A3  (  n-2  sin  ù  —  n.3  sin  r^  ) 


-t-  A;,_i  A^,_i(rtp_2  siiifp-,— /</5-i  sin/-p_2) 
~  ApA^(«/,_i  sin/'/j-i—  Up  sin/p^i); 

mais  -7 — -  est,   quel  que  soit  A,  l'indice   de   réfraction 

sin /-y;.  '      1  i  ' 

du  (A4-  i)'^™''  milieu  par  rapport  au  (A)''""',  c'est-à-dire 

-;  donc 

«A- 

///,.  sin  ?'/,. —  «/.•+i  sin  r/^  =  o  ; 

de  là  résulte  que  le  second  membre  de  l'équation  résul- 
tante est  nul,  et  par  suite  qu'il  en  est  de  même  de  A. 
Nous  ne  nous  sommes  occupés  jusqu'ici  cjue  de  la 
marche  de  la  lumière  à  travers  une  suite  de  milieux 
homogènes  successifs  ayant  chacun  des  dimensions  finies 
et  une  densité  particulière  n'obéissant  d'ailleurs  à  aucune 
loi.  Le  problème  ainsi  posé  ne  convient  pas  aux  cas  de 
la  nature;  en  réalité,  on  n'a  à  considérer  cju'un  seul 
milieu,  non  homogène  et  dont  la  densité,  bien  déter- 
minée en  chaque  point,  varie  d'un  point  à  l'autre  et  est 
une  fonction  en  général  continue  des  trois  coordonnées 
x\  j)  ,  z  qui  fixent  la  position  du  point  du  milieu  auquel 
elle  se  rapporte.  Les  points  pour  lesquels  la  densité  est 
la  même  appartiennent  à  une  surface  et  ne  constituent 
pas  un  volume  ou  un  milieu. 


•      (  -MS  ) 

L'indice  absolu  de  rélracliou  est  également  Lieu  dé- 
fini pour  chaque  point  M  de  l'espace,  mais  varie  d'une 
manière  continue  avec  la  position  de  ce  [)oint.  11  n'est 
autre  que  celui  qui  se  rapporte  au  passage  de  la  lumière 
du  vide  dans  un  milieu  de  diuiensionsiinies,  ayant  partout 
la  même  densité  que  le  milieu  considéré  au  point  M. 
Enfin  il  existe  des  surfaces  d'égal  indice  absolu  de  ré- 
fraction, lesquelles  coïncident  avec  celles  d'égale  densité 
et  jouent  le  même  rôle  que  les  surfaces  de  séparation  de 
deux  milieux  consécutifs. 

Quant  à  la  marche  de  la  lumière,  il  est  évident  qu'elle 
s'elfectue  non  plus  sur  un  polygone,  mais  sur  une 
courbe,  et  que  celle-ci,  d'après  le  théorèuie  que  nous 
avons  démontré  en  dernier  lieu,  jouit  de  la  propriété 
d'être,  parmi  toutes  les  courbes  qui  joignent  le  point  de 
départ  A  de  la  lumière  au  point  d'arrivée  B,  celle  qui 
rend  minimum  l'intégrale  Jnds^  où  s  est  l'arc  de  la 
courbe  compté  à  partir  de  A,  n  l'indice  absolu  de  léfrac- 
tion  du  milieu  pour  l'extrémité  de  s  et  qui  s'étend  depuis 
A  jusqu'à  B.  C'est  cette  propriété  que  nous  prendrons 
comme  définition  de  la  trajectoire  lumineuse,  et  l'on  va 
voir  qu'elle  conduit  aisément  aux  équations  différen- 
tielles de  cette  courbe. 


^11.    —    Equations   différentielles 
de  l.v  trajectoire  lumineuse. 

''  Soient  A-MB  la  trajectoire  lumineuse;  allant  de  A  en  B 
et  AM'  13  une  courbe  quelconque  infiniment  voisine  ayant 
les  mêmes  extrémités.  Considérons  les  valeurs  de  l'inté- 
grale fnds  définie  précédemment  :  i°  pour  AMB, 
2°  pour  AM'B,  et  appelons  fnds  et  J'/i'  ds'  ces  valeurs. 
D'après  la  définition  même,  f  nds  étant  plus  petit  que 


(  344  ) 

toutes  les  valeurs  de  f  n' ds\  la  dilliérence 

/  n'  ds  —  /  /i  ds 

devra  être  nulle  en  négligeant  les  infiniment   petits  du 
deuxième  ordre.  Evaluons  donc  cette  différence. 

Il  s'agit,  comme  on  voit,  de  la  différence  de  deux 
sommes;  or  le  moyen  le  plus  simple,  en  pareil  cas,  con- 
siste à  faire  correspondre  à  chaque  élément  de  la  pre- 
mière somme  un  élément  convenablement  choisi  de  la 
seconde,  à  prendre  la  différence  des  éléments  corres- 
pondants et  à  faire  la  somme  des  résultats  obtenus.  As- 

Fig.  5. 


socions  à  l'élément  de  la  première  somme  qui  se  rap- 
porte à  un  point  quelconque  M  de  AB  {fig-  à)  l'élément 
delà  seconde  sommequi  se  rapporte  au  pointM'  de  AM'B 
pour  lequel  l'indice  absolu  de  réfraction  est  le  même 
qu'en  M  5  nous  aurons  alors,  pour  la  différence  cherchée, 

f  n{ds' —  ds) 

ou,  à  un  infiniment  petit  près  du  second  ordre, 

/no  ds, 

en  représentant  par  la  caractéristique  0  les  différentielles 
totales  relatives  à  des  variations  qui  laissent  n  constant 


•    (  315   ) 
et  qui,  par  suite,  correspondent  à  des  déplacements  effec- 
tués d'une  manière  quelconque  sur  une  surface  d'égal 
indice  absolu  de  réfraction.  La  condition  qui  définit  la 
trajectoire  lumineuse  est  donc 

(i)  f  nods  =^  o. 

Mais  j:,  7,  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  du  milieu  et  la  caractéristique  d  représen- 
tant toujours  les  différentielles  relatives  à  un  déplace- 
ment effectué  sur  la  courbe  AMB,  on  a 

ds-  =  dx-  -i-  dy-  -(-  dz-^ 


d'( 


^  dx  ^  dy  ^  dz  ^ 

0  ds  =  —r-  0  dx  -\ 7-  0  av  -i j-  odz 

ds  as       "  as 


l'équation  (i)  prend  donc  la  forme 

r  l     dx  ^  dy  ^  dz  ^       \ 

(  2  )  /  (  «  -7-  0  dx  ^r-  n  -T-  0  dy  -^  n —r  0  dz  1  =  o, 

,/    \      ds  ds  ds  I  • 

que  l'on  peut,  en  intervertissant  l'ordre  des  différentia- 
tions  correspondant  à  <f  et  à  0  dans  chaque  terme, 
écrire  ainsi 

, .       r  dx  j^       r  dv  ,>       r  dz  ,, 

2  bis)       I  n  — r-  dox  -i-  I  n  -y-  doy  -k-  l  ii—r-  d^jz  =  o. 
J       ds  J       ds       -^       J       ds 

Intégrons  par  parties  \  le  premier  terme  donne 

/dx    ,  ^         (     dx  ^  \  '        /*  ^      ,      dx 
n  —r-  a  0^  =     n  — I-  o.r  1    —    /   ox  d.  n  -y-  j 
ds  \     ds       /o      J  ds 

in—=-ox\    étant  la  différence  des  valeurs  de  11  —,-  ox, 

pour  les  limites  des  intégrales,  c'est-à-dire  pour  les 
extrémités  de  la  trajectoire  lumineuse;  maison  a  o.r=  o 
à  ces  deux  extrémités,  puisque,  lorsqu'on  passe  de  AMB 
à  AM'B,  les  extrémités  sont  conservées  5  donc 


C     dx    ^  f\      J      dx 

j  n  —  d  ox  =  —    I   ox  d.n  —j- 


(  'M^  ) 

On  verra  il  de  inèiuc  que 

dv 


doue  l'égalité  (a  his)  devieuL 

r[^      ,       dr        ^  dv        ^      ,      dz\ 

(■y,        J  i^^-rd.n-^j-^  -^  or  d.n^^-^.zd.n--)  =o. 

Les  différentielles  totales  ox,  oj^  oz  ne  sont  pas  entière- 
ment indépendantes,  mais  elles  ne  sont  liées  que  par  une 
seule  relation,  celle  qui  exprime  que  ces  dilïérentielles 
laissent  n  constant  et  qui  est 

an  ^  an  ^  f)n  ^ 

—  o.r  H oy  -; oz  =  o  ; 

Oj-  (}y   -^        Oz 

eiî  tirant  de  cette  relation  la  valeur  de  oz  en  fonction  de 
rjx  et  de  oy  et  la  portant  dans  l'équation  (3),  on  obtient 

On 

dy  dz 

an      '     ds 
L        \  ~ 

où  dès  lors  ox  et  oy  sont  tout  à  fait  quelconques  en 
grandeur  et  en  signe;  on  voit  par  là  que  l'on  doit  avoir, 
en  tous  les  points  de  la  courbe, 

f)/l  r)n 

,      dn         ()x     .      dz  dy         r)r  dz 

(  4  )    (f.n  —, ; —  d.n  -r-  =  o,  //./i  — V ^  c/.«  --y-  =  o; 

as         on  fis  f/s         an  ds 

Jz  àl 

car,  s'il  en  était  autrement,  on  pourrait  disposer  de  ox  et 
de  oy  de  façon  que  les  éléments  de  l'intégrale  fussent 
tous  de  même  signe,  et  l'intégrale  ne  serait  pas  nulle. 
Les  conditions  (4^7  n^i*^  ^'on  écrit  ordinairement  sous 


•    (  •M;  ) 

la  forme  d'une  suile  de  rapports  égaux, 

,      d.r  ,      dv  ,      dz 

d.n~-z-        d.n  ~        d-n —r- 

,   ,  .  «V  ds  ds 

(  4  tii.s  )  •  =  — =  — ^ , 

d/i  dii  un 

d.r  ây  àz 

sont  les  équations  ditléi-entielles  de  la  trajectoire  lumi- 
neuse. Ces  équations  ne  peuvent  être  intégrées  que  dans 
des  cas  très  particuliers;  mais  elles  fournissent  plusieurs 
résultats  utiles  que  nous  allons  faire  connaître. 


§  III.  —  Propriétés  générales  des  trajectoires 

LUMINELSES. 

Ajoutons  terme  à  terme  les  rapports  (4  bis,  §  11),  après 
avoir  effectué  les  ditférentiations  indiquées  et  avoir  multi- 
plié les  deux  termes  du  premier  rapport  par  -j- ,  les  deux 


termes  du  second  rapport  par -77»  les  deux  termes  du 
troisième  rapport  par  -p ;  il  viendra,  pour  la  valeur  com- 
mune des  trois  rapports, 

V/dx\-        ( '-fy  Y      /'^^i'I           ('^^  1  ^^       '^y   1  ^^y      dz      dz\ 

Wds  )          \ds  )         \ds  )  \            \ds  ds     '     ds       ds        ds       ds ) 

an  dx        an  dy  an  dz 

Ox    ds         <Jy   ds  àz    ds 

ou  simplement  ds^  à  cause  des  relations 


/dxY- 
[Ts 


dx      dx  dy    ,  dy        dz  dz 

ds       ds  ds       ds        ds  ds 

an  dx  dn  dy  dn  dz  dn 

i)x   ds  r)y  ds  t)z  ds  ds 


(  M-è  ) 

Cela  posé,  on  aura  les  trois  équations 


(0 


,  ,      dx 

a  \  n  -z- 

as 


ds 

ds 
dz 


d  1  n 


ds 


du 
ôx 

dn 
dy 

dn 


as 


dont  l'emploi  simultané  offre  de  grands  avantages,  mais 
qu'il  ne  faudrait  cependant  pas  regarder  comme  distinc- 
tes, car,  en  réalité,  elles  se  réduisent  à  deux. 

Si  l'on  effectue  enfin  les    différentiations   indiquées 
dans  les  équations  (5),  on  trouve  les  relations  suivantes 


(  I  bis  ) 


dn 

dx 

'dl 

ds 

dn 

dy 

ds 

ds 

dn 

dz 

ds 

ds 

,  dx 
ds 

ds 

ds 
dz 
ds 

ds 


dn 

dx  ' 

dn 
à~/' 

dn 


qui  se  résument  en  une  propriété  géométrique  élégante, 
donnant  sur-le-champ  tout  ce  que  l'on  connaît  de  gé- 
néral sur  les  trajectoires  lumineuses. 

On  sait  que  ^>  -j-'  -7-  sont  les  cosinus  des  angles  que 

^         ds      ds      ds  °  •* 

la  tangente  positive  à  la  courbe  AMB  fait  avec  les  axes  des 
coordonnées  et  qu'en  appelant  p  le  rayon  de  courbure, 

dx 

a  ^^        a  ^- 

sont  les  cosinus  des  angles  que 


d 


d"^ 
^  ds 


dz 
'^Ts 


ds 

''  ~lh  '  '^  ^fT  '  ''  ^Ts 

la  normale   principale  piolongée   de  la   courbe   vers  1(- 


■    [  ^^9  ) 

centre  de  courbure  fait  avec  Jes  mêmes  axes;  doue  les 

du  dx      dn  dy      du   dz     , 
premiers    termes    -, — 7-'    -7-  -7-'    — r  -j-    des    premiers 
^  ds    ds       ds    ds        ds  ds  ^ 

membres  des  trois  équations  (5  bis)  sont  les  projections 

Fig.  6. 


respectives  sur  l'axe  des  x.  sur  Taxe  des  j'  et  sur  l'axe 
des  ^,  d'une  droite  MT  égale  à  -r-  et  dirigée  suivant  la 
tangente  positive  à  la  trajectoire  lumineuse,  et  les  se- 


conds termes  n 


dx  .  dy 

ds  ds 

ds  ds 


dz 
Ts 


n  — -j—  des  premiers  mem- 
bres des  mêmes  équations  sont  les  projections  respec- 
tives sur  l'axe  des  x,  sur  l'axe  des  j'^  et  sur  l'axe  des  ^, 

d'une  droite  MC  égale  à  —  et  dirigée  suivant  la  normale 

allant  de  la  courbe  au  centre  de  courbure  ;  d'ailleurs  les 

,  1  du     ôii     1)11    -.        ,  .  /7.x 

seconds  membres  ■—■,  -— j  -—des  équations  (i   bis)  sont 

ôx     oy     oz  J  ^  ^ 

les  projections  respectives  sur  l'axe  des  x^    sur   l'axe 
des  y  et  sur  l'axe  des  z  d'une  droite  MN  égale  à 


et  ayant  pour  cosinus  directeurs 


dn 
dx 
"1" 


dn 
dy 


dn 

dz 


(  />5o  ) 
c'est-à-dire  qui  est  dirigée  suivant  la  normale  à  la  sur- 
face d'égal  indice    absolu  de  réfractiou  n  =  const.  Cela 
étant,  on  conclut  du  théorème  fondamental  des  projec- 
tions que  la  droite  MiN    est  la   résultante   géométrique 
des  deux  droites  MT  et  MC,  et  par  conséquent  que  le 
point  M  de  la  trajectoire  lumineuse  et  les  trois  points  T, 
N  et  C  précédemment  définis  sont  les  sommets  d'un  pa- 
rallélogramme qui,  à  cause  de  laperpendicularitéde  MC 
et  de  MT,  est  ici  un  rectangle.  Ce  théorème  de  Géomé- 
trie équivaut  aux  trois  équations  (5  bis);  il  montre  im- 
médiatement que    le  plan  d'incidence    TMIV   coïncide 
avec  le  plan  osculateur  TMC  de  la  trajectoire  lumineuse 
et  que  l'angle  d'incidence  TMN  =  /   a   pour   tangente 
TN  _  MC  __  _n_ 
TM  ~  TM  "~~  ~^  ' 
'    ds 
Ce  dernier  résultat 

n 
tanoi  =  — ;- 
an 

nous  sera  plus  tard  dune  grande  utilité;  on  en  déduit 
d'abord 

ds  .  dn 

—  =  tanei  — 

P  "      " 

et,  en  intégrant  depuis  l'origine  A  jusqu'à  l'exlrémilé  B 
de  la  trajectoire  lumineuse, 

rds         r  .  dn 

(9.)  /   —  =    /    tans? — • 

..'     9       J         '      " 

Or  deux  cas   sont    à  distinguer  :  la    trajectoire   peut 
être  plane  ou  gauche. 

Dans  le  premier  cas,  l'intégrale    /  —  est  évidemment 

l'angle  que  forment  les  tangentes  à  la  courbe  lumineuse 
en  ses  extrémités  A  et  B,  et  par  suite  ce  qu'on  appelle  la 


.  (  -^'Si  ) 
féjraclio/i  totale  qu'éprouve  la   lumière  pendant  tout 
son  trajet.  Ainsi  révalnation  de  cette  réfraction,  qui  est, 
en  définitive,  l'objet  véritable  du  problème  à  résoudre, 

se  ramène  à  celle  de  l'intégrale    /  tangi 

Si  la  trajectoire  lumineuse  n'est  pas  plane,  l'intégrale 
/  tangï — ^j  quoique  moins  utile,  a  encore  une  significa- 
tion remarquable. 

Supposons  que  les  rayons  lumineux  considérés  soient 
ceux  qui  émanent  d'une  étoile  et  que  le  milieu  traversé 
par  ces  ravons  soit  l'atmosphère;  menons  par  l'œil  de 
l'observateur  des  rajons  de  la  sphère  céleste  respective- 
ment parallèles  aux  différentes  tangentes  à  la  courbe  lu- 
mineuse, depuis  celle  qui  répond  au  point  A  jusqu'à 
celle  qui  correspond  au  point  B;  les  extrémités  de  ces 
rayons  seront  les  positions  apparentes  de  l'étoile  pendant 
le  temps  que  la  lumière  émanée  de  l'étoile  met  à  tra- 
verser l'atmosphère;  donc  le  lieu  de  ces  extrémités  sera 
l'arc  de  courbe  que  paraîtra  décrire  l'étoile  dans  le  même 

temps  et  l'intégrale    /  —  sera  ce  que  nous  avons  appelé 

la    distance    angulaire    correspondant    à    cet   arc    de 
courbe. 

§  IV.  —  MoUVEME^'T  DE  LA  LUMIÈRE  ÉMANÉE  d'uNE 
ÉTOILE,  A  TRAVERS  l' ATMOSPHÈRE,  DA>"S  LE  CAS  OU 
LA  DENSITÉ  DE  CELLE-CI  NE  DÉPEND  QUE  DE  LA  DIS- 
TANCE   AU    CENTRE    DE   LA   TeRRE. 

Nous  allons  appliquer  les  résultats  généraux  qui 
précèdent  à  un  cas  particulièrement  utile  en  Astrono- 
mie, celui  où  il  s'agit  d'un  rayon  lumineux  qui,  émanant 
d'une  étoile,  c'est-à-dire  partant  du  vide,  arrive  en  un 
point  de  la  surface  de  la  Terre,  après  avoir   traversé  la 
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masse  gazeuse  appelée  atmosphère.  Nous  supposerons, 
comme  on  le  fait  communément,  que  la  Terre  estsplié- 
rique  et  que  les  surfaces  d'égale  densité  ou  d'égal  in- 
dice absolu  de  réfraction  de  l'atmosphère  sont  des 
sphères  concentriques  à  la  Terre  ;  nous  conserverons 
d'ailleurs  les  mêmes  notations  que  dans  ce  qui  précède. 
Cela  posé,  si  nous  prenons  le  centre  de  la  Terre  pour 
origine  des  coordonnées,  Ji  sera  une  fonction  de 


,         -,  ,  .    ,  •    w       à/i     d/i     an  -, 

les  dérivées  partielles -r- ?  —  ?  -—seront    donc  respecti- 

^  ox     ôy     az  '- 

vement  proportionnelles  à  x^j^  z  et   les   deux   équa- 
tions (4  bis)  de  la  trajectoire  lumineuse  deviendront 

d  i  n  —r)        d  (  n  -r  ]         d  (  n  -^ 
as  \     ds  \     ds 


X  y  z 

que  nous  remplacerons  par  les  trois  suivantes  : 

zd.n-^^-yd.n-   =  o, 

.  dz  j       dx 

(I)  <  xd.li  -ï zcl.n  —r-  =  o, 

'  >  ds  ds 

dx  ,      dy 

yd.n  -3 xd.n  -~  =  o. 

Les  premiers    membres    sont   ici    des    différentielles 
exactes.  En  eiïet, 

J     dy  ,      dz 

^^■''ds~y^-''-ds 

dy  dy  dz         ,        dz  dz  dy 

=  d.nz  -7-  —  n    -^  ,       —  d.ny  -^  -^  n       , 
ds  ds  ''   ds  ds 


-^[Vi-^m 
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et  de  mèinc 

,      dz  ,       d.r  r      /     dz,  f^^\\ 

X  d.n  -r-  —  zd.n  -r-  ^=  d  \  n  \  x  -,-   —  ;;  — —        , 
ds  ds  L     \     ds  ds  j  j 

,      dx  ,      dv         ,V     (     dx  dv'\\ 

yd.n^-xd.n^^   =  ^  [n  [y  ^ -^  ^ ) \; 

ou  peut  donc  faire  inimédiatenient  une  première  inté- 
gration pour  cliaque  équation  et,  en  appelant  C,  G',  G" 
des  constantes  arbitraires,  on  trouve  les  trois  équations 
différentielles  du  premier  ordre 

/     dy  dz\ 

'       /     dz  dx\        ^, 

(2)  '   n(  X  —, z  -J-  \  =  L. , 

\      \     ds  ds  J 

(     dx  dy\ 

lesquelles,  bien  entendu,  ne  sont  pas  distinctes  et  se 
réduisent  à  deux. 

Ces  dernières  équations  conduisent  encore  à  une  autre 
qui  est  en  termes  finis;  on  n'a  qu'à  multiplier  la  pre- 
mière par  X,  la  deuxième  par  j  ,  la  troisième  par  z  et  à 
ajouter  membre  à  membre,  ce  qui  donne 

o  =  C.r  — C'j^C"^. 

On  voit  alors  que  l'on  peut,  en  définitive,  prendre 
pour  les  deux  équations  qui  définissent  complèlemenl 
la  trajectoire  lumineuse  l'équation  en  termes  finis 

(a)  Cr^-C'j)-^G"-G  =  o, 

etl'une  des  équations  difFérenti elles  du  premier  ordre  (a), 
l'équation 

par  exemple. 

L'équation  (a)  montre    que    le    rayon  lumineux   se 
Ann.  de  Mathémai.,  j'   série.,  l.  \I  (Aoùl  1887).  24 
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meut  dans  un  plan  passant  par  l'origine  5  ce  plan  n'est 
autre  que  le  plan  appelé  ^vertical  qui  contient  le  rayon 
lumineux  à  un  moment  donné,  au  moment  où  il  pénètre 
dans  l'atmosphère  ou  lorsqu'il  parvient  à  l'œil  de  l'ob- 
servateur. 

L'équation  [b)  est  également  susceptible  d'une  inter- 
prétation géométrique  :  en  effet,  d'après  une  formule 
connue,  y  dx  —  x  dj  est  la  projection  sur  le  plan  des  xy 
du  double  de  l'aire  infiniment  petite  dT  décrite  par  le 
rayon  vecteur  /'  de  la  trajectoire  et  par  conséquent  est 
égal  au  produit  de  'i.d's  par  le  cosinus  de  l'angle  o)  du 
plan  de  la  trajectoire  avec  le  plan  des  xj\  mais  d<j  est 
la  surface  d'un  triangle  ayant  ds  pour  base  et  pour  hau- 
teur la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  Terre 
sur  la  tangente  à  la  trajectoire,  c'est-à-dire  r  ?>\ni\  donc 

ni  y  dx  —  X  dy  )^=  nr  sin  i  cosw, 

donc  l'équation  (6)  peut  s'écrire 

7ir  sin  i  costo  =  C, 

ou  simplemejit 

nr  sin  /'  =  K, 

K  étant  une  nouvelle  constante. 

La  constante  K  est  facile  à  déterminer  :  si  nous  appe- 
lons a  le  rayon  de  la  Terre,  Uq  l'indice  absolu  de  ré- 
fraction pour  la  couche  d'air  qui  est  en  contact  avec  la 

surface  de  la  Terre  et Za  l'angle  aigu  sous  lequel  le 

rayon  lumineux  vient  frapper  la  Terre,  de  façon  que  Za 
soit  la  distance  zénithale  apparente  de  l'astre  après  que 
la  lumière  émanée  de  l'astre  a  traversé  toute  l'atmo- 
sphère, il  est  évident  que  JioasinZa  est  la  valeur  parti- 
culière de  jij'sini  qui  correspond  à  l'extrémité  de  la 
trajectoire;   cette  expression  est  donc  égale  à  la  con- 
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stante  K  et  nous  pouvons  écrire 

(c)  nr  sini  =:  Hocisinza- 

Nous  terminerons  là  ce  qui  se  rapporte  à  la  reclierclie 
de  la  trajectoire  lumineuse.  La  détermination  complète 
de  cette  trajectoire  n'est  pas,  en  effet,  indispensable  pour 
le  but  que  nous  voulons  atteindre;  ce  qu'il  importe  de 
connaître,  c'est  le  changement  de  direction  subi  par  le 
rayon  lumineux  depuis  le  moment  où  il  pénètre  dans 
l'atmospbère,  jusqu'à  celui  où  il  parvient  à  la  surface 
de  la  Terre,  c'est-à-dire  ce  que  nous  appellerons  la  ré- 
fraction totale  R.  Or,  la  trajectoire  lumineuse  étant 
plane,  comme  on  l'a  vu  plus  liaut,  la  réfraction  to- 
tale R  est  l'angle  que  forment  les  tangentes  aux  extré- 
mités de  cette  courbe  et  par  conséquent  a  pour  valeur, 
d'après  un  résultat  obtenu  à  la  fin  du  paragraphe  III, 

l'intégrale  définie  /  tangi^>  étendue  de  l'origine  à  l'ex- 
trémité de  la  courbe  lumineuse.  C'est  de  l'évaluation  de 
cette  intégrale  que  nous  allons  exclusivement  nous  oc- 
cuper dans  ce  qui  va  suivre. 

§  V.   —  Relations    entre    les    divers    éléments 

DE  l'atmosphère.  —  TRANSFORMATIONS  DE  l'iN- 

.  dn 


r  .dn 

:j  tang.- 


TEGRALE  DEFINIE 

J  ^      n 

L'évaluation  exacte  de  l'intégrale  définie    /  tangi^ — 

ne  peut  être  entreprise  qu'après  avoir  mis  celle-ci  sous 

la  forme  /     Z'(x)dx^  où  jc  désigne  la  variable  que  l'on 

choisit  pour  fixer  les  difierents  points  de  la  trajectoire 
lumineuse,  'f(x)  une  fonction  bien  déterminée  de  x, 
et  Xii  et  X  les  valeurs  particulières  de  x  qui  se  rappor- 
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tent  aux  extrémités  de  la  courbe.  Or,  dans  l'eLat  actuel 
de  nos  connaissances  sur  la  constitution  de  l'atmo- 
sphère, ce  premier  pas  est  absolument  impossible  à  fran- 
chir, quelle  que  soii  d'ailleurs  la  transformation  que  l'on 
fasse  subir  à  l'intégrale.  En  effet,  les  différentes  quan- 
tités qui  se  rapportent  à  un  point  JM  de  l'atmosphère 
sont,  indépendamment  du  rayon  vecteur  /■  et  de 
l'indice  absolu  de  réfraction  n  déjà  considérés,  la  den- 
sité c,  la  pression  p  rapportée  à  l'unité  de  surface,  la 
gravité  g^  c'est-à-dire  l'attraction  terrestre  rapportée  à 
l'unité  de  masse,  ou  bien  encore,  d'après  ce  que  l'on 
démontre  enMécanique,  l'accélération  du  mouvement  des 
corps  pesants  dans  le  vide,  la  température  T  indiquée 
par  le  thermomètre  centigrade  et  la  hauteur  baromé- 
trique H;  elles  ne  sont  pas  reliées  entre  elles  par  un 
nombre  de  relations  suffisant  pour  permettre  d'exprimer 
les  quantités  dont  on  a  besoin  en  fonction  de  celle 
d'entre  elles  qui  est  prise  comme  variable  indépendante 
et  qui  fixe  la  position  des  différents  points  de  la  trajec- 
toire lumineuse.  La  seule  chose  que  l'on  puisse  faire, 
c'est  de    se   servir   des  relations   connues   pour  mettre 

tangi  —  sous  différentes  formes  et  de  voir  si,  parmi  ces 

formes  diverses,  il  n'en  est  pas  une  qui,  au  moyen 
d'hypothèses   permises  et   de  restrictions  convenables, 

permette  d'évaluer  l'intégrale  /  tangi  — ,  sinon  exac- 
tement, du  moins  avec  une  approximation  suffisante 
pour  les  applications. 

Avant  de  rappeler  les  lois  auxquelles  sont  soumises 
les  quantités  r,  /z,  p,  /?,  g^  T,  H  définies  précédemment 
et  auxquelles  on  donne  le  noni  à' éléments  de  l'atmo- 
sphère, il  ne  sera  pas  inutile  de  bien  préciser  le  sens  que 
nous  donnerons  à  ces  éléments.  Deux  d'entre  eux,  ji  et  T, 
sont  des  nombres  abstraits  d'après  les  définitions  mêmes  : 
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ils  ne  donnent  done  lieu  à  aucune  difficulté^  les  cinq 
autres  seront  aussi  regardés  comme  des  nombres  abs- 
traits, mais  ces  nombres  n'auront  riea  d'absolu,  ils  ré- 
sulteront de  certaines  conventions  et  de  certaines  pro- 
priétés géométriques  ou  mécaniques.  On  sait  qu'en 
Mathématiques  il  existe  trois  entités  essentielles  et  irré- 
ductibles :  la  longueur  ou  portion  de  droite,  l'intervalle 
de  temps,  la  masse  d'un  corps.  On  convient  de  remplacer 
une  longueur,  un  intervalle  de  temps,  une  masse,  pris 
chacun  dans  des  circonstances  bien  déterminées  et  con- 
nues, par  des  nombres  arbitrairement  choisis,  de  manière 
à  fixer  ce  qu'on  appelle  les  unités  de  longueur,  de 
temps  et  de  niasse;  toutes  les  longueurs,  tous  les  in- 
tervalles de  temps,  toutes  les  masses,  sont  alors  rempla- 
cés par  des  nombres  déterminés,  car  les  rapports  de 
deux  longueurs,  de  deux  intervalles  de  temps,  de  deux 
masses  sont  des  nombres  abstraits  bien  définis.  Quant 
aux  nombres  représentant  les  autres  éléments,  nous  les 
fixerons  au  moyen  des  égalités  suivantes,  que  l'on  em- 
prunte à  la  Géométrie  et  à  la  Mécanique  et  qu'on  dé- 
montre être  vraies  pour  tous  les  cas,  dès  qu'elles  ont 
lieu  dans  un  cas  particulier.  Le  nombre  qui  représente 
une  surface  de  forme  rectangulaire  est  égal  au  produit 
des  nombres  qui  représentent  la  base  et  la  hauteur  et  le 
nombre  qui  représente  un  volume  de  forme  prismatique 
est  égal  au  produit  du  nombre  qui  représente  la  surface 
de  la  base  par  le  nombre  qui  représente  la  hauteur.  Si 
l'on  fait  osciller  un  pendule  simple  dans  le  vide,  le 
nombre  x  qui  représente  la  durée  d'une  oscillation,  le 
nombre  /  qui  représente  la  longueur  du  fil  de  suspen- 
sion et  le  nombre  g  qui  représente  la  gravité  sont  liés 
par  la  relation 


--V'. 
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Le  nombre  qui  représente  la  masse  d  un  corps  est  égal 
au  nombre  qui  représente  le  volume  multiplié  par  le 
nombre  qui  représente  la  densité  ;  enfin  le  nombre  qui 
représente  le  poids  d'un  corps  est  égal  au  produit  du 
nombre  qui  représente  la  masse  par  le  nombre  qui  re- 
présente la  gravité. 

Revenons  maintenant  aux  lois  qui  régissent  les  élé- 
ments de  l'atmosphère,  en  supposant  d'ailleurs  ceux-ci 
préalablement  évalués  en  nombre  :  ces  lois  sont  au 
nombre  de  quatre  et  consistent  en  des  relations  entre  les 
valeurs  générales  de  /',  «,  p,  p,  g",  H  des  éléments  de 
l'atmosphère  et  les  valeurs  particulières  /',  n\  p',  p' ^ 
g'^  H'  qui  se  rapportent  à  un  point  déterminé  M'. 

1°  Loi  des  puissances  réfractives.  —  La  fonction 
/?-  —  I  de  l'indice  absolu  de  réfraction  /2,^appelée  puis- 
sance réfraclive,  est  proportionnelle  à  la  densité  p  ;  par 
conséquent  on  a 

«2  —  1  p 

/i  -  —  I       p 

2°  Loi  de  m ar lotte.  —  Si  en  un  point  quelcon- 
que M  de  l'atmosphère  on  considère  un  volume 
d'air  V  répondant  à  une  masse  déterminée,  ce  volume, 
préalablement  ramené  à  la  température  de  o".  c'est- 
à-dire  remplacé  par  ce  qu'il  devient  lorsque  la 
température  passe  de  sa  véritable  valeur  T  à  la  va- 
leur o,  est  en  raison  inverse  de  la  pression  p.  Or  au 
volume  V  à   la   température  T    correspond   le   volume 

^  à   la  température  de  o",   m  étant  le  coefficient 

\  p 
0,008671  de  dilatation  de  l'air;  donc  le  produit  —       ^ 

est  constant.  Mais,  V  répondant  à  une  masse  constante, 

Vp  est  aussi  constant:  donc  — — '— — ^77-  est  constant,  et 
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l'on  a 

p        p    I  -i-  wi  T 

3°  Loi  de  la  gravitation.  —  On  sait  qu'en  appe- 
lant o  l'attraction  exercée  par  une  niasse  e'gale  à  i  sur 
une  autre  masse  égale  à  i  placée  à  une  distance  égale 
à  I  de  la  première,  l'attraction  exercée  par  la  Terre, 
dont  nous  désignerons  la  niasse  par  jji,  sur  une  niasse 
égale  à  m  placée  en  un  point  quelconque  M  de  l'atmo- 

sphère,  est  — ^;  donc  la  gravite  en  M  est  ^  ;  par  suite, 

gr-  est  constant  et  l'on  a 

(c)  gr^-  =  g'r'^'  ou  |,  = 

4°  Loi  des  hauteurs  barométriques.  —  Pour  un 
corps  incompressible,  le  poids  est  proportionnel  au  pro- 
duit de  la  gravité  g  par  le  volume  préalablement  ramené 
à  la  température  de  o°.  Or  la  pression  p  est  le  poids 
d'un  volume  de  mercure  égal  à  H  à  la  température  T  et 

par  conséquent  égal  a  ^jr^   a  la  température  o  ,  en 

appelantM  le  coefficient  0,000179  de  dilatation  du  mer- 

"■  H 
cure;  donc  p  est  proportionnel  à     ^    ^;  donc  on  a 

(rf^  P  -^  EL  i  +  MT 

'  />'  ~  H'  ^'    I -f- MT  ' 

Les  relations  {a),  (b),  (c),  (d)  ont  été  établies  en 
regardant  les  points  M  et  M'  comme  tout  à  fait  quelcon- 
ques et  sans  fixer  les  unités  de  longueur,  de  temps  et 
de  masse.  Or  supposons  d'abord  que  le  point  M'  appar- 
tienne à  la  couclie  de  l'atmosplière  qui  est  en  contact 
avec  la  Terre  et  soit  dans  ce  qu'on  appelle  les  cojiditions 
nlmosphcriques  normales,  c'est-à  dire  celles  pour  les- 
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quelles     le    l  lie  ri  nom  être    el    le    baroiiièue    uiarquenl 
siiuullaiiéiiieut   zéro  et    o"\y6^    nous    aurons    d'abord 
T' r=:  o,  et,  d'après  les  expériences  de  Biot, 

n'-  —  I  =  0,000588768. 

Prenons  ensuite  la  longueur  du  mètre  pour  unité  de 
longueur,  la  niasse  du  mètre  cube  d'air  pris  dans  les 
conditions  atmosphériques  normales  pour  unité  de 
masse  j  et  choisissons  enlin  l'unité  de  temps  de  façon 
que  la  durée  de  l'oscillation  du  pendule  simple  dont  le 
iil  de  suspension  a  i"'  de  longueur  soit  représentée  par 
le  nombre  tu;  nous  aurons  sur-le-champ,  en  nous  rap- 
pelant ce  qui  a  été  dit  plus  haut  pour  la  détermination 
des  nombres  qui  expriment  les  diiïérents  éléments  : 
H' =0,^6;  ;•'  qui  est  le  nombre  de  mètres  contenus 
dans  le  rayon  a  de  la  Terre  =6366738,  g'=i^ 
0'=:=  1;  quant  au  nombre  />',  nous  le  trouverons  en  ob- 
servant qu'il  est  égal  à  celui  qui  représente  le  poids 
d'un  volume  de  mercure  exprimé  par  0,76  à  o",  ou, 
d'après  les  expériences  de  Regnault,  à  celui  qui  repré- 
sente le  poids  d'un  volume  d'air  10017,3  l'ois  plus  grand 
et  pris  dans  les  conditions  atmosphériques  normales, 
lequel  poids  est  représenté  par  i  ;  donc 

/?'  =  o,76  X  io5i7,3  =  7993, 147. 

Cela   posé,   les  relations  (a),  (ô),  (c),  (<^)  devien- 
dront 


(1) 

«2—1  =  0,000588768.  p, 

(■^■) 

P  =  7993,'47p(i  +  '«T) 

(3) 

^-(r-ï' 

<  4  ) 

H     /a\2         T 

y- 799^,-47^^^(3  (^J    j^j^ix 

qui  permettront  d'exprimer  quatre  des  sept  éléments  de 
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l'atmosphère  en  fonction  des  trois  autres  et  d'eneetuer, 
en  supposant  que  le  point  M  soit  un  point  de  la  trajec- 
toire lumineuse,  toutes  les  transformations  que  l'on  peut 

faire  subir  à  l'intégrale  /  tang/ Ajoutons,  toutefois, 

que  ces  transformations  nécessiteront  encore  la  connais- 
sance des  valeurs  des  éléments  pour  l'extrémité  B  de  la 
trajectoire  lumineuse.  Or,  en  supposant  que  le  point  M 
soit  un  point  M^  d'abord  quelconque  de  la  couche  qui 
est  en  contact  avec  la  surface  de  la  Terre,  ce  que  nous 
exprimerons  en  mettant  l'indice  zéro  aux  lettres  qui 
expriment  numériquement  les  différents  éléments,  les 
équations  (i),  (2),  (3),  (4)  deviendront 

/?  5  —  •  =  o ,  000588768  po. 

i>o=  7993,i5po(i-HmTo), 

^0=1, 

o     .    Ho  I 

Pi^=  7993,13 


6    I-^MTn 


qui  déterminent  quatre  des  six  nombres  //o,  Po?  /'07  00? 
To,  Ho  en  fonction  des  deux  autres  ;  si  donc  on  prend 
pour  M^  l'extrémité  B  de  la  trajectoire  lumineuse,  on 
voit  que  n\ —  i,  po,/^o  pourront  être  considérés  comme 
connus,  car,  B  étant  alors  le  lieu  de  l'observation,  Tq 
et  Ho  seront  donnés  à  l'aide  du  thermomètre  et  du  ba- 
romètre, au  moment  de  chaque  observation. 
Nous  poserons,  pour  abréger, 

0,000588786 


76   (i-^IVJTo)(i-mToj 
7993, 147  ('^-"^To)=  !5, 

'j.  et  [j  étant  des  constantes  connues,  ce  qui  nous  don- 
nera 


«0=  <J  \ 


'2  a, 


/'o 


0  . 
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puis,  nous  bornant  aux  relations  qui  nous  seront  utiles, 
nous  écrirons 


n=^. 


p  p  p     i-+-  niT 

1-j.  —  — 


/>o         fu    i-+-»îTo 


ou,  plus  simplement, 
en  posant 


/l  =  »/  1  -H  2  a  « ,  ('  =  «f =,-  : 

I  -4-  /?i  1 0 


?  P 

Po  Pyy 

Ces  dernières  relations  nous  permettent  de  donner 

i\  l'intégrale    /  tangt  —  la  forme  qui   doit  en    rendre 

l'évaluation  approchée  la  plus  simple  possible.  Choi- 
sissons celle  que  l'on  obtient  en  exprimant  i  et  n  en 
fonction  de  u  et  5,  ce  qui  rendra  d'abord  nécessaire  la  con- 
naissance, pour  ces  deux  variables,  de  leurs  valeurs  li- 
mites, c'est-à-dire  des  valeurs  qui  correspondent  à  la 
limite  inférieure  et  à  la  limite  supérieure  de  l'intégrale 
ou  encore  à  la  couche  supérieure  de  l'atmosphère  et  à 
la  couche  qui  est  en  contact  avec  la  Terre.  Or,  s'il  s'agit 

de  zi  =  —  j  on  trouve  immédiatement  o  pour  la  limite  in- 

férieure  et  i  pour  la  limite  supérieure  5  s'il  s'agit  de  ^, 

la  relation  -^  =  1  — s  montre  que  la   limite  supérieure 

est  o  et  que  la  limite  inférieure,  que  nous  appellerons  S, 

a  pour  valeur  i j-  =  ;- ,  en  appelant  D la  hau- 

teur  de  l'atmosphère,  laquelle  hauteur  ne  dépasse  pas 
70^™,  en  sorte  que 


6366738  +  75000        8588984 

est  une  limite  supérieure  de  S. 

Observons  maintcnanl  qui-  la  valeur  àc  n  est  fournie 
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par  l'équation 

«  =  y/l  -t-  2a«, 

qui,  différentiée  logaritlimiquement,  donne 

du  a  du 

Il  \  ^  JL-XU' 

quant  à  la  valeur  de  tang  /,  on  la  déduit  de  l'équation 

nr  sini  =  rioCi  sin^^, 

que  nous  avons  obtenue  dans  le  paragraphe  précédent, 
après  une  première  intégration  des  équations  diffé- 
rentielles de  la  trajectoire  lumineuse.  Si  l'on  y  intro- 
duit les  variables  u  et  5,  elle  devient 


Smi  =    — =1::^=    (I SJSmZa, 

v/i  -r-  2a« 
d'où  l'on  tire 

v/i-!-2a(i  —  5)sinZœ 


yl^T-OLll  I  /   I 


(i-4-2a)(i  — 5)2 


et,  en  divisant  haut  et  bas  par   cosz^,  dans  le  second 
membre, 


tansi  = 


V/H-2ai<t/  1+     I  — tangs^^ 

y  L  I-r-2aj(  J 

Cela  étant,  on  a,  pour  la  réfraction  cherchée, 

,-  r  .  dn  r Z'  I  —  5 

K=    I    tangt — •  =  a^/i -T- 2a  tang;3a    /       j 

Jq       (l-r-2aM)' 
1 

\  r         (i-^2a)(r-i-)2]  ,       râ 

X  <  I  -f-     1  —  — —      tang-^a  t      du. 

{         l  i-hiy.u        J        "^        \ 

Cette  \  ahnir  de  R  est  exprimée  en  unités  li'igonomé- 
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triques  ;  si  ou  veut  l'avoir  exprimée  eu  seeouJes,  il  faudra 
eucore  la  diviser  par  siu  i"  ou  la  multiplier  par  206265 
et  l'on  aura  finalement 

R  =  a  \/n- 2a.2oC265  tang;j„     /      - — 

•^"    (n-2aK)2 

1 

l  r  (i-f-2a)(i— *)2T  ,       f'^ 

X     I-+-      I Umg-Za  l       du. 

I  L  I  -+-  2  a  «        J         "         \ 


§  VI.  —  Démonstration  de  quelques  propriétés 
QUI  facilitent  la  détermination  de  la  réfrac- 
tion R. 

L'intégrale  définie  à  laquelle  nous  sommes  conduits, 
et  où  s  est  une  fonction  inconnue  de  u^  paraît  pré- 
senter encore  de  grandes  difficultés;  on  peut  cepen- 
dant en  avoir  une  valeur  aussi  approchée  que  l'on  veut 
pourvu  que  tangs^  soit  suffisamment  petit.  Pour  le 
montrer  nous  établirons  d'abord  quelques  propriétés 
préliminaires  : 

Premier  lemme.  —  On  a 

u  ds  = —  -  dv, 
a 

a  et  [i  ayant  la  même  signification  que  plus  haut. 

En  effet,  on  sait,  ou  plutôt  on  suppose,  que  l'atmo- 
sphère est  en  repos  relatif  par  rapport  à  la  terre  sous 
l'influence  de  l'attraction  de  celle-ci,  ce  qui  revient  à 
dire  qu'elle  est  en  repos  absolu  sous  l'influence  de  son 
poids.  Or  la  condition  d'équilibre  d'une  masse  gazeuse, 
pour  laquelle  en  chaque  point  M  l'unité  de  surface  sup- 
porte la  pression  p  et  l'unité  de  volume  est  soumise  à 
l'influence  d'une    force  extérieure  F,  s'exprime  par  la 
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condition 

en  représentant  par  la  caractéristique  oies  différentielles 
totales  relatives  à  un  déplacement  infiniment  petit  quel- 
conque du  point  M  et  par  la  caractéristique  Qg  les  tra- 
vaux élémentaires  pour  le  même  déplacement^  mais,  dans 
le  cas  particulier  de  l'atmosplière,  F  a  pour  grandeur 
le  poids  de  l'unité  du  volume,  c'est-à-dire  le  produit  go 
de  la  gravité  par  la  densité  et  pour  direction  celle  du 
rayon  vecteur  /•  prise  en  sens  contraire,  de  sorte  que 
<rpF= — gpdr:  donc  la  condition  d'équilibre  devient 

laquelle  entraîne  comme  cas  particulier 

dp  =  —  s^p  dr. 

en  désignant  toujours  par  la  caractéristique  d  les  dilFé- 
rentielles  relatives  à  un  déplacement  infiniment  petit 
efrectué  sur  la  trajectoire  lumineuse. 

Introduisant  dans  cette  dernière  équation  //,  v,  5  à  la 
place  de  p,  />,  /•,  il  vient 

.irr^-up(,    , 

Po  ai'  =  —  — ds. 

a 

et,  à  cause  de  ^7'-  =  a-. 

Il  ds  = «f 

ou,  d'après  ladéfinition  de  [j. 

o 
Il  ds  ^  —  -  dl\  C.  Q.  F.  D. 

a 

ReinarqiLC.  —  La  propriété  précédente  conduit  iinmé- 

-.  1 
diatement  à  la  valeur  exacte  de  l'intégrale  définie   /      s  du 
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el    à     une    limite     supérieure     de    l'intégrale    définie 

/     s- du,  qui  nous  seront  utiles. 

En  eilet,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 

Js  du  =  (  iis)\  —    /      u  ds  =^    I      ^  dv  =  - 
0  ^s  Jo     «  « 


et 


I        S2  (lu  =  (  ,^52  V  2      /        SU  ds   =  7.   -      I        5  C?P 

Js  «.^0 

=  2  -    (  t's  )'  —    /     V  ds  \  =  —  2  -    I     V  ds: 

,           1     .                       î  -f-  wT 
mais   la    relation  v'^=  u =r  montre  que  \>  est  tou- 

1  -^  /?i  1 0  ^ 

jours  plus  petit  que  u,  car,  la  température  T  s'abaissant 
à  mesure  qu'on  s'élève  dans  l'alraosplière,  on  a 

I  -!-  mT  <  I  -H  /nT(,, 
donc 

/s  -^s  o     /^o  0 

V  ds  <    /     u  ds  =  —  ^    I     fA-  =  ^ , 
Jo  «Ji  " 


donc 


r 


i     S^du  <  2  (  ^  y  ou  f    .S2  f/i/  =  2O  ( 

0  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  1 . 
Deuxième  lemme.  —  L'expression 

i {i-sy- 

I  -r-  2  a  ii 

ou  la  suivante 

i-f-2a«  — (i-i-2a)(i  —  5)- 

est  toujours  positive  pour  toutes  valeurs  de  .v,  de  o  à  S, 
et  pour  les  'valeurs  correspondantes  de  u. 
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Puisque  w  est  toujours  plus  petit  que  «,  il  sera  établi 

que 

i-f-2a«  —  (i-T-2a)(i  —  S)' 

est  positif,  si  nous  démontrons  qu'il  en  est  ainsi  de 

I  -)-  2  a  f  —  (  I  -7-  2  a  )  (  I  —  s  )-. 

Or  cette  fonction  est  nulle  pour  5  =  0,  car  alors  v  =  i  : 
il  suffit  donc  de  faire  voir  qu'elle  est  croissante  avec  ^, 
ou  que  sa  dérivée  par  rapport  à  s 

flv  ,  .  ,  ,  ,  'J- 

irL —r  -4-2(i-4-2a)(i  —  s)     ou     2(i-^2ai(i  —  S) — ly-au 

as  '  '  Yj 

est  positive;  par  conséquent,  que  l'on  a 


ou,  en  remplaçant  a  et  ,3  par  leur  valeur, 

o 

M/-. 294384  —^  <io".7993i5(i-r-  /«To)2(I-hMTo^ 
o,  70 

Mais,  dans  les  applications  à  l'Astronomie,  on  sup- 
pose toujours 

o,63<Ho<  0,789         et         —  3o<To<5o. 


ce  qui  donne 


0,82894  <  -^  <i,o382, 
'       ^         0,7b         ' 

0,88987  <{iH-  mTo)<i,i836, 

o, 99463  <(i-^  MToX  1,00895, 


et 


1    ,9185493    <   log    — 7-    <  0,01622810, 

7,9493266  <  log(j-i-  /nToJ<  o, 0732050, 
7,9976616  <  log(n-  MToX  0,0038696. 

En  remplaçant,  dans  le  premier  membre  de  l'inégalité 
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qu'il  s  agit  de  vérifier,  / ,  »,  — ^  par  leur  valeur  niaxima, 
c'esL-à-dire   /■  par   «  +  D  =;  644i738,  a  par  i, — ;::7;  pai' 

i,o382,  puis,  dans  le  deuxième  membre,  i -f- 7?iTo, 
1  +  MTq  par  leur  valeur  minima,  e'est-à-dire  i  +  ''«T,, 
par  0,88987,  et  i  +  MT,,  par  0,99.463,  afin  de  se  placer 
dans  le  cas  le  plus  défavorable,  qui  est  celui  auquel  il 
suffît  d'avoir  égard,  on  voit  que  tout  se  réduit  à  vérifîer 
l'inégalité 

644 1738 . 294384 . 1 , o382  <  I o' . 7993 1 5 . o , 88987 . o , 99463 

ou 


102.6,441738.2,9439. I ,o382  <  7,99315.8,8987.9,9403 
ou,  a  fortiori. 


102.6,4418.2,9439. I ,o382  <  7,993 I .8,8987.9.9403. 

Substituant  à  cette  inégalité,  l'inégalité  logarithmique 
correspondante  et  observant  que  :   1° 

/.  io2  =  2 
/.6,44i8  =  0,8090072 
/.2,9439  =  0,4689231 
l. I ,o382  =  0,0162810 

ce  qui  donne. . .        3, 2942113 

pour  le  premier  membre  de  la  nouvelle  inégalité,  et,  -j." 

^•7, 9931  =  0,9027152 

2/. 8, 8987  =  1,8986532 

/.9,9463  =  0,9976616 

ce  qui  donne. . .        3,79go3oo 

pour  le  second  membre,  on  voit  que  l'inégalité  loga- 
rithmique est  satisfaite  et,  par  suite,  que  l'inégalité  pri- 
mitive l'est  aussi.  (y/  suivre.) 
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SOLUTIOX  DE  LA  QUESTION  DU  COACOIRS  DADMISSIOX 
A  L'ÉCOLE  NORMALE  (1886); 

Par  m.  R.  DE  GRÈS, 

Ingénieur  civil. 


On  cojisidère  les  courbes  du  fruisiè/ne  degré  C. 
représentées  par  l'équation 

(i)  x'^y  -\-  a-x  =  X, 

où  \  désigne  un  paramètre  variable  : 

i"  Démontrer  quil  existe  deux  courbes  de  cette 
espèce,  tangentes  à  une  droite  quelconque  D  du  plan 
ayant  pour  équation 

(2)  j'  =  mx  -4-/?, 

et  calculer   les   coordonnées  (a,  P),    (a',  [i')    des  deux 
points  de  contact  M  et  M'. 

Poui'  qu'une  courbe  C  touche  la  droite  D  en  un  point 
dont  l'abscisse  est  x\  il  fant  et  il   suffit  que  l'équation 

tn x^ -^ p x- -\-  a-x  —  X  =  o, 

aux  abscisses  des  points  communs  à  la   courbe   et  à  la 
droite,  ait  pour  racines 


X  ,      X  , 


{^  +  .x\ 
V  m  j 


ce  qui,  en  vertu  des  relations  entre  les  coefficients  et 
les  racines,  s'exprime  par  les  relations 

(3)  3  7«J"'-+  9,/?.^'-!-  «-=:  O. 
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j-o 


L'équalioii  (  ?^ )  donne  pour  ./'  deux  valeurs  réelles  ou 
imaginaires,  à  chacune  desquelles  répond  une  valeur 
de  )v  fournie  par  la  relation  (4)- 

11  y  a  doue  deux  courbes  C  tangentes  à  la  droite  D  et 
les  coordonnées  des  deux  points  de  contact  lM(a,  jS), 
M'(a',  [j' )  sont  données  par  les  foi-niules 


(6) 
(6') 


- 

-  r 

-^vp-- 

—  J  ma- 

3  m 

m^j.  -^ 

///^-i 

ma- 

3 

, 

-v//>- 

—  3  ma- 

P  = 

3  m 
ip- 

m  a'  -4- 

V/>2-3 

rna- 

2"  Distingiiei'  les  droites  D  pour  lesciuelles  les  deux 
points  M  et  M'  souL  réels  des  droites  pour  lesquelles 
ils  sont  imaginaires.  Examiner  pour  ijuelles  positions 
de  la  droite  D  les  deux  points  M  et  M'  viennent  se  con- 
fondre en  un  seul,  et  trouver,  dans  ce  cas,  le  lieu  décrit 
par  le  point  de  contact. 

Les  points  M  et  M'  sont  confondus  lorsqu'on  a 

{ -J  )  p- — 3/»a-=(), 

c'est-à-dire  lorsque  la  droite  D  a  une  équation  de  la 
forme 

y  =  mx  ±  a  v/i  m  ; 

mais  cette  droite  enveloppe  l'hyperbole 

(8)  4^7^-1- 3 «-  =  o; 

et  l'équation  aux  abscisses  des  points  communs  à  cette 
hypei'bole  et  à  la  droite  (i)  montre  que  cette  droite  (i) 
coupe  l'hyperbole  ou  lui  est  extérieure  suivant  que 
l'expression  />-    -'ima-  est  positive  ou  négative.  Donc 


•  (  •>:'  ) 

les  points  .M  et  M'  sont  réels  et  distiiiets,  contondus  ou 
imaginaires  suivant  que  la  droite  D  coupe  Thyperbole  (8), 
la  touche  ou  lui  est  extérieure. 

Lorsque  les  points  M  et  M'  sont  confondus,  les  valeurs 
(5)  et  (6),  (5')  et  (6')  se  réduisent  à 

a,=— -^,  3,-=^, 

3  m  '  3 

et  il  suffit  d'éliminer /?  et  m  entre  ces  relations  et  la  con- 
dition (y  )  pour  avoir  l'équation 

'\  'Xi  3i  -^  2  a-  =:  o, 

du  lieu  décrit  par  le  point  de  contact;  c'est  une  hyper- 
bole équilatère  rapportée  à  ses  asymptotes, 

3"  Connaissant  les  coordonnées  (a,  |j)  du  point  de 
contact  M  d  une  courbe  C  avec  une  droite  D,  tromper 
les  coordonnées  (a,  [i')  du  second  point  de  contact 
M'  situé  sur  D.  Construire  la  courbe  décrite  par  le 
point  1\['  lorsque  le  point  M  décrit  la  droite 

(9)  '^  =  7.-za. 

Les  abscisses  a  et  a' étant  les  racines  de  l'équation  (  3), 

on  a 

I         I    _       '2/»  I         I    _   irn 

a         a'  <7-  a         a'         a-  ' 

et,  en  portant  ces  valeurs  de  m  et  de  />  dans 

o  =  ni'X  -7-  /}.  ?'  =  "^  ^'  ~r-  /'i 

on  obtient  les  relations 

(l'a  a  /  ()    \  a        a  / 

d'où  l'on  déduit,  soit 


(,to  ) 


()aj  -f-  î^'- 
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soit 

3('2a'p'^-a2)'  '^  3a' 

Enfin,  il  suffit  de  porter  ces  valeurs  de  a  et  de  j3  dans  (9) 
pour  avoir  Féquation 

i^ X- y^ -\- 11  a x^ y  -^  i- a-xy  -t-  a'^ x'^ -\- H a^ x  ^  ^a^=  o, 

du  lieu  que  décrit  le  point  JM'  lorsque  le  point  M  par- 
court la  droite  (9)  (nous  avons  mis  x  et  y  au  lieu  de  a' 
et  p').  C'est  une  quartique  dont  la  construction  n'offre 
aucune  difficulté,  puisque  l'équation  est  du  second  degré 
soit  par  rapport  à  ^,  soit  par  rapport  à  j^.  On  peut  aussi 
se  servir  des  expressions  (10),  après  y  avoir  i^emplacé  [3 
par  la  valeur  (9),  pour  construire  la  courbe  qui  est 
unicursale. 

MM.  Chambon  et  Barisieii  ont  aussi  envoyé  des  solutions  de  cette 
question. 


SOLUTION  DE  LA  QlESTîO.\  DE  GÉOMÉTRIE  AXALYTIQLE 
DO^^ÉE  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATIO\  DES  SCIENCES 
MATUÉIIATIQLES  (1886); 

Par    m.    BARISIEN, 

Capitaine  d'Infanterie. 


Étant  donnés  dans  un  plan  une  droite  D,  un  point  O 
suj'  cette  droite  et  une  droite  D',  on  demande  : 

i^  De  former  V équation  générale  des  coniques  qui 
touchent  la  droite  D  au  point  O  et  qui  ont  la  droite  D' 
pour  directrice  ; 

2°  De  montrer  que  deux  de  ces  coniques  passent  par 
un  point  quelconque  P  du  plan.  Déterminer  la  région 
oii  doit  se  trouver  le  point  P  poui'  que  ces  deux  courbes 
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soient  réelles,  ef,  dans  ce  cas^  en  reconnaître  le  genre  ; 
3°  Les  deux  coniques  du  faisceau  considéré,  qui 
passent  en  un  point  P,  se  coupent  en  un  second  point  P'^ 
calculer  les  coordonnées  du  point  V  en  fonction  de 
celles  du  point  P  \  et,  en  supposant  que  le  point  P  déci'iue 
une  ligne  C,  trouK^er  quelle  doit  être  la  forme  de 
V équation  de  cette  ligne  pour  que  le  point  P'  décrive 


a  même  ii£rne. 


lii 


I. 


Prenons  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  l'ori- 
gine étant  au  point  O  (fg-  ï)  et  l'axe  des  x  étant  la 
perpendiculaii'e  abaissée  de  O  sur  la  droite  D'. 


FiK. 


Appelons  a  la  dislance  OA  du  point  O  à  la  droite  D'  : 
cette  quantité  a  sera  toujours  positive  si  l'on  a  soin  de 
diriger  la  partie  positive  de  l'axe  des  x  du  côté  de  D'. 

Soit  aussi  /n  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  D, 
qu'on  peut  toujours  supposer  positif  en  choisissant  con- 
venablement le  sens  positif  de  l'axe  des  y. 

Les  axes  de  la  conique  sont  dès  lors  parallèles  à  Ox  et 
Ov;  d'ailleuis  la  conique  est  tangente  à  la  dioite  D  au 
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point  O  ;  son  équation  est  donc  de  la  forme 

(i)  -j^  +  ^-hmx-y  =  o, 

A  et  C  étant  des  paramètres  variables. 

Il  reste  à  exprimer  que  la  conique  a  pour  directrice 
la  droite  D'.  Si  a  et  [^  sont  les  coordonnées  du  foyer  F 
correspondant,  l'équation  de  la  conique  pourra  aussi 
s'écrire 

ou,  en  développant, 

( 2  )  iF2( ,  _  À ) 4- j'2 _  2 ( a  —  À f/  j  ./•  —  l'^y  -\-  7.--^^p'^—k a-  —  o; 

l'identification  des  équations  (1)  et  (2)  donne,  entre  les 
cinq  paramètres  a,  ^4,  A,  A  et  C,  les  quatre  relations 

,    a2-4-  p2     —  Art-, 
\  a  -4-  S  m  =  Art, 

!  AX=A  — G. 

Les  trois  dernières  donnent  a,  [^  et  ).  en  fonction  de 
A  et  C,  et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  première,  on 
trouve 

I         I  A  (  /»  -  ^-  I  ) 


(4) 


C        A        4  «  (  A  m  -t-  a  ) 


L'équation  générale  demandée  est  donc,  en  fonction 
du  paramètre  variable  A, 

^    '  A  ^  -^    '       \a\a-^ Km)  '' 

Remarque,  —  Si  Von  élimine  A  entre  las  deux  pre- 
mières relations  (  3),  o/z  obtient  réf/uation 

'(  G  )  a- -H  3-  —  //  a  —  a/)i  |j  =  o. 

(/ai  molli re  inciclemmciil  (fue  le  lieu  des  Joj  ers  des  co- 
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uit/ues  de  l  énoncé  est  un  cercle  ptissanL  par  les  points  O, 
A  el  par  le  point  d'intersection  E  des  droites  D  et  I)'. 

IL 

Soient  X,  Y  les  coordonnées  d'un  point  P  du  plan. 
Nous  aurons  alors,  pour  déterminer  les  coniques  (5)  qui 
passent  par  ce  point,  l'équation 

—  (  \2-!-\2)-i- +  m\  —  Y  =  o. 

A  4«(A/rt-f-rt) 

Celte  équation  du  second  degré  en  A,  développée  et 
ordonnée  par  rapport  à  A,  devient 

1  A2[(ni2-i-i)  Y2-1-  4«m(/«X  — Y)] 

(7)       \  M- 4«A[m(X2  +  Y^) +  a(mX  — Y)] 

(  4-4«-(X2-t-Y2)  =  0. 

Si  A'  et  A"  sont  les  deux  racines,  on  les  portera 
dans  (5),  el  l'on  aura  ainsi  les  équations  des  deux  co- 
niques passant  par  le  j)oint  P. 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  A  soient  réelles,  il  faut 
avoir 

[  m  (  X2  -+-  Y2  )  -+-  a  (  m X  —  Y  )] ^ 

—  ( X2  4-  Y2 ) [(  m^-  +  1  )  Y2  -4-  4  ani (  m X  —  Y  )]  |  o, 

inégalité  qui  se  réduit  à 

(   (  Y  —  m  X)  [(  X2  -+-  \i  )(m\^  Y  —  lain) 
(8) 

(  +  a-{  in\  —  Y}]_o, 

Le  facteur  placé  dans  la  pr<Mnière  parenthèse  repré- 
senlc  la  droite  D;  quant  à  la  seconde  parenthèse,  il  est 
facile  de  voir  qu'elle  représente  une  slroplioïde  oblique 
ayant  It;  point  A  pour  point  double  et  la  droite 

m  X  -i-  Y  —  lani  =  o 

pour  asyinplul<!;   elle   passe  en  outic  p.ii-  le  puint  O  où 
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elle  touche  la   droite  J)  et  rencontre  son  asymptote  à 
l'intersection  des  droites  D  et  J)'. 

Il  est  à  remarquer  que  la  droite  D  et  la  stroplioïde 
forment  l'enveloppe  de  toutes  les  coniques  (5  ). 

La  région  du  plan,  positive  par  rapport  à  la  stroplioïde, 
négative  par  rapport  à  la  droite  D,  ou  inversement,  néga- 
tive par  rapport  à  la  stroplioïde  et  positive  par  rapport 
à  la  droite  D,  sera  telle  que  les  coordonnées  des  points 
de  cette  région  vérifient  l'inégalité  (8).  Donc,  quand  le 
point  P  sera  dans  ces  régions,  les  deux  coniques  passant 
par  ce  point  seront  toujours  réelles  (').  Dans  les  autres 
parties  du  plan,  les  coniques  seront  imaginaires. 

Il  reste  à  voir  ce  qui  arrive  lorsque  le  point  P  sera, 
soit  sur  la  droite  D,  soit  sur  la  stroplioïde.  Les  deux 
valeurs  de  A  seront  alors  confondues  en  une  seule 

2«(X2-^Y2) 


m{  X^  -{-  Y2  )  -+-  rt(  m X  —  Y ) 


La  conique  répondant  à  cette  valeur  sera  une  conique 
double. 

1°  Si  le  point  P  est  sur  la  droite  D,  on  a 

Y  =  mX, 
et  A  devient 


En  portant  cette  valeur  dans  (5),  on   trouve  que  la 
conique  double   passant  par   P  se    compose    des    deux 

droites 

(y  —  ?n x) {j  -\-  mx  —  2 at}i  =  o. 

La  première  de  ces  droites  est  la  droite  D  elle-même. 
Quant  à  la  seconde,  elle  ne  passe  évidemment  par  le 


(')  Les  régions  on    doit  se   trouver  le   point    I'    |ioiir    donner    ties 
coniques  l'éellcs  sont  inîu'quécs  sui'  les  ligures  pnv  des  hachures. 
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point  P  que  lorsque  celui-ci   est   à   l'intersection  de  D 
etD'. 

2"  Si  le  point  P  est  sur  la  stroplioïde,  on  a 

(  X--^  Y-)(7nX  -f-  Y  —  lam)  -^  a-{m\  —  Y  ;  =^  o, 

et  A  devient 

\= -"^'1 

in\  -T-\  —  iain 

jNous  verrons  tout  à  l'heure  le  moyen  de  distinguer 
la  nature  de  la  conique  double  passant  par  un  point  de 
la  stroplioïde. 

Étudions  la  nature  des  coniques  passant  par  un  point 
quelconque  P.  Le  déterminant  A  de  ces  coniques  est 

_         I    _      [(Am -7- 2rt)2-4- A-]  ^ 
^~  AG  ^         4«A2(A//i-r-a)     ' 

donc,  puisque  a  est  positif,  la  conique  est  une  ellipse 
ou  une  hyperbole,  suivant  que  l'ou  a 

A  ?n  H-  «  >  o         ou         A  /«  -4-  rt  <C  o  . 

Si  A'  et  A"  sont  les  deux  racines  de  l'équation  (y), 
nous  avons 


(9)  A'A-^ 


4a2('X2+Y2) 


(  m--r- 1)  Y2-+-  \am{m\  —  Y) 
'[a[m(X2+Y2)-4-a(mX  — Y)] 


(lo)  A -4- A  (,re2_t-i)Y2+4am(mX  — Y) 

Le  dénominateur  commun  de  A'A'^  et  (A'-|-  A")  repré- 
sente une  parabole  tangente  à  la  droite  D  en  O,  ayant 
son  axe  parallèle  à  l'axe  des  x  et  qu'il  est  facile  de  con- 
struire. 

Le  numérateur  de  (  A'+  A")  représente  un  cercle  tan- 
gent également  à   la  droite  D   au  point  O  et  de  rayon 


La  nature  de  chacune  des  coni(]ues  répondant  à  A' 
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cl  A"  esl  indiquée  par  le  signe  des  quantilés 

A'/n-i-a,     A"7«-f-rt. 

Reniarcjiioiis  que  le  produit  de  ces  deux  quantilés  esl 

(  A' m  -T-  a){\" m  -\-  a)  =  A' \"/n--\-  a/n(A'-\-  A";-f-  a- 

A'm-  A"  «2 


A'.vf 


m--]-  am 


A' A"      ■    A' A" 


En  verlu  des  relations  (  ()  )  et  (lo),  ce  produit  se 
réduit  à 

ce  qui  indique  que  son  signe  est  le  même  que  celui 
de  A' A". 

Si  donc  A'  et  A"  sont  de  même  signe,  les  deux  co- 
niques sont  du  même  genre  5  si,  au  contraire,  A' et  A" 
sont  de  signes  diiïérenls,  les  deux  coniques  sont  de 
genres  diiïérenls. 

i"  Examinons  d'abord  le  cas  où  A'  et  A"  sont  de 
même  signe.  11  en  résulte  l'inégalité 

( m-  +  i) Y2  +  4 am{7)i X  — ^  Y  )  >  o, 

qui  exprime  que  le  point  P  se  trouve  dans  la  région 
positive  de  la  parabole.  A'  et  A",  étant  de  même  signe, 
peuvent  être,  ou  tous  deux  positifs,  ou  tous  deux  né- 
gatifs. 

Si  A'  et  A''  sont  tous  deux  positifs,  on   a   en  même 

temps 

A'  ni  -\-  a'^  o.         A"  ni  -i-  a"^  o. 

Les  coniques  correspondantes  sont,  par  suite,  deux 
ellipses,  et  alors,  à  cause  du  signe  de  (  A'-h  A''\  on  a 

l'inégalité 

/»  (  \  -  +  Y  2  )  -1-  o(  ni\  —  Y  )  <  o. 

Dans  ce  cas,    le  point  P  est  à  la  fois  dans  la  région 
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positive  de  la  parabole  et  dans  la  région  négative  du 
cerele. 

Si  A'  et  A''  sont  tous  deux  négatifs,  et  si  en   même 

temps 

k' m  -i-  a  <  o.         X" tn  -^  a  <  o, 

les  coniques  correspondantes  sont  deux  hyperboles  et 

l'on  a 

w(X2-+- Y2)-^rt(mX  — Y)>o. 

Le  point  P  se  trouve  alors  à  la  fois  dans  les  régions 
positives  de  la  parabole  et  du  cercle. 

IMais  il  peut  aussi  airiver  que,  outre  les  inégalités 

A'<o,         A"<o, 
on  ait  encore 

k" m  -T-  a  >  o.         k" m  -i-  a  >  o. 

Les  coniques  sont  alors  deux  ellipses.  En  divisant 
ces  deux  inégalités  respectivement  par  les  quantités  né- 
gatives A'  et  A"  et  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

A'-f-A"\ 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des  relations  (9)  et  (10), 

m(X2-4-\2)  —  rt(wX  —  Y)<o. 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité  représente  un 
cercle  symétrique  par  rapport  au  point  O  du  cercle  déjà 
considéré.  Si  donc  le  point  P  est  à  l'intérieur  du  cercle, 
ce  qui  arrive  pour  la  boucle  de  la  stroplioïde,  les  deux 
coniques  sont  des  ellipses. 

2°  Soit  maintenant  le  cas  où  A'  et  A"  sont  de  signes 
contraires.  Alors 

( /«•--!-  i)  V--!-  \am( m\  —  Y )  <  o. 

ce  qui  indique  que  le  point  P  est  dans  la  région  néga- 
tive de  la  parabole. 


(  38o  ) 

Les  deux  coniques  sont  dans  ce  cas,  l'une  une  ellipse, 
l'autre  une  hyperbole. 

Kevenons  au  cas  où  le  point  P  est  sur  la  stroplioïde  : 
nous  avons  vu  qu'alors  la  valeur  double  de  A  était 


ni\  -4-  Y  —  3am 
d'où 

.  a( mX -+- Y  —  ani) 

Aîn  -^  a  =  — — TT TT 7, • 

ni\-\-  1  —  o  ani 

Si  donc  on  trace  les  deux  droites  parallèles 

/rtX  -H  Y  —  3  ani  =  o, 
m\-{-Y  —     ani  =  o, 

on  voit  que,  si  le  point  P  est  sur  la  portion  de  stroplioïde 
située  entre  ces  deux  droites,  (Aj7i  +  «)  est  négatif 5  la 
conique  double  est  alors  une  hyperbole.  Sur  le  reste  de 
la  stroplioïde,  la  conique  double  est  une  ellipse. 

Si  le  point  P  est  à  l'intersection  de  la  stroplioïde  et 

de  la  droite 

/«  X  -f-  Y  —  3  ai7i  =  o, 

la  conique  est  une  parabole  double. 

Si  le  point  P  est  à  l'intersection  de  la  stroplioïde  et 

de  la  droite 

/n  X  -+-  Y'  —  3  ani  =  o, 

c'est-à-dire  au  point  double,  on  a 

A/n  -T-  a  =  o, 
d'où 

m 
L'équation  (5)  de  la  conique  devient  dans  ce  cas 

de  sorte  qu'au  point  double  les  deux  coniques  sont 
représentées  par  la  droite  ([uadruple  axe  des  jt. 
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Il  est  du  reslo  facile  de  voir  que,  lorsque  le  point  P 
sera  sur  l'axe  des  x,  Tune  des  coniques  sera  la  droite 
double  axe  des  x. 

^  oyons  ce  qui  se  passe  lorsque  le  point  P  est  sur  la 
parabole.  Alors 

{m--^  i)  Y--T-  ^am{m\  —  Y)  =  o  ; 

il  en  résulte 

'  »i(X2-^Y2)-t-a(^mX  — Y)' 

c'est-à-dire  que  la  conique  A'  est  la  parabole  elle-même. 
Quant  à  la  conique  A",  on  a 

.  ,,  a  f/n^-i- 1)  Y'2 

A  /?i  -r-  a  =  — 


4  m  m  (  X2  -r-  Y  -  )  -^  a  (  m  X  —  Y  ) 

Doue,  pour  la  portion  de  parabole  située  à  l'extérieur 
du  cercle,  la  conique  A"  est  une  hyperbole  ;  pour  la 
portion  de  parabole  située  à  l'intérieur  du  cercle,  cette 
conique  est  une  ellipse 

La  discussion  que  nous  venons  de  présenter  est  tout 
à  fait  générale;  elle  ne  préjuge  rien  sur  les  situations 
respectives  de  la  stroplioïde,  du  cercle  et  de  la  parabole. 

Pour  voir  comment  sont  situées  ces  courbes,  cher- 
chons d'abord  les  points  d'intersection  de  la  droite 

/nX  -H  ^  —  3  ani  =  o, 

avec  la  strophoïde 

(X2-4-  Y2) (  m X  -H  Y  —  2 ani)  -\- a^(m\  —  \)  =  o. 

Cette  dernière  équation  devient,  en  tenant  compte 
de  la  première 

m{\^'-\-  Y2)  -i-  a{m\  —  Y)  =  o. 

Par  suite,  l'étpiation  homogène  du  second  degré  repré- 
sentant les  droites  joignant  les  points  d'intersection  à 


(    •'x^'-'-    ) 

roi'igiuc  est 

3/»-(  X--4-  \-  )  —  /;/  =  \- —  ^  -=  o. 
d'où 

(in  ^  =—  -i-~  ^ 

Les  deux  points  d'intersection  sont  donc  chacun  sur 
une  des  deux  droites  (ii)  passant  par  lorigine  et  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes. 

Voyons  comment  se  coupent  la  stroplioïde  et  le  cercle. 
Leurs  équations  sont 

( X2  -^  V2 ) ( m X  +  Y  —  2 ani )=  a-{\  —  m\) 
/?î(X2+Y2)  =  rt  (Y  — mX). 

En  les  divisant  membre  à  membre,  on  trouve 
mX  -H  Y  =  3am, 

ce  qui  indique  que  le  cercle  et  la  stroplioïde  se  coupent 
sur  cette  droite. 

D'autre  part,  les  équations  du  cercle  et  de  la  para- 
bole étant 

/«(X2+Y2)  =  a(Y  —  7?2X), 

( m-  -i-  1  )  Y-  =  4  am (  Y  —  m X ), 
on  a,  en  multipliant  en  croix, 

4m2(X2-f- Y2)  =(7«-2-i-i)  Y2, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (i  i). 

On  trouve  aussi  facilement  que  la  stroplioïde  et  la 
parabole  se  coupent  sur  la  droite 

mX  -r-  Y  =:  Zam. 

Il  faut    donc   coiH'liire   de  là   celle    propriété    remar- 


•     (  .-•,8;'',  ) 

quable,  que  /a  slropJw'ùle,  la  parabole  et  le  cetcle  uni. 
pour  coide  commune  celle  dernière  droile. 

Il  est  facile  de  voir,  de  plus,  qu'eu  leurs  points  d'in- 
terseclion  Ja  parabole  et  la  sLroplioïde  sont  tangentes. 

L'équation  (i  i)  montre  (jue  : 

Si  iii<^—-,  ces  courbes  se  coupent  en  des  points  réels 

{/'g-  ^); 

Fis.  2. 


Si///^  — )  elles  ne  se  rencontrent  qu'en  des  points 
imaginaires  [Jig.  3); 

Si  /«  =  -—,  ces  courbes  sont  tangentes  {fig.  4)- 
v3 

]\ous  indiquons  sur  trois   figures  différentes  ce  que 

deviennent  les  régions  réelles  et  imaginaires  et  la  nature 

des  eoni(jues  dans  ces  trois  cas. 
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Pour  construire  facilement  chacune  des  courbes,  stro- 
plioïde,   parabole  et   cercle,  cherchons  les  ordonnées 
de  ces  courbes  aux   points  où  elles  rencontrent   l'axe 
desj. 

Fig.  3. 

y 


L'ordonnée  positive  de  la  strophoïde  est 


\ i  =  «  y/i  -I-  m-  -+-  am . 
Pour  la  parabole,  on  a 


4  am 


enfin,  pour  le  cercle, 


_  a 

I  ^  —  —  • 


Il  est  facile  de  voir  que,  quel  que  soit  ??/,   on   a   tou- 
jours 

Y  ^  Y 
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tandis  que  Ion  a 


V^3 


et 


Y/.<  Y,.         si       /;(<—-. 
v/3 

Pour  ni  =  —  j  ou  a 

v/3 

Y,=  Y,,=  V,. 
Les    tiois    courbes    sout    alors    tangeutes    au    point 


X  =  o,  Y  =  ^v/3]. 


Rappelons  ici  le  tracé  géométrique  de  la  strophoïde. 
On  mènera  par  le  point  O  une  droite  rencontrant  en  I 

la  droite 

m\  -i-  Y  =  a/n, 

on  prendra  sur  01  et  de  part  et  d'autre  de  I 

IVI  =  IM'=TA. 

Les  points  M  et  M'  appartiendront  à  la  strophoïde. 
Ann.  de  Mathémat.,  .j"  série,  t.  VI.  (Août  1887.)  26 
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11   faut   aussi   remarquer  qu'aux   deux  points  où  la 
strophoïde  coupe  l'axe  des  7  ,  la  tangente  est  paiallèle  à 
l'asymptote. 

m. 

JNous  avons  vu  que  les  valeurs  A'  et  A"  répondant  aux 
deux  coniques  passant  par  le  point  P  de  coordonnées  X 
et  Y  sont  fournies  par  l'équation  (7). 

Les  équations  de  ces  deux  coniques  sont 


(10.) 


Comme  ces  deux  coniques  sont  tangentes  à  la  droite  D 
en  O,  elles  n'ont  que  deux  autres  points  d'intersection, 
le  point  P(X,  Y)  et  le  point  V  dont  nous  désignerons 
les  coordonnées  par  X|  et  Y,. 

En  retranchant  l'une  de  l'autre  les  équations  (12), 
on  obtient 


^2 

-   y^-4-  JUT—    ) 

r- 
-  Y^,  H-  mar  —  y 

\ 


I 


A"        A' 


c      cy 


ce  qui  indique  que  les  droites  OP  et  OP'  sont  également 
inclinées  sur  les  axes.  Or,  d'après  la  relation  (4),  on  a 

I  _  1  ,  A'(m2-i-i) 
ry  ""  A'  ^  4a(A'm-ha)' 

I  I  A"(w.--f-i) 

C"  ^  Â^  "^  /[«(A"//?  -^rt) ' 

d'où  l'on  déduit 

[  I         /  I  '    \  r  -t  (  ^'  '"  -H  «) (  A"  m  -f-  a)  —  (  /n-  -4-  i  )  A'  A" ' 

C'  ~"0  ""  l  ÎV  ~  -V' y  L  4(A'/nH-«)(A"/n-(-«.) 

Mais  nous  avons  déjà  vu  fjue 

(^  \'w.  -^  a)(  V   /;;-!-  r/  )  r=  _^_— ■        A  A  ; 
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donc 

et,  en  efïet,  les  droites  OP  et  OP'  ont  bien  pour  équa- 
tions 

,    Y 

j  =±:  -X. 

Celle  de  OP  étant 

Y 
y  -  ^^» 

on  a,  pour  celle  de  OP', 

Y 

Clierclions  l'abscisse  du  point  P' d'intersection  de  cette 
droite  avec  la  première  des  coniques  (12),  par  exemple, 

il  viendra  • 

Xm  (X+Y) 
^=-Ti— Yl-' 

X'  -^  G  ' 
mais 

-_^_  =  V-„.X. 

Donc  l'abscisse  x,  qui  est  justement  X|,  est,  en  fonc- 
tion de  X  et  Y, 

Xr/nX-f-Yj 

mX  — Y     ' 

(i3) 

^     ^  J  Y(mX  +  Y) 

On  en  déduit  les  deux  relations 

,  Yf  ^Y^ 

(,4)  X?        X^' 

(  /nX,-i- Yi  =  mX -f- Y. 

Par  suite,  si  l'on  considère  l'équation  des  courbes  de 
la  forme 


X,= 


F  r^?(;»X-uY),/cl  =0. 
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k  élaiit  une  constante,  ces  courbes  seront  à   la  l'ois  le 
lieu  des  points  P  et  P'. 

Il  est  à  remarquer  que  les  valeurs  de  X,  Y,  sont  in- 
dépendantes de  a. 

On  peut  observer  aussi  que  l'équation  de  la  droite  PP' 

est 

y  -f-  mx  =  Y  -h  mX, 

ce  qui  indique  que  la  droite  PP'  est  parallèle  à  Pasyni- 
ptote  de  la  strophoïde. 

Remarque.  —  Considérons  le  cas  où  m  =  o.  L'équa- 
tion (7)  devient  alors 

A2Y2—  4a2YA  +  4a2(X2-+-  Y2)  =  o. 

Dans  ce  cas,  l'axe  des  x  représente  à  la  fois  le  cercle 
et  la  parabole.  La  condition  (8)  devient 

Y2(X2+Y2— a2)<o, 

de   sorte  qu'il  faut  que  le  point  P  soit    à    l'intérieur 
du  cercle  de  rayon  OA  {fg.  5)  pour  que  les  deux  co- 

Fig.  5. 


niques  passant  par  ce  point  soient  réelles.  Ce  seront  tou- 
jours deux  ellipses,  car  avec  m  =  0  on  a  A /n -{-<?  =  «, 
quantité  toujours  positive. 
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IV. 

Dans  le  cas  particulier  de  m  =  oc,  les  formules  géné- 
rales sont  en  défaut.  Il  faut  alors  traiter  directement  la 
question. 

L'équation  générale  des  coniques  tangentes  à  l'origine 
à  l'axe  desj^  est 

Le  foyer  est  sur  l'axe  des  x  à  une  distance  a  de  l'ori- 
gine, de  sorte  que  l'équation  de  ces  coniques  peut  aussi 
s'écrire 

identifiant  ces  deux  équations,  nous  avons  les  relations 

A  (  I  —  X  )  =  G  =  2  (  À  a  —  a  ), 

En  éliminant  a  et  \  entre  trois  équations,  on  trouve 

sans  difficulté 

_  4aA(A  -i-«) 
(A  -ir-ia)- 

L'équatîon  générale  des  coniques  est  donc 

x'^  (A-i-2a)2 


4aA(A  -+-  a) 


y--\-  ^  =  o. 


Les  deux  coniques  passant  par  un  point  P(X,  Y)  sont 
donc  déterminées  par  l'équation  en  A 

A2(Y2+  4aX)  +  4Aa(X2-i-  Y2+  aX)  +  4a2(X2-i-  Y^)  =  o, 

d'où 

,,  .  4«(X^+Y-2+aX)  A'A'._4«!(XM-Y2) 

Y2-^4aX        ,'  ^^  -      Y^+4aX     * 

Les  déterminants  A'  et  A"  dos  coniques  répondant  à 
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A' cl  A'  sont  donc 

A'=— 


{\'-\-  la)- 


par  suite 


A'A"  = 


A'C            4rtA'2(A'+a) 
I {iV-^iay 

iGa2 A'2 A"2( A'-H  a)(A"H-  a) 


et 


{A' -h  a){X"-^-  a)  =  A' A"  (  i  ^-  « 


A'  +  A"  g- 

~Â^V"^  ^"  A^V 


A 'A"  Y2 


Donc,  le  signe  de  A'  A"  est  le  même  que  celui  de  A' A", 
comme  dans  le  cas  général. 

La  coJidition  de  réalité  des  racines  de  A  est 
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La  stroplioïde  est  ici  une  strophoide  droite  [Jlg'  6). 
La  discussion  se  fait  absolument  comme  dans  le  cas 
général. 

MM.  Chambon  et  Abelin  ont  aussi  envojé  des  solutions  de  cette 
question. 


COKCOIRS  GE.\ERAL  DE  1887. 


Mathématiques  spéciales. 

Première  question.  —  On  représente  par  a:,,  j'), 
a:,,  j'2  5  •  •  •>  ^mi  y  m  les  coordonnées  des  points  d'inter- 
section de  deux  courbes  algébriques  dont  les  équations, 
mises  sous  forme  entière,  sont 

/(^.r)  =  o,  ¥{x,y)  =  o. 

Ou   suppose   que    tous    ces   points    d'intersection    sont 
simples  et  à  distance  finie. 

i°Montrer  que,  pour  chaque  valeur  de  i,  on  peut  écrire 

/{^,y)  =  i-r  —  '^i)  ai{x,y)  -^  {y—yt)  bi{x,y), 

F{x,y)  =  (x  —  Xi)  Ai{x, y)  ^  {y  —  yi)Bi(x, y ), 

i  =  i,  2,  ...,  m, 

les  coefficients  «/,  Z>/,   A^-,    B,-  étant  des  polynômes  en 


i"  On 


?/(^)JK) 


a,-     bi 


et 


i—l 

et  l'on  demande  de  déterminer  les  constantes  C/,  de  ma- 


(  -h^  ) 

nièrc  que  le  polynôme  <i>  prenne,  pour  a-  =  x^  et  }  =^j  ^, 
une  valeur  donnée  u^.  Montrer  que  le  polynôme  $, 
ainsi  obtenu,  eomprend  eomme  cas  particulier  la  for- 
mule d'interpolation  de  Lagrange. 

3"  Démontrer  que  tous  les  polynômes  en  x  et  j  qui, 
pour  jc  =z  jci  et  j^  =  7  /,  prennent  la  valeur  Ui^  peuvent 
être  mis  sous  la  forme 

*  -4-  M/-+-  NF, 

M  et  JN  étant  des  polynômes  en  .r  et  cnj^- 

Seconde  f/uestion.  —  Soient  J^=  o,  F  =  o  les  équa- 
tions de  deux  coniques  u  et  U,  et  )v,,  X^t  ^^3  les  racines 
de  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discriminant 
de  la  fonction  f — âF  ;  trouver  la  relation  entre  ).| ,  ).o, 
).3  exprimant  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'on  puisse  inscrire  dans  u  un  c^uadrilatère  circonscrit 
àU. 
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CouKs  d'Ajnalysk  ijnfimïésimale  à  l'usage  des  per- 
sounes  qui  étudient  cette  Science  en  vue  de  ses  applica- 
tions mécaniques  et  physiques^  par  M.  J.  Boussinest/, 
xMembre  de  l'Institut,  Professeur  à  la  Faculté  des  Scien- 
ces. Deux  Volumes  in-S".  —  Tome  1  :  Calcul  diffé- 
rentiel (en  vente);  Tome  II  :  Calcul  intégral  [sous 
presse.)  Paris,  Gautliier-Villars,  1S87. 

Cet  Ouvrage,  que  recommande  assez  le  nom  de  son  auteur, 
s'adresse,  comme  son  litre  l'indique,  à  un  public  différent  du 
nôtre  :  chaque  Volume  est  divisé  en  deux  fascicules  consacrés 
l'un  à  la  partie  élémentaire,  l'autre  aux  parties  plus  difficiles 
et  moins  usuelles  du  Calcul  infinitésimal.  On  y  remarque,  outre 
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les  théories  classiques  exposées  à  un  jjoiiil  de  vue  spécial,  des 
recherches  originales  sur  les  paramètres  différentiels  des  fonc- 
tions de  point,  l'isotropie,  les  courbes  asymptotes,  les  lignes 
de  déclivité  maxima  et  minima  des  surfaces  et  sur  un  grand 
nombre  d'autres  questions  importantes  de  Mathématique? 
appliquées. 

Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique  ;  par 
M.  C.  Jordan,  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  l'Ecole 
Polytechnique.  —  Tome  III  :  Equations  différentielles. 
Paris,  Gautliier-\  illars,  1887. 

La  théorie  des  équations  différentielles  a  été  considérable- 
ment perfectionnée  de  nos  jours,  grâce  aux  travaux  de  Briot 
et  Bouquet,  Poincaré,  Darboux,  Fuchs,  Halphen,  Picard  sur 
les  équations  différentielles  ordinaires,  et  à  ceux  de  Jacobi, 
Lie  et  Mayer  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles;  on  ne 
saurait  plus  s'en  tenir  sur  ce  sujet  à  l'analyse  de  Lagrange  et 
de  Monge,  et  l'introduction  des  nouvelles  doctrines  s'impose 
d'une  façon  impérieuse.  Le  résumé,  à  la  fois  précis  et  succinct, 
qu'en  donne  M.  Jordan,  facilitera  singulièrement  la  propaga- 
tion de  ces  vues  fécondes. 

Ce  Volume  renferme  en  outre  une  exposition  lumineuse  et 
complète  du  Calcul  des  variations;  M.  Jordan  a  consacré  à  ce 
sujet  trois  Chapitres  fort  intéressants.  Le  premier  est  relatif 
à  la  variation  des  intégrales  simples  et  contient  des  applica- 
tions aux  équations  de  la  Dynamique,  à  la  brachistochrone,  aux 
lignes  géodésiques  et  au  problème  des  isopérimètres;  on  trouve 
dans  le  deuxième  les  travaux  deClebsch  et  de  Mayer  sur  la  varia- 
tion seconde  ;  enfin  le  dernier  est  relatif  à  la  variation  des  inté- 
grales multiples  et  aux  applications  de  cette  théorie  à  la  forme 
d'équilibre  d'un  liquide  contenu  dans  un  vase,  aux  surfaces  d'aire 
minima  et  à  la  transformation  des  équations  du  potentiel. 

On  voit,  par  ces  quelques  indications,  combien  est  substan- 
tiel ce  troisième  Volume  d'un  Ouvrage  qui  est  devenu,  si  promp- 
tement  et  à  bon  droit,  le  code  de  tous  ceux  qui  veulent  étudier 
sérieusement  l'Analyse  et  se  mettre,  sans  effort,  au^courant  des 
nouvelles  acquisition';  de  cette  partie  de  la  Science. 
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Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  kt  sur 
LES  Applications  géométriques  du  Calcul  infinitésimal^ 
par  M.  Gaston  Darhoux,  Membre  de  l'Institut,  Profes- 
seur à  la  Faculté  des  Sciences.  —  Première  Partie  : 
I  volume  grand  ia-B".  Paris,  Gauthier- Villars,  1887. 

L'Ouvrage  dont  M.  Darboux  publie  aujourd'hui  le  premier 
Volume  est  le  résumé  des  belles  Leçons  qu'il  a  faites  à  la  Sor- 
bonne  de  1882  à  1886  et  dont  ce  Livre  ne  peut  manquer  de  faire 
revivre,  dans  l'esprit  de  ses  anciens  auditeurs,  le  charme  péné- 
trant. 

Après  avoir  étudié  dans  les  premiers  Chapitres  le  déplacement 
à  un  paramètre  et  montré  comment  l'intégration  des  systèmes 
linéaires  possédant  une  intégrale  du  second  degré  peut  être 
ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  de  Riccati,  l'auteur 
traite  des  déplacements  à  deux  paramètres  qui  jouent  un 
rôle  fort  important  dans  la  théorie  des  surfaces.  Puis,  aban- 
donnant le  point  de  vue  cinématique,  l'auteur  s'occupe  des 
différents  systèmes  de  coordonnées  curvilignes;  les  systèmes 
conjugués  et  les  systèmes  orthogonaux,  les  lignes  asymptoti- 
ques  et  les  lignes  de  courbure  forment  la  matière  d'un  second 
Livre  rempli  d'idées  neuves  et  de  résultats  intéressants;  nous 
citerons  en  particulier  les  Chapitres  relatifs  aux  coordonnées 
pentasphériques  et  aux  lignes  de  courbure  en  coordonnées 
tangentielles. 

Mais  la  partie  la  plus  remarquable  du  Volume  et  qui  en  forme 
à  peu  près  la  moitié  est,  sans  contredit,  celle  qui  concerne  les 
surfaces  minima.  On  ne  saurait  trouver  rien  de  plus  clair,  de 
plus  élégant,  de  plus  complet;  les  recherches  si  nombreuses  sur 
ce  sujet  sont  résumées  et  reliées  entre  elles  avec  un  art  exquis. 
Le  point  de  départ  se  trouve,  comme  on  sait,  dans  le  célèbre 
Mémoire  de  1760  où  Lagrange  donne  les  principes  du  Calcul 
des  variations;  mais  c'est  Meunier  qui,  dans  son  Mémoire  trop 
peu  connu  sur  la  courbure  des  surfaces,  a  commencé  l'étude  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Lagrange  et  a  fait  connaître 
deux  surfaces  minima  qui  sont  aujourd'hui  encore  au  nombre 
des  plus  intéressantes;  les  travaux  les  plus  remarquables  sont 
ensuite  ceux  de  Monge,  Legendre,  Scherk,  Bjorling,  O.  Bonnet, 
Weierstrass,  Beltrami,  Lie,  Schwarz,  etc.  Dans  l'impossibilité 
de  tout  citer,   nous  signalerons  spécialement  le  Chapitre  XII. 
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consacré  au  problème  de  Plateau;  il  s'agit  de  la  question  posée 
par  Lagrange  : 

Déterminer  la  surface  ininima,  continue  ou  assujettie  à 
des  discontinuités  de  nature  connue,  passant  par  un  contour 
fermé. 

Plateau  a  résolu  le  problème  expérimentalement  en  plon- 
geant le  contour  donné,  réalisé  physiquement,  dans  un  liquide 
glycérique.  Mais  on  ne  connaît  encore  aucune  méthode  analy- 
tique générale  pour  résoudre  la  question.  La  solution  complète 
n'existe  que  pour  certaines  formes  simples  du  contour  ;  les  prin- 
cipaux résultats  obtenus  sur  ce  sujet  sont  dus  à  Riemann,  Weier- 
strass  et  Schwarz  ;  ils  sont  exposés  ici  avec  cette  lucidité  parfaite 
d'un  esprit  qui  éclaircit  tout  ce  qu'il  touche.  E.    R. 


SOLLTIOV  A\ALYT!QIE  DE  LA  QIESTIOX  PROPOSÉE  E\  1884 
POUR  L'ADMISSIO\  A  L  ÉCOLE  POLVTECHMQLE. 

Par  m.  \.  GOFFART. 


(Jji  donne  une  conique  *— ;  H r ;  =  •  •  On  joint  un 

'        a-         a- — c-  ' 

point  M  de  cette  conique  aux  foyers  F  et  F'. 

1°  On  demande  d' exprimer  les  coordonnées  du  cen- 
tre du  cercle  inscrit  dans  V intérieur  du  triangle  FMF' 
au  moyen  des  coordonnées  de  M. 

2°  Dans  le  cas  oit  la  conique  donnée  est  une  ellipse , 
ondémontrera  que,  si  Von  considère  les  cercles  inscrits 
dans  deux  triangles  correspondant  à  deux  points  M 
et  M'  de  la  conique,  V axe  radical  de  ces  deux  cercles 
passe  par  le  point  milieu  do  la  corde  MiM'  ; 

3"  Pour  chaque  position  du  point  M,  le  rayon  vec- 
teur FM  touche  le  cercle  correspondant  en  un  point  P; 
on  déterminera  en  coordonnées  polaires  l'équation  du 
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lieu  décrit  par  le  point  P.  On  prendra  le  foyer  F  pour 
origine  des  rayons  et  OX  pour  origine  des  angles. 

Nota.  —  Dans  toutes  ces  questions,  il  est  nécessaire 
de  distinguer  les  cas  oii  la  conique  est  une  ellipse  et 
celui  oïL  elle  est  une  hyperhole. 

1°  En  désignant  par  F  et  F'  les  deux  foyers,  F'  étant 
celui  qui  est  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  jc,  on  sait 
qu'on  a 


FM  =  a4-  — ,         F'M 

a 


/  cx\ 

\  «  / 


le  signe  +  appartenant  à  l'ellipse,  le  signe  —  à  l'iiy- 
perbole  (brandie  F').  Par  suite,  si  p  désigne  le  demi- 
périmètre  du  triangle  FMF',  on  a 

Dans  l'ellipse  :  p  =  a    -\-  c. 

c  oc 
Dans  l'hyperbole  :  /»  = H  c. 

Désignons  maintenant  par  C  le  centre  du  cercle  in- 
scrit, par  Cji,  Cp,  Cp  les  centres  des  cercles  exinscrits 5 
les  coordonnées  de  ces  centres  seront  désignées  par  X, 
Y  munis  des  indices  correspondants. 

Ces  quatre  centres  se  classent  ainsi  : 

C  et  Cji  sont  sur  la  normale  dans  l'ellipse,  et  sur  la 
tangente  dans  l'hyperbole  5  Cp  et  Cp.  sont  au  contraire  sur 
la  tangente  dans  l'ellipse  et  sur  la  normale  dans  l'hyper- 
bole. 

On  a  ensuite 

c  +  X  =/?  — MF'.        c  +  Xm  =  /?  — MF', 

c  +  Xk  —  p,  c  —  Xv  —  p, 

cy  =  p\  =~-(p  —  FF'  )  Ym  =  (/J  -  MF')  Yr  =  (p  —  MF)  Y,..; 

substituant  dans  ces  relations  les  valeurs  de  />,  FF',  MF, 
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MF',  il  vient,  clans 

l'ellipse. 

X    = 

ex 
a 

Y    = 

a  -^  c 

X,,  =- 

ex 

a 

Ym  =- 

cy 
a  —  c 

Xk  = 

a. 

Yf  = 

a  -^  X 

Xf.=- 

—  (t., 

Yf  = 

ay 

X    = 

a, 

Y    = 

Xm  — 

a, 

Ym  = 

Xf  = 

CX 

a 

Ym  = 

Xf=- 

ex 
a 

Yf  = 

et,  pour  l'hyperbole, 

ay 

a  -\-  X 

y 

X  —  a 

cy 

e  -\-  a 

cy 
, 

c  —  a 

Les  expressions  X  et  Y  répondent  à  la  première  partie 
de  l'énoncé.  Mais  on  voit  que  X„  et  Y„  jouent  un  rôle 
à  peu  près  analogue.  Enfin  les  cercles  C  et  Cjj  dans 
l'ellipse  sont  représentés  par  les  cercles  Cp  et  Cp.  dans 
l'hyperbole.  Les  lieux  des  centres  C  et  Gji  dans  l'ellipse 
(ou  de  Cf  et  Cp.  dans  l'hyperbole)  sont  respectivement 

X2        Y^  a  -4-  C  _  X'^    ^    \2  a  —  c  _ 

c-         C'   a  —  c         '  c-         e'^   a  -\-  c        ' 

qui  sont  des  ellipses  relativement  à  l'ellipse,  ou  des 
hyperboles  relativement  à  l'hyperbole. 

Les  lieux  de  C^  et  Cp  dans  l'ellipse  (ou  de  C  et  Cj, 
dans  l'hyperbole)  sont  les  tangentes  aux  sommets  A  et 
A'  des  coniques. 

2°  Si,  par  rapporta  deux  points  M  et  M',  on  considère 
dans  l'ellipse  les  cercles  C  et  C„,  ou  dans  l'hyperbole  les 
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cercles  Cp  et  Cp.,  ils  donnent  lieu  à  la  deuxième  partie  de 
l'énoncé.    L'équation  concernant   le  cercle   C    est,  par 
exemple, 

r2  r- 


'c .r      = 


al         (  a  -r-  c  )- 


En    en  retranchant   une    équation   semblable   pour    le 
point  M' (a.',  y'),  on  aura  l'équation  de  l'axe  radical 


y  +  y 


a  -r-  c 

c   X  -\-  r'  \  c 


•X  a 


(y -y') 

-(.r  — 2-')  = 

/     c     yr"--y\ 

^  a  -h  c  J           1 

11-         ^'- 
elliDse  

: —  =:  ^^ — ^^  >  en 

D'après  l'équation  de  l'ellipse 

tenant  compte  de  cette  relation,  et  faisant  dans  l'équa- 
tion de  l'axe  radical 

y  -^  y         r     ^  "^  ^ 


elle  devient 

r-—  )■'- 


Elle  <;st  donc  satisfaite  par  les  coordonnées  du  milieu 
de  la  corde  MM'. 

Ces  propriétés  n'ont  pas  lieu  pour  les  autres  cercles. 
3"  D'après  ce  qu'on  a  dit,  on  a 

c  3C 

FP  =  c  -f-  X  =  c  -f-  —  clans  l'ellipse, 

a  ^ 

r=  a-i^  c  dans  l'hyperbole; 

donc,  dans  ce  dernier  cas,  le  lieu  de  P  est  le  cercle  de 
centre  F  et  de  rayon  a  -f-  c.  Pour  l'ellipse 

0  =1  c  -^. :  c  +  .r  —  MF  cos  to  =  (  r /  -i-  —  )  cos m  ; 


(--) 
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éliminant  x^  il  reste,  pour  l'équation  du  lieu  de  P, 

c(a  —  c)( i  -^  cosci  ) 


P  = 


'  a  —  c  cos  o 

si  l'on  remarque  que 

on  voit  que  cette  courbe  <^st  une  conchoïde  de  l'ellipse 
par  rapport  au  foyer  F  :  elle  est  fermée. 

En  prenant  le  cercle  Cj,,  on  obtiendrait  un  cercle  dans 
l'ellipse  et  une  conchoïde  (à  branches  infinies)  de  l'hy- 
perbole, dans  l'hyperbole. 

Enfin,  si  l'on  prendles  autres  cercles,  on  aura  des  rela- 
tions analogues  aux  précédentes  ;  par  exemple,  des  cercles 
de  rayon  a  -i-  c  ela  —  c  pour  les  lieux  des  points  de  con- 
tact de  FM  avec  Cp  et  Cp.. 


OLESTiOAS  PROPOSEES. 


1564.  Étudier  le  complexe  des  droites  D  dont  les 
dislances  à  deux  droites  données  L  et  L'  ont  un  rapport 
constant  K.  Examiner  en  particulier  le  cas  où  les  droites 
L  et  L'  se  coupent  à  angle  droit  et  celui  où  ces  droites 
sont  parallèles.  (Schoute.) 

"'ioôo.  Les  points  de  Brocard  et  les  points  de  Steiner 
sont  sur  une  hyperbole  circonscrite  au  triangle  fonda- 
mental. (Cesaro.) 

1366.  D  étant  la  perpendiculaire  élevée  sur  Taxe 
focal  d'une  conique  par  l'un  des  points  de  cet  axe  d'où 
la  conique  est  vue  sous  un  angle  droit,  et  P  désignant  le 
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pôle  de  la  droite  D  par  rapport  à  la  conique,  si  un 
cercle,  ayant  son  centre  sur  cette  conique  et  tangent  à 
la  droite  D,  coupe  l'axe  focal  aux  points  M)  et  Mo,  le 
rapport  de  PMj  à  PMo  est  constant. 

Que  devient  le  théorème  dans  le  cas  de  1" hyperbole 
équilatère?  (Maurice  d'Ocagne.) 

1567.  Soient  deux  coniques  A.  et  B  ayant  respective- 
ment pour  foyers  réels  «,  et  n^^  b^  et  ^2i  soit  C  une 
conique  quelconque  inscrite  dans  le  quadrilatère  cir- 
conscrit à  A  et  B^  les  deux  couples  de  droites  joignant 
un  foyer  de  C  aux  points  a^  et  ao,  h^  et  b^  ont  les 
mêmes  bissectrices. 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le  qua- 
drilatère circonscrit  à  deux  coniques  reste  le  même  si 
ces  deux  coniques  varient,  leurs  foyers  respectifs  res- 
tant fixes. 

Soient  deux  systèmes  de  coniques  respectivement  ho- 
raofocales-,  les  points  d'intersection  des  tangentes  com- 
munes à  une  conique  quelconque  du  premier  système 
et  à  une  conique  quelconque  du  second  restent  sur  une 
courbe  qui  coïncide  avec  le  lieu  précédent. 

(G.   HuMBEllT.) 

1568.  Dans  une  cissoïde  de  Dioclès,  l'aire  comprise 
entre  la  courbe  et  son  asymptote  est  égale  à  trois  fois 
l'aire  du  cercle  générateur.  (Barisien.) 
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SUR  m  COMPLEXE  DU  SECOXD  ORDRE  ET  SUR  LA  QUESTION 
POSÉE  AU  COACOURS  DE  1881  POUR  L'AGRÉGATIOX  DES 
SCIENCES  MATHÉMATIOUES; 

Par  m.   GEIMTY. 


On  donne  un  ellipsoïde,  et  Von  considère  les  droites  D 
telles  qae,  si  par  chacune  d' elles  on  mène  des  plans 
tangents  à  l'ellipsoïde,  les  normales  aux  points  de 
contact  M  et  M'  soient  situées  dans  un  même  plan. 

i"  Démontrer  que  la  droite  D  et  la  corde  MM'  sont 
rectangulaires . 

2°  Trouver  le  lieu  des  droites  D  qui  passent  par  un 
point  donné  A. 

.^"  Ce  lieu  est  un  cône  du  second  degré  :  trouver  le 
lieu  des  positiojis  du  point  A  pour  lesquelles  ce  cône 
est  de  révolution. 

4°  Trouver  l'enveloppe  C  des  droites  D  qui  sont  con- 
tenues dans  un  plan  donné  P  et  la  surf  ace  S  engendrée 
par  la  courhe  C,  quand  le  plan  ^  se  déplace  parallèle- 
ment à  un  plan  donné  Q. 

5°  Trouver  pour  quelles  directions  du  plan  Q  la 
surface  S  est  de  l'évolution. 

I. 

1.  Si  les  normales  aux  points  M  et  M'  de  l'ellipsoïde 
se  rencontrent,  il  est  évident  que  leur  plan  est  normal 
à  la  droite  D,  intersection  des  plans  tangents  en  M 
et  M';  la  droite  D  et  sa  polaire  MM' par  rapport  à  l'ellip- 
soïde sont  donc  rectangulaires. 

Réciproquement,  si  une  corde  MM' de  l'ellipsoïde  et 
Ann.  de  Malhémat..  W'  srrie,  l.  VI  (Scptembro  1887).      27 
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sa  polaire  D  sont  rectangulaires,  les  normales  aux  points 
M,  M'  sont  clans  un  même  plan;  c'est  le  plan  mené  par 
la  droite  MM'  perpendiculairement  à  la  droite  D. 

Les  droites  D  sont  donc  les  droites  de  l'espace  qui 
sont  normales  à  leurs  polaires  par  rapport  à  l'ellipsoïde, 
et  leur  ensemble  constitue  le  complexe  tctraédral  parti- 
culier à  l'étude  duquel  le  D"  Th.  Reye  a  consacré  la 
vingt  et  unième  leçon  de  sa  Géométrie  de  position. 

Avant  de  donner  une  théorie  analytique  de  ce  com- 
plexe, nous  devons  rappeler  cjuelques  notions  fonda- 
mentales sur  les  coordonnées  d'une  droite. 

2.  Les  écjuatîons  d'une  droite  en  coordonnées  carté- 
siennes rectangulaires  étant  ramenées  à  la  forme 

x  —  xi      y  —fi  _  z  —  zi 


L  m  n 

on  peut  prendre  pour  coordonnées  de  la  droite  les  six 
quantités 

\  =  ny^—  mzi,         \i.  =  lzx  —  nx^,         ^i  —  mx^  —  ly\. 

entre  lesquelles  on  a  la  relation  identique 

ZX  +  wi[ji. -f-  nv  =  o; 

/,  77i,  n  sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que 
fait  la  droite  avec  les  axes;  X,  p.,  v  sont  de  même  pro- 
portionnels aux  angles  que  fait  avec  les  axes  le  plan 
mené  par  la  droite  et  l'origine,  et,  si  d  est  la  distance  de 
l'origine  à  la  droite,  on  a 

l^  -I-  mP-  -1-  71- 

Pour    Z  =rr  7?i  =  7Z  =  o,    on   a  une  droite  située    tout 
entière  à  l'infini;  A,  \}.  et  v  déterminent  la  direction  de 
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la  normale  aux  plans  parallèles  qui  contiennent  cotte 
droite. 

Pour  ),  =1:  jj.  =  V  =  o,  on  a  la  droite  passant  par  l'ori- 
gine et  faisant  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  proportionnels  à  /,  ni  et  n  respectivement. 

Pour  jj.  =:v  =  o,  A  étant  ditFérent  de  o  (ce  qui 
entraîne  /=  o),  on  a  une  droite  située  dans  le  plan 
des  zx. 

Pour  m  =  n=o^  l  étant  différent  de  zéi^o  (ce  qui 
entraîne  A  =  o),  on  a  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  x. 

Cela  posé,  voici  quelques  formules  fort  utiles  et  dont 
la  démonstration  n'ollre  aucune  difficulté. 

3.  Les  coordonnées  de  la  droite 

••^  — ^1  ^  y—yi  ^  z  —  zi 

Xi  —  X2       yi  —  y  2       zi  —  Zi 

qui  joint  les  deux  points  (or,,  j,,  ^,  ),  (x^^j^o-,  -2),  sont 

l  =  Xi  —  X2,         m  =  yi — JK2,         n  =  Zi  —  z^, 
^  =  y^Zi  —  y^Zo,  [x  =  Z2X1  —  Z1X.2,  v  =  .r2jKi  —  ^iJK-2- 

4.  Les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  la 
droite  (/,  m,  «;  )v,  ;j.,  v)  et  du  plan 

XX  -^  '^y  -^  '(  z  -i-  0  =  o 

ont  pour  expression 

_    j3v  —  YF  —  ^  ^ 


y  = 


al-i- 

Pf 

-h^{n' 

YA- 

-  av 

—  om 

a/  + 

[j  «i  -+-  Y  'i 

au  — 

-fA 

—  on 

7.1  -h  fi/n  -h  ^(  n 
La  droite  est  parallèle  au  plan  si  l'on  a 

a  /  -!-  j3  /?!  -t-  Y  /'  =  o  : 
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elle  est  située  tout  entière  dans  le  plan,  si  l'on  a  en 
même  temps 

JÎV  —  '([X  —  ol  =  o, 
-j'X  —  av  —  om  --=  o, 
a[JL  —  pX  —  on  =  o. 

Les  quatre  équations  qui  précèdent  ne  représentent 
d'ailleurs  que  deux  conditions  distinctes;  on  obtient  en 
effet  la  première  en  additionnant  les  trois  autres  multi- 
pliées par  a,  p,  y  respectivement,  et  l'on  obtient  la 
quatrième  en  additionnant  la  deuxième  et  la  troisième 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  ).  et  [>.. 

5.  Le  résultat  qui  précède  conduit  immédiatement 
aux  équations  ordinaires  d'une  droite  donnée  par  ses 
coordonjiées  l,  m,  n;  )v,  [j.,  v. 

Ces  équations  sont  les  suivantes  : 


al  -r-  p /?i  -i-  Y /i 


y- 

'fk  —  av  —  0  m 

a  /  -f-  p  An  -^  Y  /i 

m 

a\i  ■ —  pX  —  on 

a  ^  -4-  P  771  -i-  Y  /i 

a,  [j,  y,  o  ayant  des  valeurs  absolument  quelconques, 
pourvu  qu'on  n'ait  pas  en  même  temps  a  =  |î  =  v  z=  o. 

6.  Les  coordonnées  de  la  droite,  intersection  des  deux 

plans 

•xx  -^  '^y  -i-  Y-3  -!-  0  =  o, 

7.' X  -i-  ^' y  -r-  y'-s  -f-  o'=  o, 
ont  pour  expression 

l  —  ?y'~  7?'-        '"  =  Y^' —  ^Y'^        '^  =  ^?'—  H^'? 
A  =  oa  —  ao  .  ijl   =  0(i  —  po  ,  v   =  oy  —  "o  . 

7.  La  distance  d  d'un  point  (j^s^  J-i-,  -2)  •'i  une  droite 
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(/,  m,  n\  À,  [ji.,  v)  est  donnée  par  la  formule 

,2  _  (X  —  ny-i -\-  mz2Y-\-{\>.  —  1^2 -¥-  n .r, )- -f- ( v  —  /?z .r,  -f-  ly^ )'^ 

l'^-h  m- -h  n'^ 

Les  conditions  pour  que  le  point  appartienne  à  la 
droite  sont  donc 

À  =  ny.2 —  mz2,         [x  =  lz2 —  nx^,         v  =  mx2 —  ly-i, 

qui  se  réduisent  à  deux  distinctes  et  qui  résulteraient 
aussi  des  formules  du  n°  3. 

8.  Les  coordonnées  de  la  perpendiculaire  abaissée  d(; 
l'origine  sur  la  droite  (/,  m,  Ji\  )^,  y-,  v)  sont 

[xn  —  wv,     v/ — n\,     Im  —  lix,     o,     o,     o. 

Le  plan  mené  par  la  droite  (/,,  mtj  «i  ^  A|,[j.,,v,), 
parallèlement  à  la  droite  (/o,  /7îo,  «05  ^25  P^2>'''2)5  ^  pour 
équation 


(I) 

(X,  1711,112)^ 

=   P21. 

en  posant 

X 

y     - 

(37,  /«i,  «2)  = 

h 

nii     ni 

h 

nu     712 

et 


Prs=  lAs-+-  'nrlJ-s-+-  n,- 


La  plus  courte  distance  des  deux  droites  est  la  distance 
au  plan  (i)  du  point  (jTo,  j',?  z^)  de  la  seconde  :  on  a 
donc 

^2^1+  «lo  [J-i -r-  «2^1  —  {-^ii  "îl>  '^2) 


v/( mj  112  —  m2  «1  y^ -\-{nil2  —  «2  h  )"'-+-(  ^1  w 2  —  ^2  '^^i  )^ 

En  vertu  des  formules  du  n'^  6,  le  numérateur  peut 
d'ailleurs  s'écrire 

P21+P.- 
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La   condition  qui  exprime  que  les   deux   droites    se 
rencontrent  est  donc 

et,  si  cette  condition  est  vérifiée,  on  reconnaît  sans  peine 
que  le  plan  des  deux  droites  a  pour  équation 

(œ,  nii,  rio)  =  P21  = —  Pis! 

que  leur  point  de  rencontre  a  pour  coordonnées 

p;;  p^^     '        p^^      ' 

enfin,  que  les  coordonnées  d'une  droite  quelconque 
passant  par  leur  point  d'intersection  et  situées  dans  leur 
plan  sont 

/  -T-  A7i,     m  -+-  knii,     n  -i-  kn^,    X  -t-  A  Xj,     \x  -i-  X:;j.i,    v  -^  A  vj. 

9.   Les  conditions  pour  que  trois  droites 

(/i,  mi, /i,,Xi,  [x,,vi),     (/a, /«2,  •  •  •)>     (^3,"î3,  •••) 

se  rencontrent  deux  à  deux  sont,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, 

/'    P23^P32=  o, 


(i) 


P3I-H  Pl3=0, 
Pl2^P21=0. 


Or  le  produit   (A,  m,,  7î,  )  X  ()m,  p-t,'''!  )  est,  d'après 
la  règle  de  multiplication  des  déterminants,  égal  à 


Pu  P12  Pl3 

T>  P  P 

i  21  1  22  ^23 

I   3  1  P32  1   33 


O  P12       P,3 

P21  O  P03 

P31      P32       O 


il  est  donc  nul  en  vertu  des  équations   (i).  Donc   ces 
équations  entraînent  l'une  ou  l'autre  des  conditions 

(2)  (/,,  /Ho,  «3)   =  O, 

(3)  (Xi,  [J.2,V3)  =  0. 
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Si  l'équation  (2)  est  satisfaite  sans  que  l'équation  (3) 
le  soit,  les  trois  droites  sont  dans  un  même  plan  normal 
à  la  directrice  qui  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les 
cosinus  sont  proportionnels  à 

•23  ^^1  ~!~  P3I  '^2  ■+"  P12  ^3  j 
P23P-I-1-  P3lf^2-+-Pl2Î^3; 
P23'''l    -+-  P3l''2   -^'Pl2''3- 

Si,  au  contraire,  la  condition  (3)  est  satisfaite,  sans 
que  la  condition  (2)  le  soit,  les  trois  droites  forment  un 
trièdre  dont  le  sommet  a  pour  coordonnées 

P32  M  ~^   '    13  ^2  ~^~  •   '>!  ^3 


(/i,/n2, /I3) 

P3.2  Wi-i-  Pi3m2-H  P21  W3 
Ps^f^i  -+-  Pl3'i2-^  P2I  «3 


(^1,  /?l2,  113) 

Si  enfin  les  conditions  (2)  et  (3)  sont  satisfaites  en 
même  temps,  les  trois  droites  sont  situées  dans  un  même 
plan  et  passent  par  un  même  point,  ce  plan  et  ce  point 
étant  déterminés  comme  au  n°  8. 

]0.  Nous  signalerons  enfin,  sans  les  démontrer,  deux 
formules  élégantes  : 

Trois  droites  (/, ,  .  . .  ),  (4,  •  •  •  )'  (^35  •  •  •  )  ^^^  ^^^ 
sont  pas  situées  dans  un  même  plan  déterminent  un 
parallélépipède  qu'on  obtient  en  menant  par  chacune 
de  ces  droites  des  plans  parallèles  aux  deux  autres. 

Le  volume  de  ce  parallélépipède  a  pour  expression 

y_    I     (P23-V  P32)(P31+  Pl3)(Pl2-^  P2O 

Le  centre  de  parallélépipède,  cest-à-dire  le  centre  de 
riiyperbuloïde  déterminé  par  ces  trois  droites   a   pour 


(  4o8 
coordonnées 


P-23)/l  +  (Pl3-  P3I  )  A,+(  P,i  -  Pi,)  /, 

2(/,.  n?2,  «3) 


IL 


11,  Une  équation  liomogène  de  degré  n  par  rapport 
aux  coordonnées  de  la  droite 

(i)  F(/,  m,  n;  X,  [j.,  v)  =  o 

représente  un  complexe  d'ordre  n. 

On  obtient  l'équation  du  cône  du  complexe,  c'est- 
à-dire  le  lieu  des  droites  du  complexe  qui  passent  par 
un  point  donné  {x\^Y\,Zi),  en  remplaçant  dans  cette 
équation  /,  m,  «,  )^,  fx,  v  respectivement  par 

x  —  scx,   y  —  yu    -  —  -1, 

y^z  —  ziy,     zix^xxz,     x^y—yix, 

ce  qui  donne 

Y{x  —  Xi,  y  —  yi,  ^  —  zi,{y^,  z),{Zi,x),{oCuy)}  =0, 

équation  de  degré  n. 

Si  l'on  porte  l'origine  au  sommet  du  cône,  cette  équa- 
tion devient  simplement 

^[oc,y,^,{y,z),{zi,x),  (.ri,  JK)]  =0. 

Soit  {x^j^z)  un  point  quelconque  d'une  droite  du 
complexe  faisant  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosi- 
nus sont  proportionnels  à  /, ,  ln^  et  n^•^  l'équation  (1) 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

V{li,  ni\,  rii.  iiiY  —  niiz.   l\z-—nix,  m^x — liy)=o. 


(    iog  ) 
lt2.   Clici'clions  la  courbe  du  complexe  située  dans  le 
plan 

(i)  aar  — 3^-4- 7^  =  I. 

Soient  /,  m,  ;?,  A,  ui,  v  les  coordonnées  d'une  droite  du 
complexe  située  dans  ce  pian;  nous  aurons 

1  =  ;3v  —va, 
m  =  'fh  —  av, 
n  =  aa  —  pÀ  ; 

en  remplaçant  /,  m  et  /z  par  ces  valeurs  dans  l'éfjuation 
du  complexe,  nous  aurons 

(a)  F(  ^v  —  va,  -/À  —  av.  a;jL  —  3À,  À.  ;jl,  v)  =  o, 

et,  si  l'on  regarde  À,  'j.  et  v  comme  des  coordonnées  car- 
tésiennes, cette  équation  représente  le  cône  réciproque 
de  celui  qui  a  son  sommet  à  l'origine  et  pour  base  la 
courbe  du  complexe  située  dans  le  plan  (i). 

L'équation  (2)  étant  d'ordre  n^  la  courbe  en  question 
est  de  la  jï"'^^  classe. 

13.  Clierclions  enfin  la  courbe  du  complexe  située 
dans  le  plan 

(i)  a:r-+- Pjk-^Y^  =  0, 

qui  passe  par  l'origine. 

Soit  (^,,  j'i,  ^1)  le  pôle  d'une  droite  du  complexe 
située  dans  ce  plan  par  rapport  au  cercle  de  rayon  égal 
à  l'unité  et  ayant  son  centre  à  l'origine.  La  droite  elle- 
même  aura  pour  équations 

aa:  -r-  Pjk  -i-  7  -2  =0 

et,  par  suite,  pour  coordonnées  (6), 

/  =  3«|  —  7,Ki-         /n='[Xi — asj.         /t  =:  a  »'i — ,iJ"i. 
À  =  a.  'X  =  3.         V  =  V. 


(  4io  ) 

Eu  portant  ces  valeurs  dans  réquation  du  complexe 
et  supprimant  les  indices,  il  vient 

F(?-  — Yr>  Y^r— a^,  aj  — |3^,  a,  j3,y)  =  o, 

pour  l'équation  de  la  polaire  réciproque  de  la  courbe 
cherchée. 

III. 

14.   Revenons  maintenant  à  la  question  du  concours 

igrég 

Soit 


d'agrégation 


^  "*"   "P  "^   ^  ^' 

l'équation  de  l'ellipsoïde  donné, 

x  —  Ti   ^  y  —  n    _  -5  —  ^1 
l  m  II 

celles  de  l'une  des  droites  D. 

La  polaire  de  cette  droite  par  rapport  à  l'ellipsoïde 
est  l'intersection  du  plan  polaire  du  point  {x^^y'^^Zx) 
et  du  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  D^  elle  a 
donc  pour  équations 

orxx       _ry_l    ,    £f_i  _ 
ai   ^    62    ^    c-2   ~    ' 


Lt        m  y 


-^ — ~  =  o; 


elle  fait  donc  avec  les  axes  des  angles  dont  les   cosinus 
sont  proportionnels  à 

a-{nyi — nizi),     b'-{lzi  —  n-^'i),     c^{nixi — ^J^i). 

ou  à  A,  jj.  et  V,  et  la  condition  du  problème  donne  imiué- 


(  4ii  ) 

diaLement 

(l)  «2 /X  -r-  6- W  |JL  -f-  C^/iV  =  O, 

équation  d'un  complexe  du  second  ordre. 

Celle  équation  ne  cliange  pas  si  l'on  remplace  a-,  b- 
et  c-  par  <ja--^^^  crè^+p  et  o--4-p  respectivement, 
<7  et  p  étant  deux  nombres  quelconques;  nous  dirons 
donc  que  le  complexe  appartient  à  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  ayant  pour  équation 

x^  r2  ^2 


ff62- 


Cette  équation  représente  l'ensemble  de  toutes  les 
surfaces  du  second  ordre  liomotliétiques  et  coaxiales  à 
l'ellipsoïde  donné  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'en- 
semble des  surfaces  liomofocales  des  ellipsoïdes  liomo- 
tliétiques et  coaxiaux  à  l'ellipsoïde  donné. 

L'équation  (i)  est  satisfaite  pour  in  =  n^=^  o  (ce  qui 
entraine  /  =  o  ou  A  =  o)  et  pour  [x  =  v  =  o  (ce  qui  en- 
traîne X  =  o  ou  /  =  o) 5  donc  toutes  les  droites  passant 
par  l'origine,  toutes  les  parallèles  aux  axes  principaux 
de  l'ellipsoïde,  toutes  les  droites  situées  dans  le  plan 
de  l'infini  et  enfin  toutes  colles  situées  dans  l'un  des 
plans  principaux  de  l'ellipsoïde  font  partie  du  com- 
plexe. 

Le  complexe  contient  aussi  toutes  les  normales  aux 
surfaces  du  second  ordre  représentées  par  l'équation  (2). 

En  elï'et,  la  normale  au  point  [Xi,y\,  z^)  de  l'une  de 
ces  surfaces  a  pour  équations 

■r  —  Xj    _   y  —  yi    ^    z  —  z^ 
r:a^-rr-'  ^b^-r?  (jc^-i-p 


(    4l2    ) 

et  ses  coordonnées,  qui  ont  pour  expression 


J'i 


J<:t--r-p  7^2— -p  .  •jC--T-p 

(a62+p)(ac2-f-p)' 

_         7Gi.ri(c2—  «2  ) 

'         (ac-2-f- p)(ja2-T- p/ 

V    =    ^^ 5 

(C7a2-+-  p)(cr62_  p) 

satisfont  identiquement  .à  Téquation  (i). 

Le  complexe  comprend  par  suite  les  axes  de  toutes 
les  quadriques  représentées  par  l'équation  (2),  et  aussi 
les  axes  principaux  de  tous  les  cônes  circonscrits  à  ces 
surfaces. 

15.  Si  de  l'équation  du  complexe 

(i)  a- Ia -^  b^  miJ. -h  c- ii'j  =  o 

nous  retranchons  l'identité 

«2  (  /  X  -î-  rtl  [X  -r-  /?  V  )  =0. 

il  vient 

( b^  —  a^)  mix-^{c'^ —  a^)  nv  =  o, 

ou  bien,  x,,j',,  ^,  étant  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque d'une  droite  du  complexe, 

{b- —  a-)  m{lzi —  nixi)  =  (a- —  c-)  n{mxj  —  ly\), 

ou  enfin 

il  _  £j 

n  l  a-  —  c^ 


/  m 


Mais,  si  A,  B  et  C  sont  les  points  où  la  droite  consi- 
dérée perce  les  plans  coordonnés,  le  premier  membre 


(  4i3  ) 

1      ,  ,   ..  '    '1      .       '      •  MC  — MA       , 

de  la  relation   precetlente  eciuivaut  a  ttz ttf;  '  c  esL- 

'-  ^  MA  —  MB 

<     ,.       ,   CA 
a-d,rea^. 

L'équation  (i)  exprime  donc  cette  propriété  fonda- 
mentale du  complexe,  à  savoir  que  toutes  les  droites  qui 
en  font  partie  sont  coupées  dans  le  même  rapport  par 
les  plans  principaux  des  surfaces  du  second  ordre  aux- 
quelles il  appartient. 

16.  Le  cône  du  complexe,  qui  a  son  sommet  au  point  x, 
a  pour  équation  (n°  11) 

\  a'-i^  —  ^i)( y^i  —  ^yt)  ^  b-^iy  —  j'Oizxi  —  xzi) 

(  -T-cH-— 2i)(arKi  — a^ijK)  =  o, 

ou  bien,  en  supposant  les  axes  transportés  parallèlement 
à  eux-mêmes  au  point  (X),  }  < ,  ^,), 

(2)     (62 —  c^)xiyz  -r-(c- —  a-)yi  zx  -^(a~  —  b-)ziTy  =  0. 

Cette  équation  ne  change  pas  quand  on  remplace  .r,, 
Yi  et  z^  par  kxi^ky\  et  A")  respectivement.  En  d'autres 
termes,  tous  les  cônes  du  complexe  qui  ont  leurs  som- 
mets sur  un  diamètre  de  l'ellipsoïde  ont  une  conique 
commune  dans  le  plan  à  l'infini. 

On  obtient  rintersection  du  cône  avec  le  plan  desyc 
en  faisant  x  =  o  dans  l'équation  (i),  ce  qui  donne 

—  «M  JK^i  —  zyi)-r-  bHy  —  y^  )  zxx  —  c.^-(z  —  z^  )yxx  =  o 

ou  bien 

(b-—  c-i) y'^  —  U"'—  a^)y^z  —{ar-—  b"^)  z^y  =  o, 

équation  indépendante  de  x^.  Donc  tous  les  cônes  du 
complexe  qui  ont  leurs  sommets  sur  une  droite  paral- 
lèle à  un  axe  principal  de  l'ellipsoïde  rencontrent  le 
plan  principal  normal  suivant  une  même  hyperbole 
équilatère. 


(  4i4  ) 

17.  L'ëquation  (2)  du  paragraphe  précédent  montre 
qu'un  cône  du  complexe  ne  peut  se  réduire  à  un  système 
de  deux  plans  que  si  l'une  ou  l'autre  des  coordonnées  x^ , 
y,,z,  est  nulle,  c'est-à-dire  si  le  sommet  du  cône  est 
situé  dans  l'un  ou  l'autre  des  plans  principaux  de  l'ellip- 
soïde . 

D'un  autre  côté,  un  cylindre  quelconque  du  complexe 
ayant  pour  équation  (n*^  11) 

(2)    a^  l(ny  —  mz)  ~  b-m(lz  —  iix)  -r-  c-n{nix  —  ly)  =z  o 

se  décompose  lui-même  en  un  système  de  deux  plans,  le 
plan  à  l'infini  et  celui  qui  est  représenté  par  l'équa- 
tion (2). 

On  voit  ainsi  que  la  surface  singulière  du  complexe, 
considérée  comme  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
complexe  qui  se  réduisent  à  un  système  de  deux  plans, 
se  compose  de  quatre  plans,  savoir  les  trois  plans  prin- 
cipaux d€  l'ellipsoïde  et  le  plan  à  l'infini. 

"18.  Le  cône  du  complexe  qui  à  son  sommet  au  point 
( X) ,  jKi  5  ^)  )•)  ayant  pour  équation 

{b^ —  c'')  x^yz  -\-{c- —  a'^)  yizx  -Jt-{a'^ —  b-)Zyxy  =  o, 

est  un  cône  de  révolution  pour 

(è2_c2)2^2=(c2_a'.)2_^|=(«2_62)o^| 

ou,  en  supprimant  les  indices, 

(62_c2),r  =±(c2— «2)  jK  =rir(a2— 62)^, 

équations  de  quatre  droites  passant  par  l'origine  et  symé- 
triques deux  à  deux  par  rapport  aux  plans  principaux 
de  l'ellipsoïde. 

19.   Soit 

(1)  OLX  -^  '^y  ~  '^z  —  f, 


(  4i5  ) 
l'équation  d'un  plan  quelconque.  Le  rôiie  réciproque  de 
celui  qui  a  son  sommet  à  l'origine  et  pour  base  la  courbe 
du    complexe    située   dans  ce    plan    a    pour    équation 

(n"  12) 

a'^x{'^z  —  -^y)  -\-  b-y{'ix  —  az)  -f-  c-z(y.y  —  '^x)  =  o 

OU  bien 

(2)       (62— c2)a75-4-(c2— «2)  p-^_i_(û[2_^,2)(xarK  =  o. 

Ce  cône  contient  les  axes  et  la  normale  au  plan  (1)5 
donc  la  courbe  du  complexe  est  une  parabole  tangente 
aux  intersections  de  son  plan  avec  les  plans  principaux 
de  l'ellipsoïde. 

20.  L'équation  (2)  du  paragrapiie  précédent  est  indé- 
pendante de  0  et,  par  suite,  elle  ne  change  pas  quand  le 
plan  (i)  se  meut  parallèlement  à  lui-même.  Donc  les 
courbes  du  complexe  situées  dans  des  plans  parallèles 
sont  sur  un  cône  du  second  ordre  dont  le  sommet  est  à 
l'origine. 

Ce  cône,  qui  est  le  réciproque  du  cône  (2),  a  pour 
équation 


v/(è2—  c^)y.x-\-\/{c'^—  a2)  ^y  -i-\/{a''^—  b')yz  =  o, 

et  il  est  de  révolution  si  l'on  a 

af^ï  — c2)  ==h  ^(c2— «2)d=  Y(a2_62_), 

c'est-à-dire  lorsque  les  plans  des  courbes  du  complexe 
sont  perpendiculaires  à  l'une  ou  l'autre  des  quatre 
droites  trouvées  ci-dessus  (n°  18). 


«6  ) 


SUR  LE  CALCUL  D'U^E  FO\CT!0^  SYMETRIOUE  ; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Soient 


?(^) 


une  équation  algébrique  de  degré  m  et  ^{x)  une  fone- 
tion  entière  de  jc  de  degré  p..  Divisons  'l>{x)  par  o(x)-. 
soient  <7,  le  quotient,  J;,  le  reste.  Divisons  xt|>(  par  cû(jc)  5 
soient  q,  le  quotient,  'io  le  reste,  etc.  Divisons  X'\im-i 
par  cp*,  soient  (7,^  le  quotient,  'h,n  le  reste.  Soient  enfin 


. -I-   «2//!) 
•  +  '^•2  /H  1 


On  aura 


on  en  conc 


lut 


R  =   s  ±  «M  «22   ••  •   (tm'u- 


)v  désignant  un  polynôme  entier,  et  par  suite,  en  appe- 
lant a,,  y.o,  ....  y.„i  les  racines  de  cpfx)  =  o, 


si  donc  on  pose 


a/-î^(a,)  =  'j'y(a,); 


ai 


,w-l       ,,m    I 


(4i7  ) 
A  sera  le  produit  des  différences  des  racines  de  o 


t  1  on  aura 

<|/(ai)               ^(a^) 

'^(^ni) 

îfi'M^i)           ■^•2'\>(^2) 

a„4/(a,„) 

(2)         -iYV-1,'  -2YV-2J       ■■■       ■-u^y-m,      |  =  AJ;(a,)'K«2)  •■•'!>(««)• 

Or  ou  a 

^y( a,-)  =  «y,  a--i  -f-  «y,  a;.«-2  +  .  .  . ^  ay„  : 
donc,  eu  vertu  de  (i), 

donc,  le  déterminant  qui  figure  dans  le  premier 
membre  de  (2)  est  le  produit  de  R  par  A.  La  formule  (2) 
donne  alors 

RA  =  A  J;(ai)<j>(a2)  •••, 
ou  enfin 

(3)  4.(a,)J^(«2)...  <!'(«,„)  =  R. 

La  fonction  R  est  donc  le  premier  membre  de  la  ré- 
sultante des  équations  cp  =  o,  d»  =  o.  Il  est  d'ailleurs 
facile  de  reconnaitre,  dans  les  polynômes  'j/,,  ij;o,  ..., 
ceux  qui  servent  à  Cauclij  pour  former  sa  résultante. 

C'est,  je  crois,  la  première  fois  que  l'identité  (3)  est 
démontrée  directement.  Le  théorème  de  Bézout  en  dé- 
coule. 

Cette  méthode  peut  être  généralisée  et  étendue  à  un 
nombre  quelconque  d'équations  à  l'aide  de  la  notion 
des  polynômes  réduits  et  des  équivalences  algébriques 
dont  j'ai  présenté  la  théorie  dans  les  Noiwelles  Annales 
l'année  dernière. 

Considérons  les  équations  algébriques 

(l)  'fl   =  o,  <f2  =  o,  ...,  '■?«  =  O, 
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(  4x8  ) 
des  degrés  m,,  ni^-^  •  .  • ,  vin  par  rapport  aux  inconnues 
X|,  x-2i  .  . .,  Xn  et  soit  'il  une  fonction  entière  de  x,, 
jjo,  . ..  f  Xn  àe  degré  p..  Appelons  i  =  (o",  lo',  . .. ,  oj/'~* 
les  p  ==  nii  771-2  . .  .  m„  arguments  réduits,  c'est-à-dire 
les  quantités  de  la  forme  x^'o:"'  .  , .  qui  ne  contiennent 
pas  de  facteur  x'"',  x'."-^  . . .,  a:"/".  Soient  t!;o,  (j^i ,  .  •  -,  '\'p-{ 
les  polynômes  réduits  équivalents  à  too^];,  lo' «];,  ..., 
mP~*  à\  enfin  désignons  en  général  par  (  F)j  ce  que  de- 
vient un  polynôme  F  quand  on  y  remplace  x< ,  Xo,  .  • . , 
Xn  par  les  éléments  de  la  i'"™^  solution  des  équations  (i) 
que  nous  supposons  distinctes,  finies  et  au  nombre  de  p. 
Posons 

(l'o)!        ('l'l)l         ...        ('^p-ih 


e  = 


Si  r 


ou  pose 


(4'o)/'    ('\'i)p 


(wo),      (wi)i 


(co/'-i)i 


et  si,  faisant,  en  général, 

'|y  =  ayo  COO  -1-  «y  1  Wl  -1-  .  .  .  -I-  «y/,-!  u)/'-' , 

on  désigne  par  R  le  déterminant  Saoo«n  •  •  •  clp_^p_^^ 
on  observe  que  l'on  a 

on  trouvera 

(a)  0  =  OR; 

mais  le  déterminant  0  peut  aussi  se  mettre  sous  la  lorme 

(4/)i(ioO)j      ((};),  (toi)i 

(4/)2(o)0)2       (4^)2(^1)2 


ou 

(3) 


f4.),(^)2...(4.V. 


(  4.9  ) 
De  (a)  et  (3)  on  conclut 

R  =  (<l)i  (4.  ),...(-!/)„, 

et  R  =  G  est  la  résultante  du  système 

1]/ =  o,         o^=o,         00  =  0)         •••)         <?n  =  o 

L'évaluation  du  degré  de  R  ne  présente  d'ailleurs  au- 
cune difficulté. 


SIR  IJ\E  011ESTIO\  POSÉE  AIX  EXAMENS  ORAUX  D'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE; 

Par  m.  Georges  MAUPIN, 
Élève  en  Mathématiques  au  lycée  de  Rennes. 


On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère 
et  une  ellipse  dans  un  de  ses  plans  directeurs.  A  cette 
ellipse  on  mène  une  tangente,  et  l'on  considère  une 
génératrice  du  paraboloïde  qui  lui  soit  perpendicu- 
laire. Trouver  le  lieu  de  la  perpendiculaire  commune 
à  la  tangente  et  à  la  génératrice. 

Je  vais  démontrer  que  ce  lieu  se  compose  : 

1°  D'un  cylindre  droit,  ayant  pour  base  une  podaire 
de  l'ellipse^ 

1°  De  deux  paraboloïdCs  hyperboliques,  égaux  entre 
eux  et  égaux  au  paraboloïde  donné; 

3°   Du  plan  de  l'ellipse. 

Soient  ox,  oj^  oz  trois  axes  rectangulaires  ;  les  plans 
jox  et  zox  sont  les  plans  directeurs  du  paraboloïde  et 
o  est  le  sommet.  H  y  a  lieu  de  considérer  successivement 
les  génératrices  qui  sont  parallèles  au  plan  xoy  et  celles 


(  4'-^o  ) 

qui  sont  parallèles  au  plan  cox-^  les  premières  ren- 
contrent oz  et  les  secondes  s'appuient  sur  or. 

i"  Si  G  est  une  génératrice  parallèle  à  xoy^  û  j  r 
toujours  deux  tangentes  à  l'ellipse  qui  sont  perpendicu- 
laires à  G;  soit  T  l'une  quelconque  d'entre  elles.  La 
perpendiculaire  commune  à  G  et  à  T  est  parallèle  à  oz  ^ 
soit  d'ailleurs  g  la  projection  de  G  sur  xoy]  le  point /?i 
où  elle  coupe  T  est  la  trace  de  la  perpendiculaire  com- 
mune. Or  le  lieu  du  point  m  est  la  podaire  de  o  par 
rapport  à  l'ellipse,  c'est-à-dire  une  quartique.  Donc  le 
lieu  de  la  perpendiculaire  commune  est  le  cylindre  du 
quatrième  ordre,  admettant  cette  quartique  comme 
directrice  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  oz. 

2"  Considérons  maintenant  une  génératrice  F  paral- 
lèle à  zox:,  supposons  qu'il  lui  corresponde  une  tan- 
gente B  de  l'ellipse.  L'angle  formé  par  F  et  0  a  un  côté 
dans  le  plan  xoj  :  donc  il  se  projette  sur  ce  plan  sui- 
vant un  angle  droit;  et  comme  la  projection  v  à  F  est 
parallèle  à  ox  .  0  sera  pei'pendiculaire  à  ox. 

Ainsi  la  tangente  0  est  menée  à  l'ellipse  parallèlenient 
à  oy.  Il  y  a  deux  tangentes  parallèles  à  07,  je  les  dési- 
gnerai par  0  et  0| . 

Cherchons  le  lieu  correspondant  à  0;  parle  point 
où  se  coupent  y  et  0  menons  la  pei^pendiculaiie  à  F  : 
cette  droite  sera  la  perpendiculaire  commune  P.  Or  sup- 
posons que  le  paraboloïde  donné  glisse  parallèlement  à 
lui-même,  le  long  de  ox,  de  manière  que  oy  vienne 
s'appliquer  sur  0,  puis  qu'on  lui  imprime  une  rotation 
de  90°  autour  de  0.  On  voit  qu'après  ce  double  mouve- 
ment la  génératrice  F  sera  confondue  avec  P,  qu'à  toute 
génératrice  du  paraboloïde  correspondra  ainsi  une  gé- 
nératrice du  lieu,  ou  qu'enfin  le  paraboloïde  sera  con- 
fondu avec  le  lieu  de  P. 

Le  lieu  de  P  est  donc  un  paraboloïde  égal  au  premier  ; 
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il  a  pour  plans  directeurs  xoz  et  zoj  ,  et  ox  et  0  sont 
les  génératrices  qui  passent  par  le  sommet.  De  même  le 
lieu  correspondant  à  0  est  un  troisième  paraboloïde, 
qui  se  déduit  du  second  en  transportant  celui-ci  paral- 
lèlement à  lui-même,  le  long  de  ojr,  jusqu'à  ce  que  0 
soit  venu  en  0, . 

S**  Nous  avons  dit  (2")  que  les  génératrices  F  se  pro- 
jettent parallèlement  à  ox\  il  y  a  exception  pour  la  géné- 
ratrice oz.  Cette  génératrice  est  projetée  suivant  le 
point  o,  elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  tangentes 
à  c,  et  le  lieu  des  perpendiculaires  communes  qui  lui 
correspondent  est  le  plan  xoy. 


SIR  UNE  APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DE  STIRM; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


La  fonction  tangx  développée  en  fraction  continue 
donne,  comme  l'on  sait,  le  développement  suivant 


taiiîra: 


Les  réduites  de  cette  fraction  continue  sont  des  quotients 
de  polynômes  entiers  en  x.  Ces  polynômes  ont  tous 
leurs  zéros  réels,  et  la  démonstration  de  cette  propriété 
par  la  méthode  de  Sturm  donne  lieu  à  une  remarque  C[ui 
offre  quelque  intérêt. 

En  formant  les  réduites  successives  de  la  fraction  con- 
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tinue,  on  obtient 


Pi 

X 

Qi 

1 

) 
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P3 

= 

I. 

3, 

.5x  ■ 

—  x^ 

Q3 

1. 

3. 
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D'une  manière  générale,  les  polynômes  P  et  les  poly- 
nômes Q  sont  liés  par  la  loi  de  récurrence 

P„  =  (  2  n  —  i)  P„_i  —  x-^  P„_2, 
Q«=(2rt-i)Q„_i-;r2Q„_,. 

Ces  relations  s'appliquent  même  pour  n=  2,  si  l'on  fait 
les  conventions 

Po=o,         Qo=i. 

Elles  permettent  de  calculer  aisément  ces  polynômes  ; 
on  a  ainsi 

Pi  =  X, 

P2=  I.  3:r, 

Ps  —  i.S.Sx  —  x^, 

p4=:  i.3.5.7:r —  lojr', 

P5  =  I.  3.5.7.937  —  io5x^-{-  x^, 

P6=  1.3.5.7.9.  lia; 1260075  H-  2157^, 


Q,  =  1.3  — 372, 

Q3  =  i.3.5  — 6a72, 

Qi  =  1 .  3 . 5 . 7  —  45  372  -H  57*, 

Q5  =  1.3.5.7.9  —  420^72+  i5a:4^ 

Q6=  I.  3.5.7.9.1  I  —  ^y-iSx^-h  21037* —  x^, 

On  voit  que  P2«_t  etPo„sonl  chacun  de  degré  2«  —  i, 
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et  que  les  coefficients  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
changent  de  signe  de  deux  en  deux;  ces  coefficients  sont 
du  signe  de  ( — 1)"~'. 
La  relation 

P„  =  (  2  «  —  i)  P„_i  —  x"  P„-2, 

appliquée  aux  polynômes  Pa,?,  Pan-i  5  ^2n-2,  •  •  • ,  va  nous 
permettre  de  démontrer  la  réalité  des  racines  de  l'équa- 
tion P2«=  o  ou  de  Po/î-i  =  o.  On  a,  en  elfel, 

P2„  =  (4  w  —  I  )  P2„_,  —  ar2  Pj„_2, 

P2«-l  =  (4«-3)P2„-2-^2P2;z-3, 


P,  =  3P,  —  or'-Po. 

Ces  relations  montrent  que  deux  fonctions  consécu- 
tives ne  peuvent  pas  s'annuler  pour  une  même  valeur  de 
o:,  excepté  pour  jf  =  o,  et,  si  l'une  d'elles  s'annule,  celles 
qui  la  comprennent  sont  de  signes  contraires. 

Si  donc  on  substitue  dans  la  suite 

P2«)        P2«-l>       P2rt— 2)         •••)        ^2?       Pl> 

successivement  —  00  et  —  s,  H-  s  et  -h  oc,  £  étant  aussi 
voisin  que  l'on  veut  de  zéro,  pour  a:  =  —  co,  Po»  et  Pon-i 
ont  le  signe  de  ( — i)'*;  P^n-i  et  Pow-s,  celui  de 
( —  i)"~S  • . .;  Po  et  P,  ont  le  signe  — .  La  suite  P^n-, 
ï*2«-o  •  '  '  ■)  Pi  présente  donc  n  —  i  variations.  Pour 
X  =  —  £,  s  étant  suffisamment  petit,  tous  les  polynômes 
ont  le  signe  —  et,  par  suite,  ne  présentent  que  des  per- 
manences; l'équation  P2«=o  a  donc  «  —  i  racines  au 
moins  entre  00  et  —  t. 

Pour  a:=-|-£,  toutes  les  fonctions  ont  le  signe  -h; 
pour  a:  =  -h  ce,  elles  ont,  par  groupes  de  deux,  à  partir 
de  Paw,  les  signes  de 
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elles  présemeut  donc  n  —  i  variations  ;  l'équation  P2«=  o 
a  donc  aussi  au  moins  {n  —  i)  racines  réelles  entre  -4-  e 
et  +  oo;  ceci  résultait  d'ailleurs  aussi  de  ce  que  Po^  ne 
renferme  que  des  puissances  de  x  de  même  parité. 
L'équation  P2„=o  a  donc  au  moins  2(/z  — i)  racines 
réelles  autres  que  zéro  ;  elle  admet  aussi  la  racine  zéro, 
et,  comme  elle  n'est  que  de  degré  'Ui  —  i,  elle  a  toutes 
ses  racines  réelles. 

Le  même  raisonnement  s'applique  à  l'équation 
P2«-i  =  o  qui  est  aussi  de  degré  in  —  i;  il  suffit  de 
considérer  la  suite  des  fonctions 

P2ra-lj       P2«-2>        •••)       P»»       Plj 

qui  ne  présente  plus  qu'une  seule  fonction  de  degré 
in  —  I. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  le  rapport  „  ""  ■  passe 

d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive  lorsque  x, 
en  croissant,  traverse  une  racine  négative  de  l'équation 
P2„=  o,  et  il  passe  d'une  valeur  positive  à  une  valeur 
négative  quand  x,  en  croissant,  traverse  une  racine  po- 
sitive de  la  même  équation. 

Cela  tient  à  ce  que,  entre  —  oc  et  zéro,  la  suite 

P2/I)       P2/1-IJ       P2rt-2)       •••)       P2)       Pi 

perd  des  variations  et  en  gagne  entre  zéro  et  +  co. 

Il  en  sera  ainsi  chaque  fois  que  des  polynômes,  tous 
de  degré  pair  ou  tous  de  degré  impair,  ne  renfermant 
que  des  puissances  de  x  de  même  parité,  satisferont  à 
des  relations  de  Sturm. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  la  suite  des  polynômes 

Qi,     Q2,     ...,     Q2., 
qui  sont  les  dénominateurs  des  réduites  considérées. 
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Ces  fonctions  sont  toutes  de  degré  pair  et  ne  renfer- 
ment que  des  puissances  paires  de  la  variable. 

Qo/j  est  de  degré  o-n,  Qo^-i  n'est  que  de  degré  a/z  —  a. 
Clierclions  les  signes  des  quotients 

Q2„  (—«  —  <)      gj      Q2„(«-£) 


Q2«-2  (—«  —  £)  Q2/i-2(a  —  £) 

^in{x)  désignant  le  polynôme  Qo»,  —  a  el  -\-  a  deux 
racines  de  l'équation  (^2n{x)  =  o.  On  a 

Q2„(-  a-t)=-~z  Q;„(-  a)  ^  -^  Q;„(-  «)  +  .... 

Pour  une  valeur  de  s  suffisamment  petite,  Q2«( — «  —  s) 
a  le  signe  de  —  s  Q'>«( —  ^)  5  Q,2n{'^  -h  s)  a  aussi  le  signe 
de  — £Q2„(«),  et  Q2«_2( — «  —  s),  Q2«_i(«  —  s)  sont 
de  mêmes  signes;  mais  Q!,„( — a)  et  Q'o«(<^)  sont  évi- 
demment de  signes  contraires;  donc 


Q_2n-2{—a  —  t}  Q2„_2(a  —  £) 

sont  de  signes  contraires.   Si  donc  le  rapport         ' 

V2rt-2(.^) 

passe  du  négatif  au  positif  quand  x,  eu  croissant,  tra- 
verse une  racine  négative  de  (^2n(A')  =  O;  il  passera  du 
positif  au  négatif  quand  jc,  en  croissant,  traverse  une  ra- 
cine positive  de  la  même  équation. 

Ces  polynômes  Qi ,  Q2,  .  •  • ,  Q2«-)  -,  Qaw?  •  •  •  jouissent 
de  propriétés  analogues  à  celles  des  polynômes  P;  les  ra- 
cines des  équations  Qjj,  =  o  sont  toutes  réelles;  on  le 
montre  comme  on  l'a  fait  pour  les  équations  P(j.=  o. 

J'ai  fait  voir  (me/ne  Recueil,  t.  XIX,  2'  série)  que 
le  polynôme  U;^,  qui  est  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion qui  donne  tang  —  lorsque  tangrt  est  donnée,  est  le 

premier  terme  d'une  suite  de  Sturm  qui  jouit  de  pro- 
priétés  analogues  à  celles  des  polynômes  précédents; 
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mais  l]„i  n'a  pas,  comme  les  précédents,  ses  termes 
tous  de  degrés  pairs  ou  impairs,  et  les  degrés  des  poly- 
nômes U;,j,  U;„_),  ...  ne  décroissent  que  d'une  unité 
quand  on  passe  de  l'un  d'eux  au  suivant. 

La  démonstration  précédente  fait  voir  aussi  que  les 
racines  des  équations  P(ji=  o,  Q(j.=  ^  sont  distinctes. 


CO^'COIRS  GENERAL  DE  1887. 


Mathématiques  élémentaires. 

Soit  un  angle  droit  XOY  dont  le  côté  OX  est  hori- 
zontal et  dirigé  de  gauche  à  droite,  et  dont  le  côté  ver- 
tical OY  est  dirigé  de  bas  en  haut.  On  partage  la  portion 
de  pian  comprise  dans  cet  angle  en  un  nombre  infini 
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de  carrés  égaux  par  des  parallèles  à  OX  et  par  des  pa- 
rallèles à  OY.  Ces  carrés  peuvent  être  groupés  soit  par 
bandes    horizontales,    soit    par    bandes    verticales,    et 


(  427  ) 
chaque  carré  appartient  à  la  fois  à  une  bande  horizon- 
tale et  à  une  bande  verticale.  On  numérote  les  bandes 
verticales  en  allant  de  gauche  à  droite,  et  en  commen- 
çant par  celle  qui  est  limitée  d'un  côté  par  OY^  on  nu- 
mérote les  bandes  horizontales  de  bas  en  haut,  en 
commençant  par  celle  qui  est  limitée  d'un  côté  par  OX. 
Le  numéro  x  d'une  bande  verticale,  et  le  numéro  j 
d'une  bande  horizontale  déterminent  la  position  du 
carré  contenu  dans  ces  deux  bandes.  Ces  deux  nombres 
entiers  j:  et  j)'  seront  appelés  les  coordonnées  du  carré 
dont  ils  fixent  la  position. 

D'autre  part,  les  carrés  peuvent  être  groupés  i^avjlles 
obliques  ccntenant,  la  première  un  carré,  la  deuxième  2, 
la  troisième  3,  et  ainsi  de  suite;  et,  si  l'on  numérote  les 
carrés,  en  donnant  le  n°  1  au  carré  de  la  première  file, 
les  n°^  2  et  3  aux  carrés  de  la  deuxième  en  allant  sur  cette 
file  de  OX  vers  OY,  les  n°^  4,  o,  6  aux  carrés  de  la 
troisième  en  allant  sur  cette  file  de  OX  vers  OY,  et 
ainsi  de  suite,  comme  l'indique  la  figure  ci-jointe,  le 
numéro  d'un  carré  détermine  à  lui  seul  la  position  de  ce 
carré  dans  l'angle  XOY. 

Soit  z  le  numéro  d'un  carré  dont  les  coordonnées 
sont  X  et  j  ;  à  tout  groupe  de  deux  nombres  entiers  x 
ely  correspondra  un  nombre  entier  z,  et,  réciproque- 
ment, à  tout  nombre  entier  ;:;  correspondra  un  groupe 
de  deux  nombres  entiers  x  et  j^ 

Cela  posé,  on  montrera  qu'entre  les  coordonnées  x 
et  y  de  l'un  quelconque  des  carrés  d'une  même  file 
oblique  de  rang  A  et  le  nombre  A"  il  y  a  une  relation,  et 
l'on  résoudra  les  questions  suivantes  : 

1°  Connaissant  les  coordonnées  x  cl  y  d'un  carré, 
déterminer  le  numéro  z  de  ce  carré.  Appliquer  en  sup- 
posant X  égal  à  27,  t,\,  j  égal  à  4i  • 

•iP  Connaissant  le  numéro  z  d'un  carré,  trouver  les 
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coordonnées  x,  y  de  ce  carré.  Appliquer  eu  supposant 
z  égal  à  248. 

3"  Compter,  parmi  les  7i  carrés  dont  les  numéros 
sont  I,  2,  3,  . .  .,  7Z,  combien  il  y  en  a  pour  lesquels  la 
somme  x  -h y  des  coordonnées  est  un  nombre  pair,  et 
combien  pour  lesquels  le  produit  xy  des  coordonnées 
est  un  nombre  pair.  Appliquer  dans  le  cas  de  Ji  égal 
à  iDy,  et  dans  le  cas  de  7i  égal  à  180. 

4°  Les  lettres  x  ely  représentant  toujours  les  coor- 
données d'un  carré  dont  le  numéro  est  z,  et  «  étant  un 
nombre  donné  quelconque,  plus  grand  que  i,  trouver 
les  valeurs  qu'il  faut  donner  à  z  pour  que  l'expression 

ax  -h  (a  -i-  i)y  —  23 

prenne  la  plus  grande  valeur  possible.  Appliquer  dans 
les  trois  cas  suivants  : 

a  =  9,         a  =  10,         a  =  9,5. 


CO^COIRS  D'ADMISSÎOX  POIR  L'ÉCOLE  CENTRALE 
(JUILLET  1887). 


Géométrie  analytique. 

On  considère  toutes  les  coniques  qui  ont  un  foyer  eu 
un  point  donné  F,  et  qui  passent  par  deux  points 
donnés  A  et  13. 

1°  Montrer  que  ces  coniques  forment  deux  séries 
telles  que,  pour  toute  conique  d'une  série,  la  directrice 
correspondant  au  foyer  F  passe  par  un  point  fixe  de  la 
droite  AB,  situé  entre  A  et  B,  tandis  que  pour  toute 
conique  de  l'autre  série  la  directrice  correspondant  au 
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foyer  F  passe  par  un  point  iîxe  de  la  droite  AB,  non 
situé  entre  A  et  B. 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  considé- 
rées et  montrer  qu'il  se  compose  de  deux  coniques  ho- 
mofocales. 

3°  Prenant  un  point  G  sur  le  lieu  précédent,  recon- 
naître, d'après  la  position  qu'il  occupe  sur  ce  lieu,  si  la 
conique  considérée  dont  le  point  G  est  centre  est  telle 
que  les  points  A  et  B  sont  sur  une  même  brandie  ou 
sur  deux  branches  différentes  de  cette  conique. 

4°  Si  le  point  G  est  tel  que  les  points  A  et  B  sont  sur 
une  même  branche  de  la  conique  considérée,  recon- 
naître, d'après  la  position  du  point  G,  si  cette  conique 
est  du  genre  ellipse,  ou  du  genre  hyperbole,  et,  dans  ce 
dernier  cas,  si  les  points  A  et  B  sont  sur  la  branche 
voisine  du  point  F,  ou  sur  l'autre. 

Nota.  —  On  prendra  pour  axe  des  x  la  droite  AB 
et  pour  axe  des  j' la  perpendiculaii^e  à  cette  droite  menée 
par  le  milieu  de  AB. 

Epure. 

On  donne  un  cylindre  G  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  au  plan  vertical  de  projection  et  un  plan 
PaP'  perpendiculaire  à  ce  même  plan  vertical. 

Le  cylindre  a  pour  trace  horizontale  un  cercle  w  de 
o'",o6o  de  rayon,  dont  le  centre  O  se  trouve  à  o"\i7o 
en  avant  du  plan  vertical  et  à  o'",o65  du  bord  droit  du 
cadre-,  ses  génératrices  forment  un  angle  de  6o"  avec  le 
plan  horizontal  et  l'on  s'élève  sur  chacune  d'elles  en  se 
déplaçant  de  droite  à  gauche. 

Le  plan  PaP'  forme  de  même  un  angle  de  6o°  avec  le 
plan  horizontal  et  est  incliné  de  manière  à  couper  le 
cylindre.  Sa  trace  horizonlah'  aP  se  trouve  à  gauche  de 
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O,   à   une  distance  de  ce    point   égale    au  diamètre  du 
cercle  to. 

Ceci  posé,  on  demande  : 

i"  De  construire  la  projection  horizontale  e  de  l'in- 
tersection (s,  s')  du  plan  et  du  cylindre; 

2°  De  construire  les  contours  apparents  en  projection 
de  la  surface  de  révolution  S  engendrée  par  la  rotation 
de  la  courbe  (s,  e')  autour  d'un  axe  vertical  mené  par  le 
foyer/  de  l'ellipse  £  le  plus  voisin  du  plan  vertical  ; 

3°  De  construire  les  projections  de  l'intersection  de 
la  surface  S  et  du  cylindre  C. 


/p' 


Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  le  cylindre  G  et 
le  plan  PaP'  enlevés,  et  l'on  représentera  la  partie  de 
la  surface  S  extérieure  au  cylindre,  en  indiquant  les 
constructions  pour  déterminer  un  point  quelconque,  sa 
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tangente  et  les  points  remarquables  de  l'intersection  de 
ces  deux  surfaces.  Ces  constructions  seront  succincte- 
ment expliquées  dans  une  légende  placée  au  bas  de  la 
feuille  de  dessin. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Prendre  la  ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  du 
cadre  à  o™,  240  du  petit  côté  inférieur. 

Calcul  trigonométrique . 

On  donne,  dans  un  triangle,  deux  côtés  è,  c  et  l'angle 

compris,  A  : 

b  =45636",  25, 

c  =  21274"", 33, 

A  =  35''28'54",6. 

On  demande  de  calculer  les  autres  éléments  et  la 
surface  de  ce  triangle. 

Physique. 

I.  Deux  vases  cylindriques  verticaux  P  et  Q  sont  su- 
perposés; l'un  P  est  un  récipient  fermé  de  base  A*^!  et 
de  hauteur  a'^^  et  contient  de  l'air  sec  sous  la  pression 
H  de  l 'atmosphère;  l'autre  Q,  est  un  tube  ouvert  à  sa 
partie  supérieure,  de  base  W^  et  de  hauteur  Z»"™,  plein 
d  eau. 

Un  orifice  O  assez  petit  permet  de  mettre  en  commu- 
nication ces  deux  vases,  de  façon  que  l'eau  puisse 
s'écouler  de  Q  en  P  sans  que  l'air  renfermé  en  P  puisse 
s'échapper. 

Cet  orifice  étant  ouvert,  on  demande  à  quelle  hauteur 
X  se  fixera  le  niveau  de  l'eau  dans  le  tube  Q  quand 
l'écoulement  aura  cessé. 


(  4:^2  ) 

Supposer  la  température  constante  et  égale  à  o. 
Négliger  le  volume  de  l'eau  transformée  en  vapeur. 


Prendre  la  densité  de  l'eau  égale  à  l'unité;  et  la  den- 
sité du  mercure  égale  à  i3,6'. 

II.   Exemple  miinérique  : 

A  =  So'^i,         B  =  4'^'', 
a  =  lo'*",         b  =  125'^"'. 

Tension  de  la  vapeur  d'eau  à  o"  : 

f  =  o"",46  de  mercure  à  o°. 
Pression  atmosphérique  : 

H  =  76'""',  66  de  mercure  à  o". 


Chimie. 

I.  On  introduit  dans  un  eudiomètre  à  mercure  ao*^*^ 
d'un  gaz  inconnu,  oo'*^  d'oxygène  et,  pour  faciliter  la 
réaction,  une  quantité  convenable  d'un  mélange  déto- 
nant obtenu  par  la  décomposition  de  l'eau  par  la  pile. 

Après  le  passage  de  l'étincelle,  il  reste  70'^'^  d'un  ré- 
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sidu  gazeux  dans  lequel  la  potasse  absorbe  4^»"  d'acide 
carbonique,  et  le  phosphore  lo"  d'oxygène  resté  libre. 
Le  résidu  final  de  20*^*^  est  de  l'azote. 

On  demande,  d'après  cette  expérience  : 

i"  De  déterminer  la  composition  et  la   formule  du 
gaz  mis  en  expérience; 

2"  De  calculer  sa  densité. 

On  donne 

(    °  =  '' 

Equivalents  en  volume.. . .    /      Az=2, 

(  CO2  =  2, 
(        O       i,To5G, 

Densités  rapportée?  à  l'air  <      Az       0,972, 
(  CO2       1,529. 

II.   Classification   des   métalloïdes.    —   Division    en 
familles. 


CONCOURS  POUR  L'AGRÉGATIOX  DES  SCIENCES  MATHÉMATI01E& 

(1887). 


Mathématiques  élémentaires . 

On  donne  deux  cercles  S  et  S  ayant  pour  centres  les 
points  O  (;t  to,  pour  rayons  /•  et  0  ;  le  cercle  S  est  supposé 
intérieur  au  cercle  S,  et  le  point  oj  intérieur  au  cercle  S  : 

1°  Démontrer  que  tous  les  cercles  T  tangents  exté- 
rieurement au  cercle  S  et  orthogonaux  au  cercle  S  tou- 
chent un  troisième  cercle  fixe; 

2°  On  prend  une  droite  Diy  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres  (oO,  et  un  point  P  sur  cette  ligne  des 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  l.  VI  (Septembre  1887).      '>(J 
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centres.  Soient  o)  A,  coB  les  tangentes  menées  du  point  w 
à  l'un  des  cercles  T,  A'  et  B'  les  points  d'intersection  de 
la  droite  DD'  avec  les  bissectrices  des  angles  AtoO  et 
BtoO;  démontrer  que  les  points  A'  et  B'  forment  deux 
divisions  homograpliiques  quand  le  ceicle  T  varie  ; 

3°  Étudier  les  variations  de  l'angle  A'PB'; 

4*^  Soient  Tj,  Tg,  T3,  . . . ,  T^  une  suite  de  cercles  T 
orthogonaux  au  cercle  S,  le  premier  aux  points  A<  et  A2, 
le  second  aux  points  Ao  et  A.,,  le  troisième  aux  points 
A3  et  A4,  . .  . ,  le  «"'"'^  aux  points  A„  et  A„^.,  ^  démontrer 
que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le 
point  A„^,  coïncide  avec  le  point  A,  est  que  l'on  puisse 
satisfaire  ta  une  relation  de  la  forme 

71         2rp 
le  nombre  k  étant  entier,  et  d  désignant  la  distance  coo. 


Mathématiques  spéciales. 

1°  Démontrer  que  le  lieu  des  points  tels  que  les  tan- 
gentes menées  de  chacun  d'eux  à  une  conique  S  soient 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes 
menées  du  même  point  à  une  autre  conique  S'  est  une 
troisième  conique  S  qui  passe  par  les  points  de  contact 
A,  B,  G,  D  et  A',  B',  C,  D'  des  tangentes  communes  aux 
deux  coniques  S  et  S'. 

2°  Démontrer  qu'il  existe  quatre  circonférences  de 
cercles  réels  passant  chacune  par  deux  des  foyers  de  la 
conique  S  et  deux  des  foyers  de  la  conique  S'. 

3"  Soient  A  et  A'  les  points  de  contact  des  coniques  S 
et  S'  avec  une  de  leurs  tangentes  communes;  démontrer 
fjue,   si   h:  point  A'  est  la   projection  du  centre   de  la 


(  435  ) 
conique  S  sur  la  tongeute  A  A',  ks  normales  à  la  conique; 
S'  aux  points  B',  C,  D*  se  coupent  en  un   point  JNI  qui 
reste  fixe  quand  le  cercle  S  varie  en  passant  constam- 
ment par  les  points  A  et  A'. 


Composition  sur  l' Annljse  et  ses  applications 
géométriq  ues. 

Théorie.  —  Une  surface  étant  définie  par  trois  équa- 
tions de  la  forme 

dans  lesquelles  x,  j.,.z  désignent  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, u  et  Kf  des  variables  indépendantes  : 

I"  Déterminer,  en  fonction  de  ii  et  de  t-,  les  rayons 
de  courbure  principaux  de  la  surface  en  un  de  ses  points 
et  les  coordonnées  des  centres  de  courbure  correspon- 
dants ; 

2"  Former,  au  moyen  des  mêmes  variables,  l'équa- 
tion différentielle  des  lignes  de  courbure  et  celle  des 
lignes  asymptotiques. 

Application.  —  Appliquer  les  résultats  trouvés  au 
cas  où  la  surface  est  définie  par  les  équations  suivantes  : 

f  X  =  -  j  {\—  u-)f{u)  (lu  -i-  -   /(i  —  v-)'^{v)dv, 

[   z=Jaf{u)du^  fv':^{v)ch. 

3"  FLtudier  en  particulier  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface  représentée  par  les  formules  (A)  dans  le  cas  où 
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l'on  pose 


j. .  jLiii-  1,111- 

X  -4-  IJL i                                          X  —  ai 
M  =  ni  tan  s: — ?  r  =  m  tans — 


Composition  de  Mécanique  rationnelle. 

Un  solide  homogène,  non  pesant,  a  la  forme  d'un 
cône  de  révolution  dont  le  sommet  est  un  point  O  ;  la 
hauteur  OM  de  ce  cône  étant  a,  le  rayon  de  sa  base 
est  2<7.  Ce  solide  peut  tourner  librement  autour  du 
point  O,  supposé  fixe;  chacun  de  ses  éléments  est  attiré 
vers  un  point  fixe  F  avec  une  intensité  égaie  au  produit 
d'une  constante  io-  par  la  masse  de  l'élément  et  par  sa 
distance  au  point  F.  La  longueur  OF  est  égale  à  |  «. 

A  l'instant  initial,  l'angle  MOF  est  droit,  l'axe  in- 
stantané de  rotation  du  solide  coïncide  avec  la  bissec- 
trice de  cet  angle  et  la  vitesse  de  rotation  est  iù\Ji. 

Cela  posé,  on  demande  de  déterminer  le  mouvement 
ultérieur  du  solide  et  d'exprimer,  en  fonction  de 
l'angle  MOF,  les  composantes  de  la  réaction  exercée  par 
le  cône  sur  le  point  auquel  est  fixé  son  sommet. 

Déterminer  les  cônes  décrits  par  l'axe  instantané  de 
rotation  dans  le  solide  et  dans  l'espace  j  indiquer  com- 
ment ils  sont  placés  l'un  par  rapport  à  l'autre  aux  diverses 
époques  du  mouvement. 

On  montrera  que  les  traces  respectives  H  et  H,  de  ces 
cônes  sur  les  plans  P,  P, ,  perpendiculaires,  le  premier 
à  OM,  le  second  à  OF,  sont  des  courbes  du  genre  des 
herpolhodies.  On  cherchera  les  surfaces  du  second  ordre 
qui,  en  se  mouvant  de  manière  à  définir  chacune  un 
mouvement  de  Poinsot  autour  du  point  O,  toucheraient 
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les  plans  P  el  P,  aux  dillérents  points  des   combes  H 
et  H,. 

On  rappelle  que  le  mouvement  d'un  solide  autour 
d'un  point  fixe  peut  être  déterminé  par  les  équations 

A^-f-(G-B)^r  =  L, 

n  =  cos  o  -r-  -h  sin  o  sin  0  ---  ■> 
'■  ^  dt  '  dt 

c?ft  .    ^  d^ 

^  '  dt  '  dt 

d'o  r,  dii 

dt  dt 


SIR  LE  MAXnilH  D'^  PRODUIT  DE  PLISIEIRS  FACTEURS 
POSITIFS  DOXT  LA  SOMME  EST  COXSTAXTE; 

Par  m.  E.  GOURSAT. 


Dans  un  des  derniers  numéros  du  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  M.  Darboux  a  publié  une  dé- 
monstration fort  élégante,  el  à  l'abri  de  toute  objection, 
du  théorème  classique  sur  le  maximum  d'un  produit  de 
plusieurs  facteurs  positifs  dont  la  somme  est  constante. 
La  démonstration  suivante  qui  se  rapproche  davantage 
de  la  démonstration  habituelle,  est  également  rigou- 
reuse. 

Rappelons  d'abord  la  formule 


-=(^7 -("-^7 
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d'où  l'on  déduit  que  le  produit  de  deux  facteurs  positifs, 
dont  la  somme  est   constante,    augmente   lorsque  leur 
di irérence  dirai  nue . 

Cela  posé,  considérons/;  facteurs  positifs  «,  Z>,  c,  ..., 
/  dont  la  somme  est  supposée  constante  et  égale  à  S,  et 
désignons  par  ni  la  moyenne  arithmétique  de  ces  p  fac- 
teurs, de  telle  sorte  que  l'on  ait 

S  =  nip. 

Il  s'agit  de  montrer  que  le  produit 

(i)  V  =  abc...l 

est  inférieur  à  m^,  à  moins  que  tous  les  facteurs  a, 
h,  .  .  . ,  /  ne  soient  égaux  à  m.  En  eifet,  si  tous  ces  fac- 
teurs ne  sont  pas  égaux,  il  y  aura  au  moins  un  facteur 
inférieur  à  m  et  au  moins  un  facteur  supérieur  à  m.  Soit 
m  —  h  un  facteur  inférieur  à  m,  et  Jii  -f-  A"  un  facteur 
supérieur  à  m.  Sans  toucher  aux  autres  facteurs  du 
produit  P,  remplaçons  m  —  h  par  ni  et  ni-i-k  par 
ni  -\-  k  —  ïf^  nous  obtenons  un  nouveau  produit 

(2)  F'=  a'b'c'..,  l' 

jouissant  des  propriétés  suivantes  :  1°  la  somme  des  fac- 
teurs de  ce  produit  est  encore  égale  à  S;  u^  le  produit  P' 
est  supérieur  au  produit  P5  en  effet,  on  a  remplacé 
deux  facteurs  dont  la  différence  était  h -\- k  par  deux 
facteurs  ayant  même  somme  que  les  premiers  et  dont 
la  diiïérence  est  inférieure  à  k  -j-k'^  3°  le  nombre  des 
facteurs  de  P'  différents  de  ni  est  inférieur  au  moins 
d'une  unité  au  nombre  des  facteurs  de  P  différents 
de  ni. 

En  opérant  sur  le  produit  P'  comme  on  a  opéré  sur  le 
produit  P,  et  ainsi  de  suite,  autant  de  fois  qu'il  sera 
nécessaire,  on  finira  par  arriver  à  un  produit  composé 
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de  p  facteurs  égaux  à  ///.  Conime,  dans  celte  suite  d'opé- 
rations, chaque  produit  est  plus  grand  que  le  précédent, 
il   en  résulte  que  le  produit  P  d'où  l'on  est  parti  est 
inférieur  à  mP.  c.   q=   f.   d. 


PKOPRIÉTÉS  GÉOMÉTRIQIES  DES  POLYGONES  FIMCIILAIRES  ; 

Par  m.  E.  ROUGHÉ  ('). 


Défiivitioiv  des  polygones  funiculaires. 

1.  Si,  sur  la  ligne  d'action  d'une  force,  on  porte,  à 
partir  du  point  où  cette  force  est  appliquée  et  dans  le 
sens  suivant  lequel  elle  agit,  une  longueur  ayant  avec 
l'unité  de  longueur  un  rapport  égal  à  celui  de  la  force 
à  l'unité  de  force,  on  obtient  un  segment  rectiligne 
qu'on  nomme  segment  représentatif  àe  la  force.  Nous 
donnerons  le  nom  de  vecteur  de  la  force  à  tout  segment 
avant  la  même  grandeur,  la  même  direction  et  le  même 
sens  que  le  segment  représentatif.  Tandis  que  le  seg- 
ment représentatif  détermine  la  force  en  grandeur,  posi- 
tion et  sens,  le  vecteur  ne  donne  que  la  grandeur,  la 
direction  et  le  sens  de  la  force. 

Nous  nommerons  polygone  des  vecteurs  d'un  système 
de  forces  F,,  F^,  F3,  F,,  F.-,  la  ligne  brisée 

obtenue  en  menant  bout  à  bout,  à  partir  d'une  origine 
arbitraire  rt,,  les  vecteurs  respectifs  aiU^,  a.^a:^,  a^a,.,^ 


(')  Extrait  des  Leçons  de  Statique  graphique  faites  au  Conserva- 
toire des  Arts  et  Métiers  en  1886- 1887. 
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a^rtg,  «5^0  des  forces  considérées.  Il  est  clair  que  la 
connaissance  des  points  d'application  des  forces  et  du 
polygone  des  vecteurs  définit  pleinement  un  système  de 
forces  {fi g-  i). 

Fig.   I. 


Quand  les  forces  sont  appliquées  à  un  corps  rigide, 
on  peut  déplacer  le  point  d'application  de  chacune 
d'elles  sur  sa  ligne  d'action.  On  définit  alors  le  sys- 
tème en  donnant,  outre  le  polygone  des  vecteurs 


aiCiiCiscii^a^, 


les  lignes  d'action  D,,  D,,  Dg,  D^,  Dg  des  forces,  lignes 
d'action  qui  sont  d'ailleurs  respectivement  parallèles 
aux  côtés  «,«2i  «2^37  ^3«'o  ^i^b)  «5«6  du  polygone  des 
vecteurs. 


2.  Nous  ne  considérerons  ici  que  des  forces  appli- 
quées à  un  corps  rigide  et  toutes  situées  dans  un  niéme 
plan. 

Un  tel  système  (F,,  Fo,  Fy,  F4,  F5)  étant  donné  par 
les  lignes  d'action  D),  Dj,  D),  D.,,  Dr  et  le  polygone 
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des  vecteurs  a^a.,a:ia.■,a^a^i,  prenons  à  volonté  dans  le 
plan  des  forces  un  point  p  auquel  nous  donnerons  le 
nom  de  pôle  du  polygone  des  vecteurs,  et  joignons  ce 
pôle  aux  divers  sommets  de  ce  polygone  par  des  droites 
pUi^  pcio,  pci-i^  P^k-!  pf^ï,,  p^G  que  nous  nommerons 
rayons  polaires. 

Menons  une  parallèle  quelconque  coa,  au  premier 
rayon  pat,  jusqu'à  sa  rencontre  a,  avec  la  ligne  d'action 
D,  de  la  première  force  F,  ;  puis,  tirons  par  a,  la  paral- 
lèle a,  7-2  au  second  rayon  jusqu'à  sa  rencontre  ag  avec 
la  ligne  d'action  Do  delà  seconde  force  Fo  ;  et  ainsi  de 
suite.  Enfin  par  le  point  a^  où  la  parallèle  a^  7.3  à  l'avant- 
dernier  rayon  pa^  rencontre  la  ligne  d'action  D5  de  la 
dernière  force  F3,  menons  agcp  parallèle  au  dernier 
rayon  pas. 

Nous  obtiendrons  de  la  sorte  une  ligne  brisée 

waj  oio  01.3 'X',  oi^  o , 

dont  le  premier  et  le  dernier  côté  toa,  et  agCi  sont  indé- 
finis, et  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  polygone  funi- 
culaire, relatif  au  pôle  p,  du  système  des  forces  consi- 
dérées. 

Pour  que  la  construction  réussisse,  il  faut  que  cha- 
cune des  lignes  toa,,  a,ao,  agag,  ...  coupe  la  ligne 
d'action  de  la  force  suivante-,  il  en  sera  toujours  ainsi, 
si  l'on  choisit  pour  pôle  p  un  point  non  situé  sur  les 
côtés  du  polygone  des  vecteurs  ou  sur  leurs  prolonge- 
ments^ car  les  rayons  polaires  coupant  alors  les  côtés 
de  ce  polygone,  les  parallèles  à  ces  rayons  couperont 
les  lignes  d'action  correspondantes. 

Dans  le  cas  où  les  forces  sont  parallèles,  la  construc- 
tion d'un  polygone  funiculaire  n'offre  aucune  particula- 
rité, mais  les  côtés  du  polygone  des  vecteurs  sont  alors 
sur  une  même  ligne  droite  et  le  pôle  p  peut  être  pris  à 
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volonté  en  dehors  de    cette    droite   indéfiniment  pro- 
longée. 

Enfin,  dans  le  cas  d'une  force  unique,  le  polygone  des 
vecteurs  se  réduit  à  un  segment  unique  «i^o,  et  un  po- 
lygone funiculaire  se  compose  seulement  de  deux  cotés 
indéfinis  wa,  acp  qu'on  obtient  en  menant,  par  un  point 
quelconque  a  de  la  ligne  d'action,  des  parallèles  aux  deux 
rayons  polaires  ^rt,  el  pa^- 

Dans  les  figures  suivantes,  pour  ne  pas  compliquei- 
inutilement,  nous  désignerons  par  la  même  lettre  une 
force  quelconque  et  sa  ligne  d'action^  nous  emploie- 
rons d'ailleurs  la  notation 

(Fi,  F2,  . . .,  F„;  «1,  «2,  •  •  •)  <^/n-i) 

pour  désigner  le  système  des  forces  ayant  F),  Fo,  ...,  F„ 
pour  lignes  d'action  et  a<  Uo  .  .  .  a,i^f  pour  polygone  des 
vecteurs. 

Lemmes  de  Géométrie. 

3.  Soient  ABC,  A'B'C  (Jeux  triangles  tels  que  les 
côtés  AR  et  AC  de  l'un  soient  respectivement  paral- 
lèles aux  côtés  A'B'  et  A'C  de  l'autre.  Si  par  le  som- 
met A  du  premier  on  mène  la  parallèle  AD  à  la  base 
B'C  du  second,  et  que  par  le  sommet  A'  du  second  on 
mène  la  parallèle  A'D'  à  la  base  BC  du  premier,  les 
points  D  et  D'  diviseront  les  bases  BG  et  B'G'  en  parties 
inversement  proportionnelles  {fi  g-  2). 

En  effet,  les  triangles  ABD,  A'B'D'  ayant  leurs  côtés 
parallèles  sont  semblables  et  donnent,  en  grandeur  et 
en  signe,  la  proportion 

DB  _  D'A' 
DA  ~  D'B'' 

on   a   de    même,    par    les    triangles   semblables    ADC, 


443  ) 


A'D'C, 


DA  _  D'C 
DG  ~  D'A'' 


et  il  suffît  de  multiplier  ces  deux  égalités  membre  à 
membre  pour  obtenir  la  relation 


(0 


DB  _  D^' 
DC  ~  ÏTB'' 


qui  exprime  le  théorème  énoncé. 

Fig.    2. 


Il  résulte  d'ailleurs  de  l'égalité  de  ces  rapports  en 
grandeur  et  en  signe  que  :  suivant  que  D  tombe  entre 
B  et  G,  sur  le  prolongement  de  BC  ou  sur  le  prolonge- 
ment de  CB,  D' tombe  entre  B'  et  C,  sur  le  pj'olonge- 
ment  de  C'B'  ou  sur  le  prolongement  de  B'C;  la  valeur 
commune  des  rapports  (i)  est  dans  le  premier  cas  né- 
gative, dans  le  second  cas  supérieure  à  i ,  enfin  dans  le 
troisième  cas  comprise  entre  o  et  i. 

4.  De  la  proposition  qui  précède  on  déduit  immédia- 
tement la  suivante  : 

Les  hases  BC,  B'C  de  deux  triangles  variables  ABC, 
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A'B'C  étant  fixes,  et  les  côtés  AB  et  x\.C  restant  res- 
pectivement parallèles  à  A'B'  et  A'C,  si  le  sommet  A 
du  premier  triangle  décrit  une  droite  L  parallèle  à  la 
base  B'C  du  second,  le  sommet  A'  du  second  triangle 
décrira  une  droite  U  parallèle  à  la  base  BG  du  pre- 
mier. 

En  ciFet,  soit  A  une  position  quelconque,  sur  la  droite 
L,  du  sommet  du  premier  triangle;  si,  par  la  position 
correspondante  A'  du  sommet  du  second  triangle,  on 
mène  la  parallèle  A'L'  à  BC,  le  point  D'  où  cette  paral- 
lèle coupera  B'C  devra,  d'après  le  tliéorème  précédent, 
diviser  la  base  B'C  dans  un  rapport  constant.  Donc  ce 
point  D'  restera  fixe  quand  le  point  A  se  déplacera  sur 
la  droite  L;  par  suite,  le  point  A'  restera  sur  la  paral- 
lèle 1/  menée  par  le  point  fixe  IV  à  la  base  immobile 
BC. 

5.  Nous  supposerons  connus  du  lecteur  les  tracés 
usuels  relatifs  aux  ligures  liomologiques  (^). 

Toutefois  nous  croyons  devoir  ajouter  ici  quelques 
mots  sur  le  cas  important  où  le  centre  d'homologie  est 
à  V infiai  dans  une  direction  donnée.  Un  couple  («,  «') 
de  points  homologues  suffit  pour  indiquer  cette  direc- 
tion homologique;  L  désignant  Vaxe  d'homologie,  on 
obtient  alors  Fliomologue  m'  d'un  point  quelconque  m 
de  la  première  figure  S  en  prenant  l'intersection  de  la 
parallèle  m^.  à  aa'  et  de  l'homologue  sa'  de  la  droite  sa 
qui  joint  le  point  m  au  point  a  (fig.  3).  La  proportion 

évidente 

[xm'  _  aa' 
\x  ni        a  a 


(')    Voir  le  Traité  de   Géométrie  de  MM.   E.  RouciiÉ  et  de  Com- 
BEUOUSSK  (5°  édition,  n"»  728,  729  et  730). 
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prouve  que  le  rapport  - —  est  constant,  en  sorte  qu  on 

déduit  la  seconde  figure  S'  de  la  première  S  en  dilatant 
dans  un  rapport  constant,  qu'on  nomme  rappoit  cVho- 
mologie,  les  ordonnées  a  a,  .  .  . ,  ]xni^  .  . . ,  comptées  à 
partir  de  l'axe  d'iiomologie  L  parallèlement  à  la  direc- 
tion liomologique. 

FiK.  3. 


On  peut  même  donner  un  peu  plus  d'extension  à 
cette  règle  en  comptant  les  ordonnées  parallèles  à  la 
direction  liomologique  à  partir  d'une  droite  quelconque 
fO  pour  la  première  figure  S  pourvu  que  l'on  compte  les 
ordonnées  de  la  seconde  figure  S'  à  partir  de  la  droite 
z'O  homologue  de  iH-^  car,  si  Ji  et  n'  désignent  les  points 
où  fO  et  ^'0  rencontrent  txwm',  les  rapports 

IX  m'        lin 
[im        \i.n 

étant  égaux  l'un  et  l'autre  au  rapport  p  d'iiomologie,  il 
en  sera  de  même  du  rapport 

[xm' — |i./i'  n' m' 


[xm  —  |ji.  Il 


Axe  commun  a  deux  polygones  funiculaires 

n'uN  MÊME  système  DE  FOr>.CES. 

0.   Si  l'on  considère   deux  polygones  funiculaires 
quelconques  relalij's  à  un  même  svsfdme  de  forces,  les 
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points  oh  les  côtés  du  prenne?'  rencoiiti'ent  respective- 
ment les  côtés  homologues  du  second  sont  situés  sur  une 
même  droite. 

Cette  ligne j  que  nous  nommerons  Vaxe  commun  aux 
deux  polygones,  est  parallèle  à  la  droite  qui  joint  les 
deux  pôles  et  est  située  à  distance  finie,  si  les  deux  po- 
lygones ont  des  pôles  distincts;  elle  est  à  l'injini,  si  les 
deux  polygones  ont  le  même  pôle. 

Le  tliéorème  est  évident  dans  le  dernier  cas*,  car, 
lorsque  les  deux  polygones  funiculaires  ont  le  même 
pôle,  deux  côtés  homologues  quelconques  sont  paral- 
lèles entre  eux. 

Il  suffit  donc  de  s'occuper  du  premier  cas.  Désignons 
les  deux  polygones  funiculaires  par  P  et  P'  et  leurs 
pôles  respectifs  par  p  elp'-^  appelons  en  général  Sa  l'in- 
tersection des  deux  côtés  aA_t  a/;,  a^_,  74  ^^'  rang  A",  les- 

Fig.  4. 


quels  sont  respectivement  parallèles  aux  rayons  polaires 
pa/i,  p' ak\  d'ailleurs  c/.k  et  a)^  sont  situés  sur  la  ligne 
d'action  de  la  force  F/j  dont  le  vecteur  est  a/frt;^^, .  Con- 
sidérons les  deux  triangles  a^pp' ^  Shy-k'j'h'i  le  coié  a^p 
est  parallèle  à  Sa«a  et  le  côté  a^p'  est  parallèle  à  Sak^  . 
Si,  les  bases  /?//,  a^a^  restant  lixes,  les  sommets  «a  et 
Sa  se  déplacent  de  manière  que  les  côtés  qui  étaient 
d'abord  parallèles  conservent  leur  parallélisme,  a/i+tpp' 
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et  S/f^iX/ia),  seront  deux  autres  positions  correspon- 
dantes des  triangles  variables.  Mais  le  déplacement 
«A«/.+i  du  sommet  du  premier  étant  parallèle  à  la  base 
a/ta)j  du  second,  il  faut  (n°  4)  que  le  déplacement 
SaSa+i  du  sommet  du  second  soit  parallèle  à  la  ha.se  pp' 
du  premier.  Ainsi  tous  les  segments  S)  82,  S0S3,  .  .  ., 
S«Srt+)  sont  parallèles  à  pp\  et,  comme  chacun  d'eux  a 
un  point  commun  avec  le  suivant,  tous  ces  segments 
sont  sur  une  même  droite  parallèle  à  pp'.  D'ailleurs  cette 
droite  est  à  distance  finie;  car,  puisque  les  pôles  p  et  p' 
ne  sont  pas  situés  sur  les  côtés  (indéfiniment  prolongés) 
du  polygone  des  vecteurs,  de  deux  sommets  consécutifs 
«A,  o,/i+{  de  ce  polygone,  l'un  au  moins,  a^  par  exemple, 
n'est  pas  en  ligne  droite  avec  pp'  ;  les  rayons  polaires 
pa/i,  p'a/s  sont  dès  lors  distincts,  et  par  suite  les  côtés 
y.k^i  oLh^  y4_,  74,  qui  sont  respectivement  parallèles  à  ces 
rayons,  se  rencontrent  en  un  point  Sa  situé  à  distance 
finie. 

7.  Ce  théorème  facilite  le  tracé  des  polygones  funi- 
culaires satisfaisant  à  certaines  conditions.  Voici  un 
exemple  : 

Etant  domié  an  polygone  funiculaire  Ptoa,  a2a;ja4, 
de  pôle  p,  pour  un  système  de  forces 

(Fi,F2,F3,Fi;  ai,a2)«3,«4,«5)> 

construire  pour  ce  même  système  de  forces  un  second 
polygone  funiculaire  P',  de  pôle  donné  p' ,  et  dont  un 
côté  de  rang  assigné,  le  second,  par  exemple,  passe 
par  un  point  donné  I. 

On  aura  d'abord  le  second  côté  a,  a',  du  polygone  P' 
en  menant  par  lia  parallèle  au  rayon  polaire  pa>  5  on  en 
déduira  le  point  So,  intersection  des  deux  seconds  côtés, 
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et  enfin  l'axe  L  commun  aux  deux  polygones  P  et  P'  en 
menant  par  So  la  parallèle  à  pp' . 

Cela  fait,  au  lieu  de  construire  le  polygone  P'  d'après 
la  définition  même  du  n"  2,  on  pourra  employer  l'axe  L  : 

Soit  pour  tracer  immédiatement  un  côté  de  rang  as- 
signé;  on  obtiendra,  par  exemple,  le  quatrième  a^a'^  en 
menant,  par  le  point  S4  où  l'axe  L  rencontre  as  7.4,  une 
parallèle  au  rayon  p'a,,  5 

Soit  pour  tracer  les  côtés  successifs  du  polygone  P' 
sans  faire  intervenir  le  polygone  des  vecteurs;  en  pre- 

Fig.  5. 


nant,  en  cifct,  les  points  S,,  So,  S3,  S4,  Sg  où  l'axe  L 
rencontre  les  côtés  loa,,  a^ag,  ix^y.^^  a,  cp  du  polygone 
P,  on  aura  de  proche  en  proche  les  côtés  correspondants 
w'a', ,  a'.,  a'j,  a'ga',^,  a'^  ^' en  menant  successivement  S)  a, , 

Sga'^,  S/,  a'.,,  S^a, . 


Lieu  nu  point  de  rencontre  de  deux  cotés 

DE   RANGS  ASSIGNÉS. 

8.  Si,  dans  chacun  des  poljgones  funiculaires  (en 
nombre  infini)  qui  sont  relatifs  à  un  même  système  de 
forces,  on  prend  le  point  de  rencontre  du  côté  de  rang 
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i  et  du  côté  de  rang  k,   le  lieu  de  ces  points  est  une 
droite  parallèle  à  la  corde  aia.]^  qui,  dans  le  polygone 
des  vecteurs,  joint  l'origine  du  côté  de  rang  i  à  i  ori- 
gine du  côté  de  rang  k. 

Eu  effet,  soient  P  et  P'  deux  polygones  funiculaires 
quelconques  du  système:  p  et  //  leurs  pôles ^  S^  l'inter- 
section des  deux  côtés  de  rang  /,  et  S/,  l'intersection  des 
deux  côtés  de  rang  A  ;  enfin  m  l'intersection  des  côtés  de 
rang  i  et  A  dans  le  polygone  P  et  m' l'intersection  des 
côtés  de  rangs  i  et  A^  dans  le  polygone  P'5  ni  et  ni'  seront 
deux  points  quelconques  du  lieu  et  ils  seront  à  distance 
finie,  si,  a^  et  «a  étant  distincts  comme  le  suppose  l'énon- 
cé, la  droite  indéfinie  pp'  ne  passe  ni  par  a^  ni  par  a/ç. 

Considérons  les  triangles  paia^^  niSiSk'-,  le  coté  pai 
est  parallèle  à  m  S/  et  le  côté  pa^  parallèle  à  ntS^.  Si, 
les  bases  aia/^,  SjSa  restant  fixes,  les  sommets  p  et  7?i  se 
déplacent  de  manière  cjue  les  côtés  d'abord  parallèles 
conservent  leur  parallélisme,  p'a^a^  et  iiiSiSk  seront 
deux  autres  positions  correspondantes  des  triangles  va- 
riables. Mais  le  déplacement  pp'  du.  sommet  du  premier 

Fig.  6. 


étant  parallèle  à  la  base  S/S/;  du  second  (n°  6),  il  l'aut 
(n°  -4)  que  le   déplacement  nint'  du  sommet  du  second 
soit  parallèle  à  la  base  aia/i  du  premier.  x\insi  la  droite 
Ann.  de  Mathémat..  3"  série,  t.  VI.  (Octobre  «887.)  3o 
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qui  joint  deux  points  quelconques  m  et  m!  du  lieu  est 
parallèle  à  aiah',  donc  tout  point  m  du  lieu  est  sur  la 
droite  \  menée  par  l'un  d'eux  m'  parallèleniiînt  à  rz/rt/;. 
Inversement  tout  point  a  de  cette  droite  A  appaitieiit  au 
lieu;  car,  si  l'on  désigne  })ar  D  une  droite  quelconque 
passant  par  p.  et  distincte  de  A,  et  si  l'on  considère  un 
polygone  funiculaire  du  syslèine  ayant  cette  droite  pour 
côté  de  rang  i  et  \n\  pôle  rs  ditlérent  de  «/,  le  côté  de 
rang  A  dans  ce  polygone  coupera  la  droite  D  en  un  point 
appartenant  au  lieu  et  par  conséquent  situé  sur  a;  or  u. 
est  le  seul  point  commun  aux  droites  D  et  \\  donc  \x 
appartient  au  lieu. 

9.  On  dit  que  le  polygone  des  vecteurs  d'un  système 
de  forces  F,,  Fo?  •  •  •  »  F,2  csl  fermé  lorsque  son  origine 
a^  et  son  extrémité  rt«+i  coïncident. 

Un  polygone  funiculaire  est  dity<^/'me  lorsque  le  pre- 
mier côté  toa,  et  le  dernier  a„'j  coïncident  avec  la  droite 
a,  a,;  qui  joint  le  premier  au  dernier  sommet. 

Quand  le  polygone  des  vecteurs  d'un  système  dtî 
forces  est  ouvert,  on  peut  rencontrer  parmi  les  poly- 
gones funiculaires  du  système  les  trois  tvpes  :  polygone 
fermé,  ou  polvgone  ouvert  et  ayant  le  premier  et  le  der- 
nier côté  soit  parallèles,  soit  concourants.  Un  exemple 
su  (lit  pour  nrettre  le  fait  hors  de  doute.  Que  l'on  consi- 
dère deux  forces  concourantes  F,  et  Fo,  si  l'on  prend  le 
pôle  hors  de  la  droite  .■7,^3  qui  joint  l'origine  à  l'extré- 
mité du  polygone  «,«0^3  des  vecteurs,  on  a  évidem- 
ment un  polygone  funiculaire  ouvert  dont  le])reniier  et 
le  dernier  côté  sont  concourants 5  si  l'on  place  au  con- 
traire le  pôle  snr  «,  «73,  le  premier  et  le  dernier  côté  du 
polvgone  funiculaii'e  seront  coïncidants  ou  parallèles 
suivant  qu'on  feia  ou  non  passer  le  premier  côté  par  le 
point  àv  concoms  des  deux  forces. 
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xMais,  {/uand  It^  /)oIj  ^onc  des  vccleurs  d' un  syslènie 
de  forces  F|,  Fo,  .  .  .  ,  F„  est  fenpé,  si  uji  polygone 
funicidaire  du  système  est  fermé,  tous  les  polygones 
funiculaires  du  système  sont  fermés. 

En  eOet,  si  le  polygone  des  vecteurs  a^n.^  .  .  .  a„j^\ 
est  fi-niu',  e\  st  que  <7„^,  coïncide  avec  a^\^a^  et  cin  sont 
donc  deux  points  distincts  et  a^an  est  parallèle  à  F,/. 
Or,  le  polygone  des  vecteurs  étant  fermé,  dans  tout  po- 
lygone funiculaire  du  système  ie  d(;rnier  côté  a,j(3 
aura  la  même  direction  que  le  premier  toa,  et,  pour 
qu'un  tel  polygone  funiculaire  soit  ferme,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  premier  coté  wa,  et  ravanl-dernier  a/,_,a,,, 
c'est-à-dire  le  «'*'""',  concourent  sur  F,^.  Alais,  si  cela  a 
lieu  pour  l'un  des  polygones  funiculaires,  la  droite  F,,, 
qui  est,  avons-nous  dit,  parallèle;  à  «,  <■/;,,  sera  (n°  34)  le 
lieu  des  points  de  rencontre  du  premier  et  du  7i'^'"e 
côté  des  divers  polygones  funiculaires  du  système;  tous 
ces  polygones  sont  donc  fermés. 

Il  suit  de  là  que,  si  le  polygone  des  vecteurs  d'un 
système  de  forces  est  fermé  et  si  l' un  des  polygones 
funiculaii'es  du  système  est  ouvert^  tous  les  polygones 
funiculaires  du  système  seront  ouverts. 

Observons  encore  que,  dans  le  cas  particulier  d'un 
système  de  forces  concourantes,  si  le  polygone  des 
vecteurs  est  fermé,  tous  les  polygones  funiculaires  sont 
fermés.  En  effet,  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  de 
monlrei-  (|ue  la  chose  a  lieu  pour  un  polygone  funicu- 
laire du  système.  Or,  si  l'on  fait  passer  le  premier  côté 
d'un  polygone  luniculaiie  par  le  point  de  concours  des 
forces,  ce  polygone  se  réduit  évidemment  à  la  droite 
menée  par  ce  point  de  concours  parallèlement  au  pre- 
mier rayon  polaire. 

10.     lieve<ions    maintenant     an     llK'oiémc    du     n"    8. 
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Nous  avons  supposé  ai  ot  Uk  distiacLs^  car,  lorsque  ai 
et  Uk  se  confondent,  la  direction  ciiak  n'est  plus  déter- 
minée et  l'énoncé  n'a  plus  de  sens.  Mais  quel  est  alors 
le  lieu  des  points  de  rencontre  des  côtés  de  rangs  i 
et  h? 

Considérons  le  système  partiel  formé  par  les  forces  F/, 
F/^.),  .  .  . ,  F/,_,  ;  la  ligne  brisée  r</«/^i  .  .  .  a^  est  le  po- 
lygone des  vecteurs  de  ce  système  partiel ,  et,  si  toa,  . . .  a„  cp 
est  un  polygone  funiculaire  du  système  total  F,  .  .  .  F/^, 
a/_i  cf.i . . .  a/f_,  y./i  sera  un  polygone  funiculaire  du  système 
partiel  F^F/^i  .  .  .  Fa_i.  Dans  notre  hypothèse;  le  poly- 
gone des  vecteurs  rt/rt/^i  ...  «a  est  fermé,  puisque  ai  et 
a^  se  confondent  5  donc,  si  l'on  considère  tous  les  poly- 
gones funiculaires  du  système,  les  côtés  a/_,  a,-,  et  aA_i  ola 
seront  soit  toujours  parallèles  et  distincts,  soit  toujours 
confondus.  Le  tracé  d'un  polygone  funiculaire  d'essai 
montrera  quel  est  celui  des  deux  cas  dans  lequel  on  se 
trouve. 

Dans  le  prender  cas,  le  lieu  est  évidemment  la  droite 
de  V infini  du  plan.  Dans  le  secojid  cas,  tout  point  ni  du 
plan  appartient  au  lieu;  car,  si  l'on  construit  un  poly- 
gone funiculaire  du  système  en  faisant  passer  son  côté 
a,_ia/  de  rang  i  par  ///,  le  coté  aA_,aA  de  rang  A,  coïn- 
cidant avec  a/_,  a/,  passera  aussi  par  ///. 

Lieu  des  pôles  des  polygones  funiculaires  passant 
pau  deux  points  donnés. 

11.  Si,  parmi  les  polygones  funiculaires  d'un  sys- 
tème de  forces,  on  considère  seulement  ceux  dont  deux 
côtés  de  rangs  assignés  i  et  h  passent  respectivement 
par  deux  points  donnés  I  et  K,  le  lieu  des  pôles  de  ces 
polygones  est  une  ligne  droite  parallèle  à  IK. 

Cheichons  un  poinl  a  du  licni  qui  soit  situé  sur  une 
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droite  délerniinée  a^Y  et  menée  d'ailleurs  à  volonté  par 
le  point  Uk. 

Supposons  qu'on  ait  déjà  tracé  un  polygone  funicu- 
laire quelconque  P'  du  système  de  forces  considéré 

(Fi  .  ..  F„;  a,  ...  a„+ij, 

et  soit  p'  son  pôle.  Désignons  par  X  une  droite  qui  n'est 
autre  que  «,«a  lorsque  les  points  ai  et  a^  sont  distincts, 
mais  qui,  si  cii  et  a^  sont  confondus,  est  une  droite 
menée  à  volonté  par  ni.  Traçons  des  parallèles  à  X  par 
les  points  I  et  K  jusqu'à  leurs  rencontres  respectives  F 
et  K'  avec  les  côtés  y.\_^  a|-,  a';^_,  a/,  de  raiigs  i  et  k  dans  le 
polygone  funiculaire  P'^  enfin,  par  /V,  menons  la  paral- 
lèle à  l'K'  et  prenons  son  intersection  a  avec  X.  Soient 
f^  (it,f.y  deux  forces  ayant,  la  première  pour  vecteur  a^a 
et  pour  ligne  d'action  II',  la  seconde  pour  vecteur  aa^ 
et  pour  ligne  d'action  KK'  et  considérons  le  système 
de  forces  (/jF^F/^,  .  .  .F^.i/o;  aat .  .  .  aka).  Le  poly- 
gone Q'I'a^. .  .  .  a'^_,  K'Q'  est  un  polygone  funiculaire, 

Fig.  7. 


de  pôle  p' ,  pour  ce  système  de  Ibrces,  et  coiuine  il  est 
fermé  ainsi  que  le  polygone  des  vecteurs,  tout  autre 
polygone  funiculaire  du  même  système   de  forces  sera 
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ieriné;  donc,  en  parliciilier,  celui  P,  Je  ces  polygones 
qui,  ayant  pour  pôle  /?,  aurait  son  preniier  côté  passant 
par  I.  Mais  les  côtés  de  ce  polygone  P|,  autres  que  le 
premier  et  le  dernier,  seraient  précisément  les  côtés 
a/_ja/,  ....  a/,_|a/,  du  polygone  P;  donc,  puisque  P, 
doit  être  fermé,  son  premier  et  son  dernier  côté  se  con- 
fondent avec  IK^  par  suite,  jyn  est  parallèle  à  JK,  en 
sorte  qu'on  obtient  le  point  p  en  menant  par  le  point 
connu  a  la  parallèle  à  IK  et  prenant  l'intersection  de 
cette  droite  avec  «a^Y. 

Ainsi  tout  point /;  du  lieu  se  trouve  sur  la  droite  L 
menée  par  le  point  a  parallèlement  à  IK. 

D'ailleurs,  tout  [)oint  m  de  cette  droite  appartient  au 
lieu;  car,  puisque,  en  vertu  du  raisonnement  ci-dessus, 
il  y  a,  sur  chaque  droite  issue  de  rz/j,  wn  seul  point  du 
lieu,  le  point  du  lieu  qui  est  sur  a/iin^  devant  en  même 
temps  appartenir  à  L,  coïncide  avec  ///. 

En  définitive,  le  lieu  cherché  est  nne  droite  parallèle 
à  IK  et  passant  par  un  point  a  qu'on  détermine  par  la 
règle  suivante  : 


Tracez  lin  polygone  Junicitlaira  (iiielconiiue  P'  du 
système  de  forces  proposé    (s'il    s'en    trouve    un   déjà 
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tracé  sur  la  figure,  il  conv  ient  évidemmenl  d'eu  pro- 
fiter); prenez  les  points  I'  et  K'  où  les  côtés  de  rangs  i 
et  k  rencontrent  respectivement  les  parallèles  menées 
par  I  e^  R  k  une  droite  X,  (jui  est  la  droite  aia/c  si  ai  et 
a/i  sont  distincts,  ou.  une  droite  menée  à  volonté  par 
ai  si  ai  et  ai^  se  confondent  ;  enfin,  jxir  le  pôle  du  poly- 
gone auxiliaire  P'  menez  la  parallèle  à  l'K';  cette  pa- 
rallèle rencontrera  la  droite  X  au  point  cherché  a. 

La  fig.  8  est  relative  au  cas  où  les  points  ai  et  a^ 
sont  distincts;  ]a  Jig.  ^  se  rapporte  au  cas  où  ces  points 
sont  confondus,  alors  les  côtés  a]  ,  a|,  a]^._,  y.'f.  de  rangs  i 
et  k  dans  le  polygone  auxiliaire  P'ont  la  même  direction 
p'ai.  Xous  avons  supposé  ces  deux  côtés  distincts;  s'ils 
se  confondent,  la  droite  l'K'  se  confond  avec  eux,  et  la 
droite  //a,  devenant  />'«/,  le  point  a  ne  ditïère  pas  de  «/•, 
dans  ce  cas,  le  lieu  est  donc  la  parallèle  à  IK,  menée 
par  les  points  confondus  <?,  et  a^. 

Propriétés  spéciales  des  polygokes  funiculaires 
relatifs  a  un  systeme  de  forces  concourantes  ou 
parallèles. 

12.  Deux  polygones  funiculaires  quelconques  P  et 
P'  d^ un  même  système  de  forces  concourantes  sont 
deux  figures  homologiques  ;  en  d'autres  ternies,  si  2 
est  une  figure  quelconque  dont  le  polygone  P  fait  partie, 
et  si  l'on  construit  la  iigure  S' liomologique  de  '^  en  pre- 
nant pour  centre  d'iiomologie  le  point  de  concours  O 
des  forces  et  pour  axe  d'iiomologie  l'axe  commun  L 
(n°  G)  aux  deux  polygones  P  et  P',  le  polygone  P'  sera 
la  partie  de  S'  qui  est  l'homologue  de  P  ifig.  <>)• 

En  ellet,  |)rcnons  respectivement  sur  les  deux  pre- 
miers côtés  coa,   et  (oa'i  des  polygones  funiculaires  P  et 
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P'  deux  points  to  et  w'  en  ligne  droite  avee  le  point  O. 
Puis  avee  le  centre  d'homologie  O,  l'axe  d'iiomologie  L 
et  le  couple  (lo,  (o')  de  points  homologues,  construisons 
la  figure  S'  liomologique  de  S-,  l'homologue  du  premier 
côté  007-1  de  P  sera  le  premier  côté  w'a',  de  P',  puisque 


à)' a',  passe  par  w'  homologue  de  w  et  coupe  l'axe  L  au 
même  point  Sj  que  toa,.  D'ailleurs  l'homologue  du 
sommet  aj  de  P  devant  être  à  la  fois  sur  Oa,  et  sur 
o)'a'.  sera  précisément  le  sommet  a',  de  P'.  Dès  lors  on 
voit  de  même  que  a',  a,,  est  l'homologue  de  a,  ao  et  que  7-2 
est  l'homologue  de  a'^-,  et  ainsi  de  suite. 


13.  Lorsque  les  deux  polygones  funiculaires  P  et  P' 
sont  relatifs  à  des  forces  parallèles,  le  centre  d'homo- 
logie passe  à  l'infini  dans  la  direction  des  forces.  Il  est 
d'ailleurs  aisé  de  voir  que  le  rapport  d'homologie  est 
alors  égal  en  grandeur  et  en  signe  au  rapport  des  dis- 
tances j)olaires  e/?,  dp'  ifig-  lo). 

En  eifet,  soit  in  l'intersection  de  a^  eu  et  de  pp\  Si 
l'intersection  de  wa,  et  de  co'a, ,  cnlin  [a  le  point  où 
a,  a',    coupe  l'axe    commun  aux    deux  polygones,  c'est- 
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à-diie  la  parallèle  menée  par  S|  à/7/;';  les  deux  triangles 
pa^p' ^  a,  S|  a',  se  trouvent  dans  les  conditions  du  n°  3, 
les  côlés  <7,/;  et  Sj  a,  sont  parallèles,  ainsi  que  les  côtés 
a^p'  et  S|  a',,  et  la  droite  «,  m  est  menée  par  le  sommet 

Fig.   10. 


du  premier  parallèlement  à  la  base  a,  a',  du  second, 
tandis  que  la  droite  S|  a  est  menée  par  le  sommet  du 
second  parallèlement  à  la  base  pp^  du  premier  5  on  a 
donc,  en  grandeur  et  en  signe, 


[jLx,  _  mp  _  e/)  _ 
tjiai        mp'         ep'  ' 

ce  qui  démontre  le  fait  énoncé,  puisque  la  droite  S»  \x 
étant  l'axe  d'iiomologie  et  (a,,  a',)  étant  un  couple  de 
points  homologues,  le  premier  des  rapports  ci-dessus 
exprime  le  rapport  d'iiomologie.  Ainsi  : 

Deux  polygones  funiculaires  quelconques  P  et  P' 
d'un  même,  sj  slènic  de  forces  parallèles  sont  deux 
figures  liomologiques,  dont  les  rayons  homologiques 
sont  parallèles  aux  lignes  d'action  des  forces,  dont 
l'axe  d'iiomologie  est  V axe  commun  aux  deux  poly- 
gones et  dont  le  rapport  d'iiomologie  est  égal  au  rap- 
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poiL  inverse  des  dislances  polaires.    Ce    rapjyort   est 
d'ailleurs  égala  celui  des  ordonnées  de  deux  points 
homologues  r/uelconr/ues  m  et.  ni'  des  deux  polygones, 

lig.   II. 


les  ordonnées  nrn,  Ji'ni'  étant  parallèles  aux  forces  et 
comptées  respectivement  à  partir  de  deux,  droites  ho- 
mologues   (pielconijues  uy.,   et  u  v'  des    deux    figures 

{fis- 1')- 

PoLYGOi\E     FUNICULAIRE     PASSAIT 
PAR  TROIS  POIjVTS  DOIVÎVÉS. 

\^.  Etant  donnés  trois  points  quelconques  I,  H,  K 
dans  le  plan  d'un  système  de  forces 

(F)  F,. ..  F„;  «la.,.  ..«„+i), 

on  demande  de  tracer  le  polygone  funiculaire  P  dont 
le  côté  de  rang  i  passerait  par  I,  le  côté  de  rang  h 
par  H  et  le  côté  de  rang  h  par  K. 

Il  suffit  éviJemmciJt  de  trouver  le  pôle  p  du  polygone 
demandé  P. 

Or  ce  pôle  p  appartient  au  lieu  des  pôles  des  pol}^- 
gones  funiculaires  dont  le  côté  de  rang  i  passerait  par  I 
et  le  côté  de  rang  //  par  H;  il  appartient  aussi  au  lieu 
des   pôles   des  polygones    funiculaires    dont   le   côté  de 
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rang  h  passerait  par  H  cl  le  côté  de  rang  /.  par  K;  on 
sait    (a"   11)    construire   ces  deux   lieux  qui    sont  des 
droites  respectivement  parallèles  à  IH  et  HK;  Finter- 
section  de  ces  deux  droites  sera  le  point  cherclié  j). 

On  pourrait  d'ailleurs  à  l'un  de  ces  deux  lieux  sub- 
stituer celui  des  pôles  des  polygones  funiculaires  dont  le 
côté  de  rang  i  passe  par  I  et  le  côté  de  rang  A  par  K,  et 
obtenir  de  la  sorte  une  vérification. 

Telle  est  la  méthode  générale.  Mais,  si  les  forces  sont 
concourantes  ou  parallèles,  il  vaut  mieux  recourir  aux 
propriétés  spéciales  des  n"*  12  et  13.  On  a  alors  par  le 
point  de  concours  ou  par  la  diiectiou  des  forces  le 
centre  d  homologie  ou  la  direction  liomologique  des 
polygones  funiculaires  du  système.  Donc,  en  prenant 
les  intersections  respectives  des  rayons  liomologiques 
des  points  I,  H,  K  et  des  côtés  de  rangs  /,  A,  A  dans 
un  premier  polygone  d'essai  P',  on  aura  immédiatement 
les  homologues  1',  H',  R'  des  points  I,  11,  K  du  polygone 
deniaudé  P;  on  pourra  alors  trouver  tous  les  côtés  de 
ce  polygone  P,  même  indépendamment  les  uns  des 
autres,  à  l'aide  des  tracés  indiqués  au  n"  7. 

lo.  Tout  cela  est  si  facile  (ju'ini  exemple  suffira. 
Nous  choisirons  à  cet  ellet  le  système  de  deux  forces 
concourantes  (F(,  Fo;  «i  a-^ci^)  auquel  nous  appliquerons 
successivement  les  deux  méthodes^  le  premier  côté 
devra  passer  par  I,  le  deuxième  par  11  et  le  troisième 
par  K. 

Lajig.  I  2  est  relative  à  la  première  méthode;  oj'a'a,  cp' 
est  ini  polygone  d'essai  dont  p'  est  le  pôle.  En  menant 
11'  et  HH'  parallèles  à  a,  a^,  puis  par  p'  la  parallèle  p'x 
à  l'H'et  enfin  jjar  x  la  parallèle  à  l'H',  on  a  (n"  11)  le 
lieu  /.)  des  pôles  des  polvgones  funiculaires  dont  le  pre- 
mier côté   passe  par  1  et  le  second  par  11.    De  même  en 
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menant  HH)  cl  KK'  parallèles  à  a^a-i,  puis  par  //  la 
parallèle  p'  j  à  H',  K'et  enfin  par  j^  la  parallèle  à  HK,  on 
a  le  lieu  Xo  des  pôles  des  polygones  funiculaires  dont  le 
deuxième  côté  passe  par  H  et  le  troisième  par  K. 


Le  point  p  commun  à  X,  et  Ag  sera  le  pôle  du  poly- 
gone cherché  P^  son  premier  côté  sera  la  parallèle  coa, 
à  /^«,  menée  par  J5  puis,  a,  H  et  a^K  seront  les  côtés 
suivants 5  comme  vérification,  ces  côtés  doivent  être  res- 
pectivement parallèles  aux  rayons  polaires  pa^  et  pas 
que  nous  n'avons  pas  tracés  pour  ne  pas  compliquer 
inutilement  la  figure. 

Lajig.  i3  est  relative  à  la  seconde  méthode;  to'a',  a!,  '^' 

Fig.  i3. 


étant  toujours  un  polygone  d'essai  dont  le  pôle  p'  est 
arbitraire,  on  prendra  les  intersections  I',  li',  K'  de  ses 
côtés  successifs  avec  les  rayons  homologiques  ()I,  OH, 
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OK,   et  il  restera,  pour  avoir  Je  polygone  demandé  P, 
à  construire  la  figure  homologique  de  to'a',  a'^'f'. 

L'homologue  u  du  point  z/  où  (o'a',  coupe  H'K'  sera 
sur  Ou  et  sur  HK;  en  le  joignant  au  point  I,  on  aura  la 
droite  homologue  de  Vu',  c'est-à-dire  le  premier  côté 
0)1  a,  du  polygone  P  dont  le  deuxième  côté  sera  a,  Hao  et 
le  troisième  a^K'-s. 

16.  L'une  et  l'autre  construction  peuvent  être  nota- 
blement abrégées  par  un  choix  convenable  du  polygone 
d'essai  P',  si  un  tel  polygone  ne  se  trouve  pas  tracé 
déjà  pour  d'autres  besoins. 

Reprenons  à  ce  point  de  vue  la  première  méthode.  En 
prolongeant KH  {Jîg-  i4)  jusqu'à  sa  rencontre  a',    avec 

Fig.   r4. 


-/- 


F,,  on  peut  considérer  la',  et  a',  H  comme  le  premier  et 
le  second  côté  d'un  polygone  funiculaire  dont  le  pre- 
mier côté  passerait  par  I  et  le  second  par  H;  son  pôle 
//  s'obtiendra  en  menant  cixp'  et  a-^p'  respectivement 
parallèles  à  la',  et  à  HK,  et  la  parallèle  ).,  menée  par  p' 
à  IH  sera  le  lieu  des  pôles  des  polygones  funiculaires 
ayant  leur  premier  côté  passant  par  I  et  leur  second  par 
H.  De  même,  en  prolongeant  IH  jusqu'à  sa  rencontre  c/".^ 
avec  Fo,  on  peut  considérer  Ha'!,  et  a'.', R  comme  le 
deuxième  et  le  troisième  côté  dun  polygone  funiculaire 
dont  le  deuxième  côté  passerait  par  H  et  le  troisième  par 
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K;  son  pôle  //'  s'oblicntlia  en  im-iiaiit  r/o//  t!t  a^ip"  rcs- 
pecliveinent  parallèles  à  IH  eL  à  a",  K,  et  la  parallèle  A.j 
Miellée  [)ar  //'  à  HK  sera  le  lieu  des  pôles  des  polygones 
funioulaircs  ayant  leur  deuxième  côlé  passant  par  H  et 
le  troisième  pai-  K.  Donc  l'intersection  de  À|  et  de  )v2, 
e'est-à-dire  le  sommet  p  opposé  à  a-,  dans  le  parallélo- 
gramme rto/>'/j// sera  le  pôle  du  polygone  elierclié  P.  On 
aura  le  deuxième  côlé  a,  ao  en  menant  par  H  la  parallèle 
à  j)a.2'-)  puis  Ja,  et  aoK  seront  le  premier  et  le  troisième. 
Reprenons  de  même  la  second»;  méthode  :  En  pro- 
longeant KH  jusqu'à   sa  rencontre  a',  avec  T  i ,   la',    et 

I-ie.   10. 


a'  Ha!,  seront  les  deux  premiers  côtés  d'un  polygone 
funiculaire  dont  le  premier  côté  passe  par  T  et  le  second 
par  H;  son  pôle/-»'  s'obtiendra  en  menant  <7,p  et  a^p 
respectivement  parallèles  à  la',  et  à  HK,  et  l'on  aura  le 
troisième  côté  a.,o'  en  menant  par  a!,  la  pii,rallèle  à  j/a^  ; 
mais  le  polygone  ^'a^a./J  et  le  polygoni!  clierclié  P  ont 
évidemment  pour  axe  d'iiomologie  la  droite  JH  qui  est 
leur  axe  commun  5  donc,  il  suflira  de  prolonger  o'a., 
jusqu'à  sa  rencoulre  S  avec  IH  et  de  joindre  SK  pour 
avoir  le  dernier  côté  ao'J  du  |>olygone  P;  le  second  côté 
sera  ensuite  aoUa,  et  le  premier  a,  I  {fig-  i5). 

La  construction  que  nous  trouvons  ainsi  par  la  consi- 
dération   des   ligules   liomologiqnes   aussi    bien   que   la 
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préccdenU*  s(jnt  remarquables  par  leur  élégaule  siiu- 
plieité. 

Polygone  fu^viculaire  passa:xt  par  deux  poi:nts  DOixivÉs 
ET  aya:>t  lise  distakce  polaire  DO^'XÉE. 

17.  Après  les  détails  dans  lesquels  nous  venons  d  en- 
trer, il  suffira  de  quelques  mots  sur  ce  nouveau  pro- 
blènu'  : 

Etant  donnes  deux  points  (fuelconques  I  o.t  li  dans 
le  plan  d' un  système  de  forces 

(F,F, . .  .  F„;  a,  «2 . . .  ««-^i  ), 

on  demande  de  tracer  un  polygone  funiculaire  P  dont 
le  côté  de  rang  i  passe  par  I,  le  côté  de  rang  h  par  H  et 
dont  le  pôle  p  soit  à  une  distance  donnée  o  de  la  droite 
qui,  dans  ce  polygone  des  vecteurs,  joint  le  point  ai  au 
point  ah- 

Le  pôle  inconnu  p  doit  èlre  d'abord  sur  l'une  des  deux 
paiallèles  à  atah  situées  de  part  et  d'autre  et  ta  la  dis- 
tauce  0  de  cette  droite.  Il  doit  être  en  outre  sur  la  droite 
lieu  des  pôles  des  polygoues  funiculaires  dont  les  côtés 
de  rangs  i  et  h  passent  respectivement  par  I  et  H.  Cette 
droite  coupe  les  deux  premières  en  deux  points  p  et  p^. 
Il  y  a  donc  deux  solutions  j  la  solution  serait  unique  si 
l'on  donnait,  outie  la  valeur  absolue  o  de  la  distance 
polaire,  le  sens  de  cette  distance. 

Si  les  l'orces  concourent  en  un  même  point  O,  on 
construira  un  polygone  d'essai  P'  en  prenant  un  pôle 
p'  à  la  dislance  o  de  aiak^  portée  d'ailleurs  du  côté 
convenable  si  le  sens  de  la  distance  est  donné.  Les 
rayons  homologiques  01,  OH  fourniront  par  leurs  ren- 
contres respectives  avec  les  <  ôtés  de  rangs  /  et  h  du  po- 
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Jygonc  P'  les  poiiils  1'  cl  H'  honiologiques  de  1  et  H; 
l'axe  d'iiomologie  des  polygones  P  et  P'  s'obtiendra  en 
menant  par  le  point  de  rencontre  S  de  IH  et  l'H'  la  pa- 
rallèle SL  à.  pp'i  c'est-à-dire  la  parallèle  à  aiah^  on  aura 
donc  plus  de  données  qu'il  n'en  faut  pour  construire  le 
polygone  P  hoinologique  de  P'. 

18.  La  solution  par  les  figures  liomologiques  devient 
d'une  extrême  simplicité  dans  le  cas  où  les  forces  sont 
parallèles .  Soit,  pour  fixer  les  idées,  le  système  de  trois 
forces  parallèles  (F,  FgFs  ;  a,  a.2a2a^  etsupposons  qu'on 
veuille  que  le    premier   côté  du  polygone   funiculaire 

Fig.  i6. 
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demandé  P  passe  par  1  et  le  dernier  côté  par  H.  On 
construira  un  polygone  funiculaire  d'essai  P'  ou 
(o' a',  a!,  a'.,  o'  à  l'aide  d'un  pôle  //qui  soit  à  la  distance 
donnée  o  de  a,  «4  et  dans  le  sens  voulu  ;  puis  on  mènera 
par  I  et  H  des  parallèles  aux  forces  jusqu'aux  points 
d'intersection  de  ces  rayons  liomologiques  avec  le  pre- 
mier côté  w'a',  et  le  dernier  côté  a!,'^  du  polygone  P'; 
ces  points  d'intersection  I'  et  H'  seront  les  homologues 
de  I  et  K.  Mais  les  polygones  P  et  P'  avant  leur  rapport 
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d'homologie  égal  à  ruiiilé(n°  13)  puisque  leurs  distances 
polaires  sont  égales  et  de  même  sens,  les  ordonnées  cor- 
respondantes comptées  respectivement  à  partir  des 
droites  homologues  IH,  l'H' seront  égales  et  de  même 
signe.  Ilsuffira  donc,  pour  avoir  le  polygone  F,  de  prendre 
^,a,,  '^2^-21  [^3^3  respectivement  égales  à  [^'ja', ,  (^'^a^, 
p'ga'g  et  de  même  sens.  Des  vérifications  simples  peuvent 
d'ailleurs  être  fournies  par  les  rencontres  telles  que  u\ 
des  côtés  du  polygone  P'  avec  l'H';  les  côtés  homo- 
logues du  polygone  P  devront  rencontrer  IH  en  des 
points  homologues,  c'est-à-dire  situés  avec  les  premiers 
sur  une  parallèle  aux  forres. 


REMAROIES  SUR  LA  DÉTERML\ATIO\  DES  FOYERS 
DIAE  COMQIE; 

Par  m.  E.  GOURSAT. 


Soit 

(i)     f{^,  /)  =  <^^^  -^  ibxy  -\-  cy^  -+-  2  dx  -f-  aej'  -^  f  =  o 

l'équation  d'une  conique  rapportée  à  des  axes  de  coor- 
données rectangulaires,  les  coefficients  a^b^  c^d,  e^  f 
étant  réels.  Les  foyers  de  cette  conic[ue  sont  les  points 
d'intersection  des  deux  courbes 


(2) 
(3) 


X  =  [b^  —  ac)(x^  —  y^)-+-  2(6e  —  cd)x 

-i-  2{ae  —  bd)y  -+-  e^  — d^  -+-/(«  —  c)  =  o, 

Y  =  2(è2  —  ac)xy  -h  2.( bd  —  ae^x 

-T-  i{be  —  cd)y  -\-  i{bf  —  de)  =  o  ; 


pour  trouver  les  points  réels  d'intersection  de  ces  deux 
courbes,  on  peut  procéder  comme  il  suit. 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  VI.  (Octobre  1887.)  3l 
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Multiplions  l'équalion  (3)  par  /  =  ^/ —  i ,  cl  ajoutons  ; 
<'n  posant 

A  =  6-  —  ac, 

B  —  be  —  cd  -\-  i{  hd  —  ae), 
C  =  6-2  —  f/2  ^f{a  —  c)  -^ii{bf—  de), 
il  vient 

(4)  X^-iY  =  A^2_^2Bz4-G  =  o. 

La  reclierclie  des  racines  de  l'équalion  (4)  revient 
précisénienl  à  la  reclierclie  des  systèmes  de  solutions 
réelles  communes  aux  équations  (2)  et  (3)  et,  inverse- 
ment, tout  point  d'intersection  réel  de  ces  deux  courbes 
fournit  une  racine  de  l'équation  (4).  Nous  sommes  con- 
duits, par  conséquent,  à  la  conclusion  suivante  : 

Soient  (a:,,  j'i),  {x^t  J2)  l^s  coordonnées  des  deux 
foyers  réels  de  la  conique  représentée  par  l'équa- 
tion (1)  ;  si  l'on  pose 

^1  =  a:-, -h  fji,         -2  =  ^2-+-ï>2, 

les  deux  quantités  imaginaires  ^,  et  z^  sont  les  racines 
de  l'équatioJi  (4)- 

Supposons  d'abord  Z»-  —  ac  difTérent  de  zéro;  en  ré- 
solvant l'équation  (4),  on  trouve 

cd  —  bc  -^  i(ae  —  bd )  ■+-  \/ S.  \J a  —  c  ^  lib 


(5) 


b-  —  ac 


où  A  désigne  le  discriminant 

A  —  acf  -\-  ibde  —  ae-  —  cd-  —  fb"-. 

Tout  revient  donc  à  extraire  la  racine  carrée  de  la 
quantité  imaginaire  a  —  c-\-iih.  Une  fois  les  foyers 
réels  connus,  les  foyers  imaginaires  se  déterminent  sans 
difficulté. 
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Si  h"^  —  ac  est  nul,  ou  trouve  pour  la  valeur  de  z 
correspondaut  au  fojcr  unique  une  fonction  ration- 
nelle des  coordonnées. 

Il  est  à  remarquer  que  la  méthode  précédente  ne  dif- 
fère pas  au  fond  de  la  niélliode  générale  employée  par 
Salinon  pour  résoudre  les  équations  (2)  et  (3),  et  qu'elle 
conduit  [)récisément  aux  mêmes  calculs.  Si  celle-ci  pré- 
sente quelque  avantage,  c'est  qu'elle  ramène  immédia- 
tement la  question  à  une  question  tiailée  dans  tous  les 
cours  d' Algèbre,  à  propos  de  la  laciiie  carrée  d'une 
quantité  imaginaire. 

Il  est  aisé  d'explicjuei-  le  résultat  précédent  et  de 
l'étendre  aux  courbes  algébriqtu's  planes  de  degré  quel- 
conque. Soit 

( 6 )  'Si(m,  p)  =  o 

l'équation  tangentielle  d'une  courbe  algébrique  plane 
réelle  C,  dans  un  système  d'axes  rectangulaires,  c'est- 
à-dire  la  condition  pour  cpie  la  droite 

(7)  J  =  m.r^-/? 

soit  tangente  à  celte  courbe.  Soient  Xi,  j  ,  les  coordon- 
nées d'un  foyer  réel  de  cette  courbe;  la  droite 

sera  tangente  à  la  courl)e  C  et  l'on  aiu-a,  pai'  consé- 
quent, 

en  séparant  les  parties  réelles  et  les  pai'ties  imaginaires, 
on  pourra  écrire 

o{i,  Yi  —  t>i)  =  X  +  A', 

X  et  Y  désignant  des  fonctions  entières  à  coefficienis 
réels  de  X),  -)(.  Mais,  puisque  .r,  et  y,    sont  sup|)Osés 
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réels,  on  aura  à  la  fois 

X  =  o.        Y  =  o, 

elles  foyers  réels  seront  précisément  les  points  d'inter- 
section réels  de  ces  deux  courbes.  Or,  si  l'on  pose 

^  =  .r,  +  l'yi, 

la  relation  précédente  peut  s'écrire 

CD  (  i,  —  iz  )  =  X  -t-  iY, 

et  la  reclierclie  des  points  réels  communs  à  ces  deux 
courbes  revient  précisément  à  résoudre  l'équation  à 
coefficients  imaginaires 

cp(i,  —  iz)  =  o. 

Ainsi,  pouj'  avoir  V équation  qui  détermine  les  af- 
fixes  des  foyers  réels  de  la  c&urbe  C,  il  suffit  de  rem- 
placer m  par  i  et  p  par  —  iz  dans  V  équation  tangen- 
tielle  (6)  de  cette  courbe. 

Pour  présenter  une  application  de  ce  qui  précède, 
considérons  toutes  les  paraboles  inscrites  dans  un 
triangle.  Leur  équation  tangentielle  contiendra  un  pa- 
ramètre arbitraire  X  au  premier  degré,  et  l'équation  qui 
détermine  le  foyer  de  l'une  de  ces  paraboles  sera  de  la 
forme 

ou 

^  _  _  9}^  ^ 
"~     ax  +  b' 

Pour  avoir  le  lieu  décrit  par  ce  foyer,  il  faudra  faire 
varier  \  par  valeurs  réelles  de  —  oc  à  +  oo,  c'est-à-dire 
faire  décrire  à  \  l'axe  des  quantités  réelles.  Mais  la  for- 
mule précédente  fait  correspondre  à  une  droite  une  cir- 
conférence; on  retrouve  ainsi  le  théorème  connu. 
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SUR  m  THÉORÈME  DE  LA  THÉORIE  DE  LATTRACTIOX; 

Par  m.  E.  SARRAU, 

Membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 


Lorsque  l'on  considère  l'attraction  exercée,  suivant 
la  loi  de  JNevvton,  par  une  niasse  sur  un  point,  on  a  ce 
théorème  : 

Si  le  point  est  à  l'intérieur  de  la  niasse  ^  la  fonction 
potentielle  de  cette  masse  sur  ce  point  satisfait  à  l'é- 
quation 

d^  Il       d-  Il       d'  a 

d^^^dT'^^^'^' 

en  désignant  par  u  la  fonction  potentielle,  par  a^  j3,  y 
les  coordonnées  du  point,  et  par  K  la  densité  de  la 
masse  en  ce  point. 

Poisson  a  établi,  le  premier,  ce  théorème  en  considé- 
rant d'abord  l'attraction  d'une  sphère  homogène  (  '  ). 
D'autres  géomètres,  notamment  Gauss  (-)  et  M.  Clau- 
sîus  ('),  en  ont  donné  des  démonstrations  directes,  en 
ayant  égard  à  la  variation  de  la  densité  de  la  masse  atti- 
rante (^).  Ces  démonstrations  paraissent  compliquées, 
parce  qu'elles  comprennent  des  propositions  de  Calcul 
intégral  intéressantes  en  elles-mêmes,  et  d'ailleurs  in- 


(')  Bulletin  de  la  Société philoniathique,  t.  III,  p.  368. 

(')  Œuvres,  t.  V,  p.  197,  et  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  t.  VII,  p.  273. 

(^)  De  la  fonction  potentielle  et  du  potentiel,  traduit  de  l'alle- 
mand par  F.  Folie.  Paris,  Gauthier-Villars;  1870,  p.  44- 

(*)  On  peut  consulter,  sur  le  même  sujet,  la  Théorie  du  potentiel, 
par  M.  Emile  Malliicu.  Paris,  Gauthier-\  illars;  )S8.5. 
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dépendaules  du  sujet.  Il  y  a  avantage  à  isoler  ces  pro- 
positions, et  la  démonstration  du  théorème  de  Poisson 
découle  ainsi  très  simplement  de  quelques  théorèmes  gé- 
néraux qui  sont  susceptibles  d'un  grand  nombre  d'autres 
applications. 

I.  — •  Théorèmes  préliminaires. 

1.  Théorème  principal.  —  Soit.  F(x,j>',  z)  une  fonc- 
tion des  coordonnées  (.r,  ;)  .,  z^^  finie,  continue  et  bien 
détei'niinée  dans  toute  V étendue  d'un  volume  k'  limité 
par  une  surface  '7-^  en  désignant  par 

dv  un  élément  du  volume  v  ; 
d'y  un  élément  de  la  surface  t; 

a  le  cosinus  de  l'angle  que  la  normale  à  l'élément  (Yo-, 
extérieure  au  volume  v^  fait  avec  Vaxe  OX  5 


^'^  /£'^"=/" 


Ft/cr, 


l'intégrale  du  pj'emier  membre  s' étendant  à  tous  les 
éléments  du  volume  v^  et  l' intégrale  du  second  membre 
s  étendant  à  tous  les  éléments  de  la  surface  t. 

En  eiret,  à  un  système  de  valeurs  [y,  z)  correspon- 
dent, sur  la  surface  o-,  certaines  valeurs  de  0:5  le  nombre 
de  ces  valeurs  est  toujours  pair,  puisqu'une  parallèle  à 
l'axe  des.r,  entrant  dans  le  volume  v  un  certain  nombre 
de  fois,  en  sort  le  même  nombre  de  lois. 

Supposons  c|u'im  point  décrivant  celte  parallèle,  de 
X  := — ce  à  j^;=-(-x,  entre;  dans  le  volume  v  pour 
.r==X|  et  en  sorte  pourx^x^,  y  entre  pour  a:  =  0:3 
et  en  sorte  pour  x  =  0:4,  et  ainsi  de  suite.  Soient  F,,  Fo, 
F3,  F,,  .  .  .  les  valeurs  de  F  pour  ces  valeurs  particu- 
lières de  X. 
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Eii    pieiiaiiL    pour    réléinent  ih    le    parallélépipède 
dx  dy  dz,  on  a 

ei,  eu  intégrant  par  rapport  à  la  variable  x, 

=JJ[{F.,~V\)  +  i¥,-Y^)  +  ...]dydz. 

Or,  si  l'on  désigne  par  «,,  a-^-  «3,  «, ,  •  •  •  los  valeurs 
de  a  aux  points  dont  les  abscisses  sont  X),  Xj,  X3, 
0:4,  ...,  et  par  c?a-,,  rfy,,  ^3-3,  f/o-4,  ...  les  éléments 
supeiiîciels  en  ces  points,  qui  ont  pour  projection  dj  dz 
sur  le  plan  YOZ,  on  a  évidemment 

«1  (i-7i  =  «2  dl-i  =  —  «3  c/ts  =  «4  (/J4  =  .  .  .  =  f/;^'  <^^. 

On  peut,  par  suite,  écrire 

=     1     [a2F2  '5?T2-+-  «1  Fi  c/Tj -f-«4  F4  fZji-r-.  .  .], 

c'esl-à-dire,  conformément  à  l'énoncé, 

fJJ'^J^dydz=Ja?ch. 

2.   Corollaire  I.  —  Si,  dans  la  relation  (i),  on  sup 
pose  F  =  I ,  on  trouve 


a  ch  =  o. 


(2)  f 

Donc,  rinfégrale  j  cidn   dtendue  à    tonte    la   surface 
d'un  espace  limite  est  égale  à  zéro. 
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3.  Corollaire  II.   —  En  supposant  F  =  x,  il  vient 

(3)  j  dv=   iaxcli. 

Donc,  r intégrale  i  ax  di  étendue  à  la  surface  d' un 
espace  limité  est  égale  au  'volume  de  cet  espace. 

4.  Corollaire  III.  —  Soient  «,  Z>,  c  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  l'élément  Jo-,  extérieure  au  vo- 
lume t*,  et  F,  G,  H  des  fonctions  de  x^  y.,  z  finies,  con- 
tinues et  bien  déterminées  dans  l'étendue  du  volume  u\ 
on  a  les  trois  équations 

/  -j-  dç  =  I  a  F  di, 

/——  dv  =    I  bG  dn, 
dy         J 

I  —j—  dv  =  /  c  H  da, 
et,  par  suite,  en  ajoutant  membre  à  membre  (^), 

5.  Formule  de  Green,  —  Si  l'on  fait  dans  l'équa- 
lion  (4) 

F—     -^  r—     ^  H—     ^ 

~  "  dx  '  ~     dy  dz  ' 


(')  Cette  formule  est  fréquemment  utilisée  en  Physique  mathéma- 
tique; Laplace  s'en  est  servi,  le  premier,  dans  la  Théorie  de  la 
capillarité. 
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0  et  'i  étant  des  fonctions  de  (^,  j ,  -),  il  vient 

/     r    [ dr-o       d^o       d^-o\   , 

I  r  /  dp   do        dp   do        dp  do\ 

^    '  I  '^ J    \dx  dx  ~^  dy  dy~^  dz  dz ) 

L'expression 

d^o        d'-o    ^    d^ 
'dx^-  "^  dy^  ~^  'dz^ 

a  été  appelée  par  Lamé  paramètre  dij^érentiel  du  second 
ordre  de  la  fonction  cp;  nous  la  désignerons  par  Acp,  en 
posant  symboliquement 

~  llx^ '^  dy^ '^  dz"-' 

Quant  au  trinôme  qui  figure  dans  l'intégrale  du  second 
membre,  on  peut  lui  assigner  une  signification  très 
simple.  En  effet,  on  a,  en  général, 

,         do    ^         do   ^         do    ^ 
do^=  -r  dx  -, — Y-  dy  -\ — ^  dz. 
'        dx  dy  dz 

Supposons  qu'à  partir  du  point  (a?,  j',  :r)  de  la  sur- 
face t»,  et  sur  la  normale  extérieure  au  volume  p",  on 
porte  une  longueur  infiniment  petite  dn  5  les  projections 
de  cette  longueur  sur  les  axes  sont 

dx  =  a  dn,         dy  =  b  dn,         dz  =  c  dn, 

et  la  valeur  correspondante  de  do  est 

,         [do        j  do  do\    j 

do  ^  \  a  -~ — \-  o  -~  -T-  c  -r-  1  dn, 
'        \     dx  dy  dz  I 

de  sorte  que  l'on  peut  écrire 

do  do  do  _  do 

dx  dy  dz        dn 


d'^  o        d^  o 

d^-o 

\o  = 

dx^         dy- 

-./.-' 

X  — 

dp   do        do 

do        dçt  do 

dx  dx        dy 

dy    '  dz  dz 

do   _ 
dn 

do           do 
dx           dy 

do 
dz 
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dz/  dési-^iiaiil  La  dérivée  de  la  fond  ion  'Z/saivanl  la  nor- 
maie  à  la  surface  t. 

En  résumé,  si  l'on  pose 


(6) 


l'équalioii  (j)  devient 

(7)  J  ^^"^  ^^^  ~^J  ^'  ^^^  =   /  P  ^i  ^^''• 

Telle  est  la  formule  de  Green  (');  elle  exige' que  les 

.    .        do        do        do      .         f,    .  .  ,  . 

quantités  o-r-j  9-r  >  P  ^  soient  liiiies,  continues  et  bien 
^  *  dx    '  dy    '   dz 

déterminées  dans  le  volunie  u. 

6.  3Iodi/îcalion  des  formules  dans  le  cas  oii  le  vo- 
lume w  renferme  des  infinis.  —  Su[)posons  que  la  fonc- 
tion F  de  la  formule  fondamentale  ait  une  valeur  infinie 
en  un  point  P(a,  ^,  y),  dans  l'intérieur  du  volume  \'. 

Concevons  une  sphère  cr'  de  rayon  infiniment  petit  /', 
décrite  du  point  P  comme  centre.  On  peut  appliquer  la 
formule  (i)  au  volume  compris  entre  les  surfaces  (7  et  a-', 


(•)  Essai  d'application  de  l'Analyse  mathématique  à  la  théorie 
de  l'Electricité  et  du  Magnétisme  (  Nollinghain,  1828),  réimprimé 
dans  le  Journal  de  Crelle  (i85o),  et  dans  l'édition  des  Œuvres  de 
Green.  En  fait,  suivant  la  remarque  de  M.  Emile  Mathieu,  la  for- 
mule dite  de  Green  a  été  employée  dans  différents  cas  par  Fourier 
et  Poisson,  avant  la  publication  du  Mémoire  de  Green  Sur  l'Elec- 
tricité. Duhamel  et  Lamé  s'en  sont  servis,  postérieurement,  dans  des 
Recherches  sur  la  distribution  de  la  température  dans  les  corps 
solides  (Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  XXIP  Cahier;  i833, 
p.  6ç)  et  20^  ). 
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eu  élendant  à  ces  deux  surfaces  rinlégralion  du  seeoud 
membre.  Si  donc  ou  désigue  par  o)  la  valeur  de  l'iuLe- 

grale  /  aFd'y',  relative   à  la  sphère  iuQuiuient   petite, 

c'est-à-dire  la  limite  de  cette  intégrale  lorsque  r'  décroit 
indéCuiuient,  la  formule  (i)  est  remplacée  par  la  sui- 
vante : 


F  ch^ 


et  l'on  aurait  une  somme  de  termes  w,  si  la  fonction  F 
admettait  plusieurs  infinis  dans  le  volume  r. 

La  formule  (6)  éprouve  une  modification  analogue, 

,  ,.  1        ,■         •  do     do     do    ^      .      ^    . 

lorsque  lune  des  fonctions  p,  --~-y  ~  ■>  -~  devuMit  in- 
finie. 

7.  Premier  exemple.  —  Désignant  par  ;■  la  distance 
du  point  variable  {oc^j,  z)  à  un  point  fixe  P(a,  |^,  y), 
de  sorte  que 

(9)  r^  =  ^a--7.f  +  {y-^r--{z-^iY, 

et  posant 

(10)  o  =  -  ■> 

'        r 

faisons  F  =  p'i  dans  la  formule  (i),  p  étant  une  fonction 
finie  dans  le  volume  u. 

Si  le  point  P  est  hors  du  volume  u,  la  formule  (i)  est 
immédiatement  applicable^  mais,  si  ce  point  est  dans  ce 
volume,  la  formule  peut  se  trouver  modifiée,  la  fonction 
devenant  infinie  lorsque  l'on  attribue  à  x,  j,  z  les  va- 
leurs a,  ^,  V. 

Considérons  l'intégrale 

to  =   I  a  po  di', 
relative  à  la  sphère  y',  fie  rayon  infiniment  petit  r'. 
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Soit  K  la  valeur  de  p  au  point  P^  on  peut,  dans  l'inté- 
gration, remplacer  p  par  K,  et  l'on  a,  sur  la  sphère, 


I 

o  —  -, 


Par  suite, 

w  =  — 7   /  a  d<j  , 
r  J 

et  cette  valeur  se  réduit  à  zéro  (n'*  2). 

La  formule  (i)  s'applique  donc,  quelle  que  soit  la  po- 
sition du  point  P,  de  sorte  que,  lorsque  la  fonction  cû 
est  définie  par  les  formules  (9)  et  (10),  on  a,  dans  tous 
les  cas, 

8.  Second  exemple.  —  Faisons  maintenant  o  =  - 
dans  la  formule  (7).  On  a  alors 

I         3(37  — a)2 


'   do 
dx 

X  —  a 

d-^o 

/•3       ' 

dx^ 

(12) 

do 

r3     ' 

d^o 

do 
dz   ~ 

'"3'' 
^3 

d^o 
dz-"- 

,.5 

3(.r 

~^Y 

fô 

3(5 

-V' 

Les  dérivées  secondes  satisfont  à  l'équation 
d'-o       d^'o       d^-o 

et  les  dérivées  premières  donnent,  en  ayant  égard  à  la 
troisième  des  formules  (6), 

do  \   [    T  —  a        ,1'  —  fi  z  —  Y 

-^  = rt— vh^ ^  -f-c L 

dn  r^-  \         '■  r  r 

OU  bien,  en  désignant  par  £  l'angle  que  la  normale  en  un 
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point  M  de  la  surface  o-,  extérieure  au  volume  k-,   lait 
avec  le  vecteur  qui  joint  le  point  P  au  point  M, 

do  cos  t 

Cela  posé  et  admettant  que  la  fonction  o  reste  finie 
dans  le  volume  ç',  deux  cas  se  présentent  : 

1°  P  est  extérieuj'  à  t^,  /*  ne  devient  pas  nul  5  les  dé- 
rivées de  o  restent  finies  dans  le  volume  de  ^',  et  la  for- 
mule  (7)  devient,  en  y  remplaçant,  d'après  la  rela- 
tion (i3),  Acp  par  zéro, 

(,5)  /),rf.=/p^^*. 

2°  P  est  ultérieur  à  v\  on  doit  alors  ajouter  au  second 
membre  de  l'équation  (y)  l'intégrale 


/< 


p-f-ch, 
an 


étendue  à  la  surface  d'une  sphère  décrite,  du  point  P 
comme  centre,  avec  un  rayon  infiniment  petit  /■'. 
On  a,  sur  cette  sphère, 

Z  =  -,  COSÎ  = —  I,  /•=;•', 

et,  par  suite,  d'après  la  valeur  (i4)> 

d^_  ± 
du        /■'- 

On  peut  d'ailleurs,  dans  l'intégration,  remplacer  p 
par  la  valeur  K  de  cette  fonction  au  point  P;  il  en  ré- 
sulte 

mais  l'intégrale   /  ^/tr'  représente  la  surface  totale  de  la 
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splièi'f  7',  ei  celte  surface  est  égale  à  4~/'';  donc, 


ttK, 


de  sorte  que  l'équation  (i5)  est  remplacée  par  la  sui- 
vante : 

(16) 


/^^^^''=/p^^^^+^-^- 


9.  En  particulier,  soit  p  =  i  ;  la  deuxième  formule  (6) 
donne  }.  ri=:o,  et  en  remplaçant -j^  par  sa  valeur  (i4) 
dans  les  équations  (i5)  et  (16),  on  a  ce  théorème  : 


L'intégrale 


f 


coss    , 
- — 7-  as, 


étendue  à  toute  la  suvjace  d'un  espace  l unité,  est  nulle, 
ou  égale  à  4 "5  suivant  que  l' origine  P  du  -vecteur  r  est 
extérieure  ou  intérieure  à  cet  espace. 

II.  —  Théorème  dé  Poissoiv. 

10.  Composantes  de  V attraction.  —  Imaginons  un 
espace  limité  rempli  d'une  matière  continue  et  attirant 
un  point  matériel  P.  Soit  M  un  point  quelconque  de  cet 
espace;  désignons  par 

a,  [i,  Y  les  coordonnées  du  point  P; 

X,  j',  z  les  coordonnées  du  point  M; 

p  la  densité  au  point  M; 

dv  un  élément  de  volume  renfermant  le  point  M: 

ni  la  masse  du  point  P; 

;•  la  distance  du  point  P  au  point  M. 

La  masse  de  l'élément  d^'  est  0  r/t',  et  la  force  attrac- 
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•tive  agissant  sur  le  point  P  est,  cPapiès  la  loi  dcjNcwton, 

m  0  dv 

f  désignant  une    constante.   Les  composantes  de  cette 
force  sont 

.  nip(cc  —  y.)dv  .mp(y  —  ^)dv  nip(z  —  ^()  di> 

J         y.         '    J       -T^         '    / ^x •• 

et  l'on  a,  par  suite,  pour  les  composantes  de  l'attraction 
totale  exercée  sur  le  point  P, 

—  di', 


les  intégrations  s'étendant  à  tous  les  éléments  di' an  vo- 
lume attirant.    Dans  ces   sommations,   la  densité  p  est 
constante,  ou  fonction  de  [x,  y^  ^)  suivant  que  la  masse 
comprise  dans  ce  volume  est  ou  n'est  pas  homogène. 
Les  expressions  de  ces  composantes  s'écrivent 


fm\,    fmX,    ftyiZ, 


en  posant 


07)  ■  Y=./^^., 


z=  /"el^^rf.. 


11.   Fonction  potentielle.  —  Green  a  donné  1(;  nom 
du  Jonction  potentielle  à  l'intégrale 

(i8)  «.-=  f^-ff'- 
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élenJuc,  comme  les  précédentes,  au  volume  entier  de  la 
masse  attirante. 

Le  calcul  des  trois  intégrales  (17)  se  réduit,  comme 
on  le  verra  plus  loin,  à  celui  de  la  fonction  potentielle. 

i2.  Les  composantes  X,  Y,  Z  et  la  fonction  poten- 
tielle «,  variant  avec  la  position  du  point  P,  sont  des 
fonctions  de  (a,  [3,  y).  Les  valeurs  de  ces  fonctions  sont 
toujours  finies  et  déterminées  -,  car,  si  l'on  exprime  l'élé- 
ment de  volume  di'  en  coordonnées  polaires  (/',  Q,  '|) 
ayant  pour  origine  le  point  P,  on  a 

dv  =  7-3  si n  6  dr  d^  d'^ 
et,  par  suite, 

X  =  f  f  f  9  "-^  ?ine  dr  d^)  d^, 

Z  =   f  f  fp  ^^~  sin  0  dr  r/O  ^/ij/, 

u=   I   I   I  p  r  s\n%  dr  d(]  d'^i. 

T  .    ,      ,r  —  CL      y  —  B     5  —  Y       '  1 

Les  quantités  — ; — ■>   ~ — ^>  — —-,   étant  les  cosinus 

directeurs  du  vecteur  PM,  ont  une  valeur  numérique 
moindre  que  i.  Donc,  les  intégrales  dont  il  s'agit  n'ont 
pas  d'éléments  infinis,  et  la  valeur  de  chacune  d'elles 
reste  finie  et  déterminée. 

13.  Dérivées  premières  de  la  fonction  potentielle. 
—  Prenons  la  dérivée  de  a  par  rapport  à  a;  en  différen- 

/  ,  on  a 


tiaiit  sous  Je  siene 


du.  _     I  ''  / ,  _         /    P    "'■ 


-.fî.>-^ 
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craillc'Ui'S,  Je  la  lelatioii 

on  tire 

dr  jr  —  X 

d(x  r 

Il  VA\  résult(î 


du  _    rp( 


^^=^dv=.X. 


de  sorte  que  Fou  a 

,      ,  du       -.  du       ,.  du       „ 

^'9>  ^=^'         ^=Y'  ^=^' 

ce  qui  établit  que  X,  Y,  Z  sotit  les  dérivées  partielles 
de  la  fonction  potentielle. 

14.   Dérivées  secondes  de  la  fonction  potentielle.  — 
Des    relations    (19)    on    tire,    en  diflérentiant    sous   le 

signe  /  les  intégrales  (17), 

dot.-       j       L         '■"  ''  J 


77 


Si  le  point  P  est  extérieur  à  r,  les  éléments  de  ces 
intégrales  ne  deviennent  pas  infinis,  et  elles  ont  par 
conséquent  des  valeurs  finies  et  déterminées.  En  les 
ajoutant,  on  a  l'équation  de  Laplace  (') 


d-  u        f/2  u        d-  u 

7702  ^  77pi  ^7772 


(')   Théorie  de  la  figure  des  corps  célestes  (Mécanique  céleste, 
Liv.  II,  ji  11). 
Ann.  de  Mathemat.,  3«  série,  t.  VI  (Ortohrc  1SS7).  32 
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15.  Si  le  point  P  est  intérieur  à  *',  on  voit  que, 
malgré  la  transformation  en  coordonnées  polaires,  la 
fonction  à  intégrer  pour  calculer  l'une  des  dérivées 
secondes  devient  encore  infinie,  parce  que  /•  reste  au  dé- 
nominateur. Sans  entrer  dans  des  détails  sur  la  nature 
de  ces  intégrales,  qui  ont  des  éléments  infinis,  nous 
abandonnerons  ces  expressions  comme  impropres  à  la 
détermination  des  dérivées  secondes,  et  nous  opérerons 
cette  détermination  d'une  autre  manière. 

16.  Remarquons  d'abord  que,  la  valeur  de  /•  étant  dé- 
terminée par  la  relation 

,.2  =  (^  _  ^)2_x_  (^  _   8  )2-^  r  -  -  .^)2, 

si  1  on  pose,  comme  précédemment, 

I 

o  =  -■> 
/■ 

les  dérivées  de  C5  par  rapport  à  (a,  [i,  y)  sont  respective- 
ment égales  aux  dérivées  de  la  môme  fonction  par  rap- 
port à  (x,  j)',  z)  pinses  avec  le  signe  contraire 


do 

do 

do             do 

do             do 

7h  ~ 

dr 

d3-~7fy' 

7h!^~7tz 

Cela  posé,  la  fonction  potentielle  étant  mise  sous  la 
forme 

?/  =    /   po  dv, 

on  a,  en  prenant  sa  dérivée  par  rapport  à  a, 
du  _   rdo      _       r    do 

dn       J    '^  doc  J    '  dx 

mais,  d'après  la  formule  (  i  i  )  du  n"  7,  on  a,  quelle  que 
soit  la  position  du  point  P, 


(  483 

On  peut  donc  écrire 


=  I  o  -~-  dv  —  ta  p'i  drs. 


du  r     d'j 

di 


En  prenant  encore  une  fois  la  dérivée  par  rapport  à  a, 

il  vient 

d'^u         C  do  do    ,  r       do 


t^        j     doL  dx  ,  /       ^  dT. 


Enfin,  en  remplaçant  -j-  par j-^  on  obtient  la  pre- 
mière des  expressions  suivantes,  les  deux  autres  s'en  dé- 
duisant par  de  simples  permutations  de  lettres, 

1   d<x-  J    dx   dx  J      '  dx      ' 

!  d^-ii  r  do   do    ,  r ,     do    , 

1  d-  u  r  do    do  r       do    . 

En    ajoutant   et   eu    posant,    comme    précédemment 

(u"5),  ■ 

f/p    do        f/p    do        dp  do 
dx  dx        dy  dy        dz  dz 


do  do        ,  do  do 

an  dx  dv  dz 


il  vient 


d^-u        d-^u        d^u  r.    ,         r     do    ^ 

Cela  posé,  si  le  point  P  est  extérieur  au  volume  ç^  il 
résulte  de  l'équation  (lo)  du  n°8  que  le  second  membre 
de  l'équation  (20)  se  réduit  à  zéro,  et  l'on  retrouve  ainsi 
l'équation  de  Laplace. 

Si  le  point  P  est  intérieur  au  volume  »',  il  résulte  de 
l'équation  (16)  du  n"  8  qu(;  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (20)  est  égal  à  —  4~1^-  ^  désignant  la  valeur  de  z 
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au  point  P,  dont  les  coordonnées  sont  (a,  [j,  v).  Donc, 
lorsque  ce  point  est  dans  le  volume  <>,  la  fonction  poten- 
tielle satisfait  à  l'équation  de  Poisson 

d'-u        d-it        d'-u  ,    ^. 

^^•)  -d^-^d¥^W^--'''-^- 

17.  CoiiOLi.viKE.  —  JNous  donnerons  enfin  la  démon- 
stration d'un  théorème  établi  par  (jauss  et  par  Chasles 
dans  leurs  reclierclies  sur  l'attraction  des  corps  (').Ce 
théorème,  souvent  utilisé  dans  la  théorie  de  l'électricité, 
s'énonce  comnic;  il  suit  : 

Si  II  est  la  fonction  jjoientielle  do.  niasses,  les  unes 
intérieures,  les  autres  extérieures  à  une  surface 
fermée  o-,  on  a 


f 


V intégrale  s' étendant  à  toute  la  surface  a-,  et  M  étant 
la  somme  des  masses  qui  sont  intérieures  à  cette  sur- 
face. 

Eu  ellèt,  si  dans  la  formule  (7)  du  n"  o,  où  p  et  cp  sont 
des  fonctions  quelconques,  on  remplace  0  par  1  et  cp 
par  u,  il  vient 

Ôr,  d'après  l'équation  de  Poisson,  on  a,  pour  un  point 


(')  Ctiasles,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  VIII,  p.  -^ocj.el  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps 
pour  l'année  i8^5. 

Gauss,  Mémoire  déjà  cite  {Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées j  t.  VII,  p.  204  cl  suivantes). 

Sturm,  Note  sur  un  Mémoire  de  M.  Chasles  {Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  t.  III.  p.  .v'|,i). 
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quelconque,  en  désignant  par  K  la  densilé  en  ce  point, 
lu  =  —  4~1'^- 
11  vu  résulte,  conformément  à  l'énoncé, 

et  l'on  doit  se  rappeler  que,  dans  eetie  formule,  la  dé- 
rivée -j-  est  prise,  eu  un  point  de  la  surface  7,  suivant 

la  normale  en  ce  point  extérieure  au  volume  limité  par 
la  surface. 


SUR  LES  DÉVELOPPEME\TS  E\  SERIES  DES  FOXCTIOXS 
RATIOXXELLES; 

Pau  m.  Gii.  BIEHLER. 


1.  Nous  allons,  dans  ce  qui  suit,  donner  une  démons- 
tration élémentaire  du  théorème  de  Caucliy  sur  le  déve- 
loppement en  série  d'une  fonction,  en  nous  bornant  au 
cas  où  la  fonction  est  algébrique  et  rationnelle.  Nous 
établirons  qu'une  fonction  algébi'ique  rationnelle  de  x 
est  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  croissantes  delà  variable  pour  toute  valeur 
de  X  dont  le  module  est  inférieur  à  celui  de  la  plus  petite 
valeur  de  la  variable  pour  lacjuelie  la  fonction  devient 
infinie;  la  fonction  n'est  plus  développable  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x  si  li;  module  de  la  variable 
dépasse  cette  valeur. 

i.    Nous  allons  déinonircr    d  abnrd   le    I  lu-orènic    dans 
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le  cas  simple  où  la  fonction  est  de  la  forme  -'^-^-  •  On  a 
identiquement 


X  —  a 


supposons  le  module  de  -  inférieur  à  l'unité,  la  série  ob- 
tenue sera  convergente;  il  sullit,  pour  montrer  qu'il  en 
est  ainsi,  de  faire  voir  que  le  module  du  terme  complé- 

mentaire r ^,-  a  pour  limite  zéro  quand  n  auc- 

mente  indéfiniment. 

On  a,  en  effet,  en  désignant  par  p  le  module  de  -•> 

mod '-y ,     < 

0  étant  plus  petit  que  l'unité,  p"+*  a  pour  limite  zéro, 

par  suite  aussi  mod '— ^  a  |iour  limite  zéro  et 

a'i+i  (  I  —  - 


la  série  est  convergente. 

Si  le  module-  est  plus  grand  que  i,    le  module  de  la 
partie  complémentaire  augmente  indéfiniment,  car 


mod , ,     >    ^ 


«'^^-i(i_^) 


I  H-  p 


rjl  +  l 


Or  la   fraction augmente  indéfiniment  avec  n',   la 

I  -f-  .0        '^ 
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est  donc  divergente  :  il  en  est  de  même  quand  p  =  i . 

Remarquons  que,  si  p^i,  la  série  des  modules  des 
divers  termes  de  la  suite  précédente  est  une  série  conver- 
gente, car  c'est  une  progression  géométrique  dont  la  rai- 
son est  moindre  que  l'unité. 

3.    Proposons-nous  maintenant  de  développer  eu  série 
7  a  étant  un  nombre  entier. 


A  cet  effet,  considérons  l'identité 


Prenons  les  dérivées  d'ordre  a  —  i  des  deux  membres,  il 
viendra 


(a-i)!   ^(,_,),    ,    -•!-    ,    (=^-^-0! 


(  I 5  )«  l  I  .  -2 

(1-^)5 


(a^-n  — i)!  .      ^(z) 


ou  bien 


I                                    a(oc  -t-  1  ) 
—  =  1-^  y.z  -i , 


a(a-f-i)...(>. -f-n  — i)  z"+^'i>{z) 


(a-i)!(i-x;)^ 


Dans  c:ette  formule  ^{~-)  désigne  un  polynôme  de 
degré  (a  —  i)  dont  les  coefticients  ne  renferment  n  qu'à 
la  puissance  a  —  i  au  plus.  Le  second  membre  repré- 
sente le  c[uotient  de  I  par  (i  —  z)^  ordonné  suivant   les 

i)uissances  croissantes  de  z  vi -v—-^ est  la  par- 

1  (oc-  r)!(i  —  z)-^  ' 

tie  complémentaire. 
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En  renjplaraiit  ::  par  -,  on  oblienl 


— -  =  I  -h  a    - 

afa-f-i)   /.r\2 


1.2  \«/ 

a(a-M).  ..(a-+- n  — 0    /.t\« 
rt  !  \  a 


-{- 


(i)"'K^:) 


Nous  allons  démontrer  ciue,  si  le  module  de  -  est  infé- 
rieur  à  Tunité,  la  série 


.r\    •    a(a-i-i)   (x 
1+  a'       *  ' 


iS) 


a(a -+- 1).  .  .(a -i- rt  —  i)  f  x\" 


n:  \a 

est  convergente  et  représente    , 

Pour  le  faire  voir,  il  suffit  de  montrer  que    le   tenue 
complémentaire 


a/ 


y  \  a 


a  pour  limite  zéro. 

Nous  allons  montrer  pour  cela   que  son  module  peut 
devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée.    Soit    o  le 

module  de  -  • 
a 

Le  module  de  <I>  (  -  )  est 

\  «  / 

<  (n  -4-  a)«  -![(; I  +  pY-^'  1  +  p fn-  p  )a  -2  +  .  .  .  ^  p2(-  1] 


niod*     -  )  <(n  —  a)'^-' 
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(1  -^  p)'-^ —  I 


P 

il  suffit,  jîourle  voir,  de  former  l'expression  de  <I>  (  -  j  • 

Le  module  du  terme  complémentaire  est  donc  moindre 
que 


p«(rt  -I-  a)='- 


(a-i)!(i-pp' 


le  facteur  — ^- — ^, î—  est  fini  et  "J'in  -i-  y-Y   '  a  pour 

(  a  —  1  )  !  (  I  —  p  )  >      '  ^  *• 

limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  p  étant 
plus  petit  que  i;  le  terme  complémentaire  a  donc  pour 
limite  zéro  et  la  série  (2)  est  convergeate. 

Remarquons  que  la  série  des  modules  des  termes  de  la 
série  (2)  est  aussi  convergente.  Ou  a  en  etïet 


=  i  -\-  'J.0 


a(a_j-_i_)^. 


(I  — p)^  '  i.i 

aCa-f-i)...(a-f-«  —  r) 


(a_i)?(i-p)a 


p«-hi<ï>(p)  . 

L,e  terme ■ — -r^ — ■ a  pour  limite  zéro:  car  on  a, 

comme  précédemment, 

^(p)  <(7i-^  a)'^-i[(i  -h  p)'^"'-i-  p(H-  p)'^---f-.  .  .+-  p'-*-'  I 
et  par  suite 

p'i+l^(p)  pn(,i  _i_  a)a-lfO-j-  p)a_  i]  _ 


(a  — i)!(i  — p)'^  ^  (a  — i)!(i— pj^ 

le  deuxième  membre  a  pour  limite  zéro. 

Supposons  maintenant  (pie  le  module  p  de  -  soit  su- 

péri«;ur  à  un  ou  égal  à  uii.  Si  0^1,  le  terme  complémen- 
taire augmente  au  delà  dt;   toute   liuiile.    En  elïet,  son 
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inoilulc  est  plus  grand  que 

("a^T)!TrT7r* 
Or 


(i-(-s«); 


•„  ayant  pour  liniile  zéro  quand   Ji  augmente   indéfini- 
ment, le  module  de  <I>  (-  )  augmente  donc    indéfiniment 


pn+\  mod  * 

\  a/  ..,,,. 

avec  /i\  par  suite  7 rr-, ^ — s-,  augmente  aussi   indeii- 

niment  avec  Ji  :  la  série  (2)  est  donc  divergente  quand 

„,od(f)>,. 

4-.   Considérons    maintenant   la   fonction   rationnelle 

^ — -  où  F (x)  est  un  polynôme  quelconque 

il  est  bien  évident  que,  si  ^ — -  est  développable  eti  série 

convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 

f(x)  .  I  . 

de  X,  ''       ,  l'est  également:  si  la  série  de  ^^. — -  est   diver- 

11      1     f(^)  M 
génie,  celle  de  '^r^ — -  1  est  aussi. 

Je  su[)pose 
mod(-)<i,  mod(v-j<i,  ...,  mod|yj<i. 


Développons -,  z,  •■•,  r  suivant  les 

^^         (x-af    {x  —  bf  {x-lt 

puissances  ascendantes  de  x  ])ar  la  formule  précédente 


(   19'   ) 


et  soient 


-^,  =  A„-4-A' 


(x  —  a) 
i 


.    =  B„  -r-  B, 


'       -I   -+-1' 

{x-lf 


A„,  B„,  . .  . ,  Ln  étant  l'ensemble  formé  par  les  «  -h  i  pre- 
miers termes  du  développement  de  chacune  des  fonctions 
et  A^j,  B^,,  .  .  .,  L'aies  termes  complémentaires  respec- 
tifs. 

Faisons  le  produit  de  ces  égalités  membre  à  membre  : 
il  viendra 

=- — r  =A„B„. .  .L„-i-. .  .-i-A',jBJj. .  .L,j. 

F(x) 

A)^,  B)^,  .  .  .,  L)^  renferment  en  facteur  la  puissance 

71  -h  i  de  -,  j'-'  ,  -.;  soitA„B«  ...L„=:/„(a:)  +  'f«(j:), 

f,i  (x)  étant  la  fonction  entière  de  degré  n  renfermée 
dans  le  produit  A„B„.  .  .  L«  et  'f«(^)  un  polynôme  dont 

X 

tous  les  termes  renferment  en  facteur  des  quantités-? 
dont  le  nombre  est  égal  à  n  -h  i  au  moins. 


b'         '   / 
On  aura 


F(^) 


:/«(.r)--R„. 


Je  vais  démontrer  que  V^u  a  pour  limite   zéro,   quand 


n  augmente  indéfiniment.  On  a 


R«  =  'f(a7)-+- a;,b„.  ..L„-r-. . . -i- a;i  B'„ . .  .u„. 

Soit  z  le  module  de  la  plus  grande  des  (junntités  -  '  t'  '  ' 
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j;  p  est  moindre  (juc   i .  Cliacune  dos  expressions    qui 
figurent  dans  J\„  renferme  en   facteur   un  produit  de  la 


forme 


(sr'(3ï'-(Sf'' 


6,  -h  ..  '-h  Al  —  Il 


Le  module  de  R«  est  d'ailleurs  moindre  que  la  somme 
des  modules  des  termes  qui  composent  R„.  Considérons 
d'abord  le  module  de  cp,, (a:).  Ce  module  est  moindre 
que  p"*^'  multiplié  par/?  fois  la  somme  des  modules  des 
termes  qui  composent  le  produit  A„  B,j  .  .  .  L„^p  étant 
le  nombre  des  quantités  A„,  B/,,  .  .  . ,  L„  ;  la  souiuie  des 
modules  des  termes  de  cliacune  des  quantités  A„,  B/,  est 
une  quantité  finie;  leur  produit  est  donc  une  quantité 
finie  :  par  suite  le  module  de  o«  (.r)  est  de  la  forme  p""*"'  A, 
A  étant  un  nombre  fini. 

Il  en  est  de  même  de  chacun  des  termes  qui  composent 
J{,i.  Ils  renferment  tous  eu  facteur  un  terme  accentué 
dont  le  module  a  pour  limite  zéro;  par  suite,  comme  ces 
termes  sont  eu  nombre  fini,  la  souime  de  leurs  modules 
a  pour  limite  zéro  5  le  module  de  R«  a  donc  aussi  pour 
limite  zéro. 

La  fonction  ■—, — :  est  donc  développable  en  série  con- 

vcrgcnte  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de 
X  pour  toute  valeur  de  a:  dont  le  module  est  inférieur 
au  module  de  la  plus  petite  des  quautités  a,  ^,  .  .  . ,  /,  et 
fn{x)  représente  avec  autant  d'approximation  que  l'on 

veut  la  fonction  ^r^ — -• 
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LES  COORDOXXÉES  PARALLÈLES  DE  POIXTS; 

Par  m.  Maurice  d'OCAGNE. 


1.    Soient,   pris   dans  un  plan,  deux    axes   Kp  et  Br/ 
perpendiculaires  à  la  droile  AB.  Les  droites  AP  et  lîP 


p 

2/ 

? 

u 

V 

A 

0 

Ô 

B 

Xr 

coupant  respectivement  V>q  et  Xp  aux  points  ^    et  U, 
nous  poserons,  en  tenant  compte  des  signes, 


1 
AU 


'7=BV' 


et  nous  dirons  que  p  et  tj  sont  les  coordoniices  paral- 
lèles du  ])oint  P. 

En  considérant,  comme  nous  l'avons  fait  dans  un 
précédent  travail  ('),  les  coordonnées  parallèles  de 
droites  (AV  et  BV)  comme  corrélatives  des  coordonnées 
cartésiennes,  on  voit  que  les  coordonnées  parallèles  de 
points  correspondent  exactement  aux  coordonnées  pliic- 
kériennes  de  droites. 


(')  Voir  Nouvelles  Annales,  p.  no:  i885 


/înX 
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2.  Par  1(;  milieu  O  Je  AB  élevons  à  eelte  droite,  prise 
pour  axe  O.x',  la  perpeuJieulaiie  Oy,  et  eonvenons  de 
prendre  le  serment  013  pour  unité  de  longueur. 

On  voit  alors  iinniédiatenient  que 


(I) 

I  —  X 

ly 

d'où 

(2) 

x-'l-^' 

iy 


y 


Donc,   les  équations  d  une  même  courbe  en  x  et  y 
d' une  part,  et  p  et  q  de  Vautre.^  sont  du  même  degré. 

3.   Etudions  d'abord  les  particularités  cpi'oiïre  récpia- 
tiou  de  la  droite. 

L'équation 

a/j  -(-  ô^f  -+-  c  =  o, 

transformée  au  moyen  des  formules  (i),  devient 

(b  —  a).T  -^  -xcy  ~T-  {a~\-  b)  —  o. 


D 


e  Ja  ces  consefiuences  : 


Si  rt  -h  /;  =  o,  la  droite  passe  par  O  ; 

Si  rt  =  o,  la  droite  passe  par  A-, 

Si  Z>  =  o,  la  droite  passe  par  B^ 

Si  a  =  Z»,  la  droite  est  parallèle  à  Ox  ; 

Si  c  =  o,  la  droite  est  parallèle  à  Oj. 

L'abscisse  à  l'origine  a  pour  expression 


On  tire  d(!  là 


X  = 

a  —  b 

X  +  i  _  a 
X  —  i'^'b 
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ou,  si  M  est  le  point  où  Ja  uroile  coupe  1  axe  AB, 

MA  _  a 

^^^  MË~  b' 

4.  \  oici  une  première  applicalion  de  celte  for- 
mule (3), 

Soient  P,  P5P3  ini  triangle,  A  ef  B  deux  points,  pris 
d'une  manière  quelconque  dans  son  plan.  Les  côtés 
P,  Po,  Poï^si  PsP)  de  ce  triangle  coupent  la  droite  AB 
en  des  points  M3,  M,,  Mo  dont  les  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  points  A  et  ^sont  M,,  M', .  M!,. 
Les  droites  P,M', ,  PoM!,  et  P3M3  concourent  en  un 
même  point. 

Prenons,  par  les  points  A  et  B,  des  axes  Kp  et  Br/ 
perpendiculaires  à  AB,  et  soient,  pour  ces  axes  paral- 
lèles, (p,,  </,),  (/>2,  qi)-)  (psi  (Ji)  les  coordonnées  des 
points  P),  Po,  P3. 

L'équation  de  la  droite  P(Po  peut  évidemment 
s'écrire 

(p—pi)i92  —  i\)  —  {i  —  gi)(pi—pi)  =  o. 

Donc,  d'après  la  formule  (3), 

M3B  ^  _  q-2'-qi  _ 
Ma  B  ~       P-2—p~i' 
Par  suite, 

M':,  A  ^  q.2  —  qi 

M's  a  ~  P2  —pi  ' 

et  l'équation  de  la  droite  P;iM'.,  est 

ip—pz)iqi  —  qi)^{(j  —  q-^)iPi—p\)  =  " 
ou 

/>(  72  —  q  o  -^  f]  (  Pî  ~  p\  )  ^  Pzi^i  —  fj  \^  -^  q?.(pi  —  p\  )• 
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De  iiiènie  les  éqvialious  de  P^M'.,  et  tle  P,  jM',  sont 

piq^  —  qi)-^q{pi  ~Pi)  =  Pïiq\  —  <73)-t-  qi{pi—pz)^ 
piq^  —  q-i)-^  qips—p-i)  =  piiq^  —  q-i)  -^  qiips—p^)- 

Faisant  la   somme  de  ees   trois  dernières  équations, 
on  obtient  nne  identité,  ee  qui  démontre  le  théorème. 

o.   Reprenant  les  équations  du  n°  3,  nous  voyons  que 
le  coeffieient  anerulaire  J7i  de  la  droite 


ap  ■+-  bq  -\-  c  - 

est  donnée  par 

(4) 

a  —  b 
m  = 

1C 

La    condition    de   parallélisme   de    deux   droites   est 

donc 

n  —  h        a' —  b' 
c  c 

la  condition  de  perpendicularité 

(a  —  b)(a'  —  b') 

-^ =  —  i; 

4  ce' 

et  l'angle  V"^  de  deux  di-oites  est  donné  par 

c'(a  —  b)  —  c(a  —  b'  ) 


(5)  tangV== 


4  ce'  -i-  (  a  —  b){a'  —  b' } 


6.   Cherchons    encore,   en  coordonnées  parallèles  de 
points,  la  distance  du  point  (P,  Q)  à  la  droite 

ap  -+-  bcj  -}-  c  =  o. 

En  coordonnées  cartésiennes,  on  a  pour  le  point 


Q  -H  p  '  Q  -h  !• 

et  pour  la  droite 

(b  —  a)T  -h  o.cy  -h  ( a  -^  b )  =  o. 


(  4<)7  ) 
La  distance  d  clier(  liée  est  donc 

ou 

,  2(aP-4-^>Q^c) 


(6) 


(P  +  Q)  \/(è-a)î  +  4c2 


7.  L'équation  générale  des  coniques,  dans  ce  système 
de  coordonnées,  est  (n"  2)  l'équation  complète  du  se- 
cond degré 

ap-  -!-  ibpq  -r-  cq^  -^-  idp  -+■  icq  -f-/=  o. 

Si,  à  l'aide  des  formules  (i),  on  passe  aux  coordonnées 
cartésiennes,  et  que  l'on  représente  par 

Aa'2-+-2B.r7^-  €72-4-  2D^-(-  aEj-t-F  =  0 

l'équation  à  laquelle  on  parvient,  on  a 


(7) 


b-  =  j         i<  =  


a 

— 

f.b  -^  c 

c 

_ 

a 

4 


(8) 


«  =  A  — aD-i-F,         6  =  F  — A,        c:=A-4-2D  +  F 
â^  =  E  — B,  c  =  D  +  E,       /=C. 

Ces  formules  suffisent  à  déduire  toute  la  théorie  des 
coniques  en  coordonnées  parallèles  de  points  de  la  théo- 
rie en  coordoiniées  cartésiennes. 

Ainsi,  suivant  que  la  quantité 

(e  — f/)2  — (a  — 26  +  c)/ 

est  positive,  nulle  ou  négative,  la  conique  est  une  hy- 
perbole, une  parabole  ou  une  ellipse, 
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Si  l'on  a,  h  la  fois, 

a  —  -ib  -h  c  =  4/)         d  =  e, 

la  conique  est  un  cercle^  e  est  une  hyperbole  équilatère 

si 

a  —  ib  -h  c  -^  4/=  o, 

8.  Aux  formes 

répondent  les  équations  cartésiennes 

a--  -]-  4  ^y^  =  I ,         ">. ky-  —  372  =  I ,         I^y2  _(_  -y.  _  Q_ 

La  première  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
selon  que  A"  est  positif  ou  négatif.  Les  points  A  et  B  sont 
des  sommets  de  la  courbe  et  Oor  et  Oy  en  sont  les  axes. 

La  deuxième  représente  une  hyperbole  ayant  Oj 
pour  axe  transverse  et  Ox  pour  axe  non  Iransverse; 
en  outre,  A  et  B  sont  les  sommets  de  Vliy perhole  coni- 
pléinentaire .  Eiilîn  la  dernière  représente  une  parabole 
ayant  la  droite  Ox  pour  axe,  et  le  point  Opour  sommet. 

9.  L'équation  de  la  tangente  au  point  (/j>i,  </,)  sera 

(9)  {p—pi)dqi  =  iq  —  qi)dpi. 

Si  l'équation  de  la  courbe  est  F(/>,  f/)  =  o,  l'équa- 
tion (12)  peut  s'écrire 

(10)  {p—pi)K,-+-(y  —  gOK'  =  ^-  ■ 

Donc,  d'après  (3),  si  M  est  le  point  où  la  tangente 
coupe  l'axe  AB,  on  a 

,  ,  MA     f;,, 

L'équation  de  la  polaire  du  point  (/?, ,  y,,  /-,  )  est 
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r  et  r,  étant  introduits  pour  riioniogéuéité.  Le  centre, 
pôle  de  la  droite  de  l'infini,  est  donc  donné  par  les  rela- 
tions 

F;..  =  F7.'         F;,  =0. 

iO.  Tout  point  à  l'infîni  ayant  évidemment  ses  coor- 
données p  et  q  égales  et  de  signes  contraires,  on  aura 
les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  la  droite  de 
rinfini,  à  l'aide  des  deux  relations 

F(P,  (j[)  =  0,  p  -h  q  =0. 

Il  n'y  aura  qu'à  porter  les  systèmes  de  valeurs,  p,  et 
qi,  de  p  el  de  c/^  satisfaisant  simultanément  à  ces  deux 
équations,  dans  l'équation  (9)  de  la  tangente,  pour 
obtenir  les  équations  des  asymptotes.  Si  (/^i,  (/i)  est  une 
solution  double,  triple,  etc.,  de  ce  système  d'équations, 
l'asymptote  correspondante  a  un  contact  double, 
triple,  etc.,  à  l'infini  avec  la  courbe  considérée. 

Si  l'équation  de  la  courbe  est  de  degré  n  et  que  le 
système  précédent  n'admette  que  n  —  k  systèmes  de 
solutions  finies  communes,  c'est  qu'il  y  a  k  asymptotes 
parallèles  à  l'axe  AB.  Il  est  facile  de  déterminer  ces 
asymptotes.  EneU'et,  l'équation  de  toute  droite  parallèle 
à  AB  est  de  la  forme 

P^q  =  C. 

Eliminant  q  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe, 
on  obtient  une  équation  généralement  de  degré  «  —  k 
en  p,  le  coellicient  du  terme  en  p"  ~^  étant  un  polynôme 
'fA(C)  de  degré  k  en  C.  Pour  que  la  parallèle  à  AB  con- 
sidérée soit  une  asyn)ptote,  il  faut  qu'une  des  racines 
de  l'équation  en  p  soit  infinie  et,  par  suite,  que  le  coeffi- 
cient du  terme  en  p"^^  soit  nul,  c'est-à-dire  que 

La  résolution  de  cette  écjuation  fait   donc  connaître 
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les  valeurs  de  C  qui  donnent  les  asyniploles  parallèles  à 
AB.  Si  cette  équation  a  elle-même  une  racine  infinie, 
c'est-à-dire  si   son   degré    se  réduit   à  A  —  i,    c'est  que 
l'axe  AB  est  lui-même  asymptote  à  la  courbe. 
Par  exemple,  pour  la  courbe 

{ab  —  A-2)(/?  +  qY  —  b{q^-  —  p'-)  —  a{q  +/?)  +  q  —p  =  o, 

on  trouve  les  deux  asymptotes 

(a -^i)p -h  {a —  i)q  =  o,  P  -^  ^1  —  J' 

La  première  est  la  parallèle  à  Oy  dont  la  distance  au 
point  O  est  égale  à  a,  et  la  seconde  la  parallèle  à  Ox 
dont  la  distance  au  point  O  est  égale  à  h. 

H.  Disons  maintenant  quelques  mots  de  l'application 
du  principe  de  dualité  au  moyen  des  coordonnées  pa- 
rallèles de  points. 

Si,  dans  les  équations  d'un  problème  traité  en  x  et  j^, 
on  remplace  ces  variables  par  p  et  ^,  on  obtient  une 
proposition  corrélative. 

D'après  les  formules  (i),  la  transformation  ainsi  dé- 
finie est  un  cas  particulier  de  la  transformation  bomo- 
grapliique  générale.  Donc  : 

Le  rapport  anliariuonique  de  quatre  points  se  con- 
serve dans  la  transformation. 

On  voit  en  outre  qu'à  la  droite  à  l'infini  en  x  itl  y 
correspond  Taxe  Alî  en  p  et  q.  Par  conséquent,  au 
centre  de  gravité  d'un  système  de  points  en  x  et  j'", 
cori'espond  en  p  et  q  le  pôle  de  l'axe  AB  par  l'apport  à 
un  système  de  points;  au  centre  d'une  conique  corres- 
pond le  pôle  de  AB  par  rapport  à  une  conique,  etc. 

12.  Pour  la  transformation  des  propriétés  angulaires, 
la  solution   est   fournie  évidemment   par  le  beau  tliéo- 


(    OOl     ) 

rèiuc   de  Laguerrc.  Mais  ici  Ja  solulicjii  résulte  iinmé- 
diatenieiit  de  la  formule  (3). 

En  cllet,  soient,  eu  coordonnées  cartésiennes,  des 
droites  dont  les  coetticients  angulaires  sont  in^  m\ 
ui"^  ....  Si  les  droites  corrélatives  en  coordonnées  p 
et  <i  coupent  l'axe  AB  aux  points  M,  M',  M",  .  .  . ,  on 
a,  d'après  (3), 


MA                         M'A 
MB  ~      "''          .M'B  ~ 

-  m' , 

M'A 
M"B 

Donc,  à  la  relation 

cp(«i,   ni\ 

m", 

...)  =  o 

qui  exprime  une  propriété  angulaire,  correspond  la  re- 
lation 

MA      _  WA  WX 

MB'    ~  ÎVFb'    ~  Wb' 

En  particulier,  à  deux  droites  perpendiculaires, 


correspondent  deux  droites  liées  par  la  relation 

MA  M'A      _ 

MB  MB  ~      '' 

c'est-à-dire  que  si  ces  droites  coupent  l'axe  AB  respec- 
tivement aux  points  M  et  M',  le  symétrique  de  chacun 
de  ces  deux  points  par  rapport  au  milieu  O  de  AB 
coïncide  avec  le  conjugué  harmonique  de  l'autre  par 
rapport  aux  points  A  et  B.  Autrement  dit  :  Les  points 
M  et  M'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
aux  points  de  l'axe  AB  situés  de  part  et  d'autre  du 
milieu  O  de  AU  à  la  distance  y^ —  i  de  ce  point. 
Ces  deux  derniers  points  sont  corrélatifs  des  ombilics 
en  coordonnées  cartésiennes. 

Toutes  les   propriétés  où  interviennent    des  droites 
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[)(!rpt'ndiculaires  sont  inimédiatcinent  Lransformées  par 
l'emploi  de  la  proposition  précédente. 

Par  exemple  le  théorème  de  Simpson  et  celui  de  Fré- 
gier  donnent  respectivement  les  propositions  suivantes  : 

Soit  P,  P2P3  ii-'i  triangle  inscrit  dans  une  hyperbole. 
Les  côtés  PjPo,  P2P3,  PsPi  de  ce  triangle  coupent 
V  axe  non  transverse  aux  points  M3,  M,,  Mg.  On  prend 
les  symétriques  M'^,  M',,  M'.,,  par  rapport  au  centre  de 
la  courbe,  des  conjugués  harmoniques  de  M3,  M,  el  M^ 
par  rapport  aux  sounncls  de  l'hyperbole  complémen- 
taire. Si  P  est  un  point  quelconque  de  l'hyperbole,  les 
droites  PM', ,  PM', ,  PM'.,  rencontrent  respectivement  les 
côtés  Pi  Pi,  P2P3,  PsPj  du  triangle  inscrit  en  trois 
points  qui  sont  en  ligne  droite. 

Soient  K  une  conique  sur  laquelle  on  prend  un  point 
fixe  P,  A  e£  B  deux  points  quelconques  du  plan  de 
celte  conique.  Une  corde  P'P"  "varie  dans  la  conique  K 
de  telle  façon  que,  si  les  droites  PP'  et  PP"  coupent  la 
droite  AB  aux  points  M'  et  M",  le  symétrique  de  chacun 
de  ces  points  par  rapport  au  milieu  de  AB  se  confonde 
avec  le  conjugué  harmonique  de  l'autre  par  rapport 
aux  points  A  et\S.  La  corde  P'P"  passe  par  un  point 
fixe. 

iV.  B.  —  Page  493,  ligne  10,  au  lieu  de  AV,  lisez  AU. 

M  B  IM  A 

Page  495,  ligne  20,  au  lieu  de  ^pn'  lisez  ^rpr^- 


I^IUMTA  il\  TABLES  DE  LOGAUITIIMES  DE  m\\\m. 


Page  35,  log 2^833,  au  lieu  de  om)1,  lisez  ^0292. 
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BiULIOGRAPllIE. 

Thermodynamique;  par  M.  J.  Bertrand,  de  l'Aca- 
démie française,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des 
Sciences,  —  Paris,  Gauthier-Villars,  1887. 

Si,  comme  l'a  dit  un  éminent  critique,  on  est  d'autant  plus 
apte  à  juger  une  œuvre  que  l'on  a  plus  d'affection  pour  son  au- 
teur, je  serais,  certes,  dans  les  conditions  les  plus  favorables 
pour  apprécier  le  nouveau  Livre  de  M.  Bertrand  :  il  me  sem- 
blait, en  le  lisant,  entendre  la  voix  aimée  de  l'illustre  Maître, 
qui  sait  si  bien  instruire  et  charmer. 

La  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  encore  obscure  sur  bien 
des  points,  surtout  à  cause  de  son  côté  métaphysique,  se  trouve 
ici  exposée  avec  une  précision  et  une  clarté  que  ne  laissaient 
guère  espérer  les  essais,  d'ailleurs  fort  honorables,  tentés  jus- 
qu'à ce  jour.  Aussi  bien,  ce  n'est  pas  le  moindre  mérite  de 
M.  Bertrand,  que  son  ardeur  à  attaquer  de  front  les  difficultés, 
et  son  habileté  à  les  résoudre. 

Un  jour,  il  m'en  souvient  encore,  quoiqu'il  y  ait  déjà  plus  de 
vingt  ans,  M.  Taine  me  demandait  quelle  était  la  faculté  mai- 
tresse  du  savant  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des 
Sciences,  celle  qui  dominait  dans  ses  écrits  comme  dans  ses 
Leçons?  La  réponse  me  fut  suggérée  par  une  réflexion  de 
M.  Tchebichef,  ce  géomètre,  si  français  par  l'esprit  et  par  le 
cœur,  qu'on  a  justement  surnommé  le  Gauss  de  la  Russie.  Je 
l'avais  rencontré  la  veille  au  Collège  de  France  ;  et  comme  je 
m'expliquais  peu  comment,  pendant  un  séjour  de  courte  durée 
à  Paris,  il  trouvait  le  temps  d'assister  à  des  leçons  :  «  Il  y  a 
deux  choses  »,  me  dit-il,  «  qui  m'attirent  au  Cours  de  M.  Ber- 
»  trand  :  c'est  d'abord  l'originalité  des  idées,  puis  la  sincérité 
»  de  son  enseignement  ». 

Les  aperçus  profonds  et  les  recherches  ingénieuses  qui  ca- 
ractérisent la  manière  du  Maître,  on  les  retrouve  à  profusion 
dans  ce  Livre  qui  est  appelé  à  un  éclatant  succès.  A  l'Introduc- 
tion, qui  est  consacrée  aux  gaz  parfaits,  succèdent  l'exposition 
des  deux  principes  fondamentaux  de  la  doctrine,  la  formation 
des  deux  équations  différentielles  correspondantes  et  la  théorie 
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(le  la  foiiclion  dite  caractéristique.  Viennent  ensuite,  après 
j)]usieurs  problèmes  théoriques  fort  intéressants,  les  applica- 
tions aux  phénomènes  naturels;  on  remarquera  dans  cette  partie 
des  formules  nouvelles  qui  représentent  avec  une  exactitude 
surprenante  les  tensions  maxima  des  vapeurs,  et  une  belle  étude 
sur  la  condensation  pendant  la  détente,  circonstance  ignorée 
au  temps  de  Regnault  qui  n'avait  donc  pu  en  tenir  compte  dans 
ses  calculs.  L'Ouvrage  se  termine  par  des  notions  sur  les  cycles 
non  réversibles  et  sur  le  travail  de  l'électricité.  Le  cadre  restreint 
de  notre  Journal  m'interdit  une  analyse  plus  détaillée  ;  mais  je  ne 
veux  pas  finir  sans  signaler  à  l'attention  deux  Chapitres  qui 
oflrcnt  un  attrait  particulier;  l'un  a  pour  titre  :  les  Idées  de 
Mayer,  et  l'autre  les  Idées  de  Carnot;  leur  lecture  procurera 
aux  délicats  la  satisfaction  sans  mélange  que  l'on  éprouve  en 
face  d'une  œuvre  d'art  accomplie.  E.  R. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


1569.  Étant  données  une  conique  et  une  tangente  à 
celte  courbe,  aux  points  A  et  B  où  cette  tangente  ren- 
contre les  axes  de  la  conique,  on  élève  des  perpendicu- 
laires à  ces  axes;  puis,  du  point  de  rencontre  M  de  ces 
perpendiculaires  on  mène  les  tangentes  MC  et  IMD  à  la 
conique.  Trouver,  lorsque  la  tangente  AB  varie,  l'en- 
veloppe de  la  corde  CD  et  le  lieu  du  point  de  rencontre 
P  des  normales  aux  extrémités  C  et  D  de  celte  corde. 

(Chambon.) 

1570.  Étant  donnée  la  relation 

sin(a7  — y)  =  m  sin(a:'  -1-JK), 

dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  donné  dont  la  valeur 
absolueeslinférieureà  i , développer  j^  en  sériesuivantles 
puissances  croissantes  de  m^  et  indiquer  la  l'orme  du  reste 
lorsqu'on  ne  prend  (pi'iin  nombre  limité  de  termes. 

(K.  Bouché.) 


OOJ 


SUR  LE  PRINCIPE  DE  L'ENERGIE; 

Par   m.    Maurice    LÉVY, 
Membre  de  l'Institut  (  ')• 


Sources  de  tj'avnil  ;  énergie. 

1.  Tout  travail  mécanique  siij)poseIa  coexistence  des 
deux  éléments  :  force  et  vitesse.  Un  seul  de  ces  élé- 
ments suffît  pour  constituer  une  source  de  travail  ;  car, 
si  l'on  possède  soit  de  la  force,  soit  de  la  vitesse^  on  peut 
toujours,  à  l'aide  d'un  mécanisme  convenable,  l'utiliser 
à  vaincre  des  résistances,  c'est-à-dire  à  produire  du 
travail.* 

11  est  d'ailleurs  évident  que  réciproquement  la  pos- 
session de  l'un  des  deux  éléments  constitutifs  du  travail 
(ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  possession  de  matières 
telles  qu'un  combustible,  une  pile,  etc.,  propres  hifahri- 
ijuer  un  tel  élément,  si  on  ne  le  possède  pas  directe- 
jnent)  est  aussi  nécessaire  pour  constituer  une  source 
de  travail. 

Il  résulte  de  là  que;  toutes  les  sources  de  travail,  si 
variées  qu'elles  nous  apparaissent  dans  la  nature,  se  ré- 
duisent, en  dernière  analyse,  à  deux  espèces  :  celles  qui 
sont  alimentées  par  de  la  force  et  celles  qui  sont  ali- 
mentées par  de  la  vitesse  ou  du  mouvement. 

Le  travail  utile  maximum  que  peut  fournir  une  source 
quelcontjue  de  travail  se  nomme  Vénergie  de  cette 
source. 


(')  Leçon   professée   au  Collège   do    l'rance  en    1880    et,   depuis, 
particllcmenl,  à   l'École  centrale  des  Arts  cl    Manufactures. 
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L'énergie  des  sources  alimeutées  par  de  la  Ibrce  est 
qualifiée  potentielle j  l'énergie  des  sources  alimentées 
par  du  mouvement  est  qualifiée  cinétique  (ou  parfois 
actuelle). 

A  présent,  ces  deux  espèces  d'énergie,  les  seules,  d'a- 
près ce  qui  précède,  pouvant  être  distinctes,  le  sont-elles 
réellement? 

Il  serait  téméraire,  dans  l'état  actuel  de  la  Science, 
d'essayer  de  trancher  une  telle  question.  Il  arrivera 
peut-être  un  jour  où  tous  les  pliénomènes  mécaniques 
s'expliqueront  par  de  simples  transformations  de  mou- 
vement opérées  par  l'intermédiaire  de  l'étlier  consi- 
déré comme  mécanisme  de  liaison  entre  tous  les  corps  de 
la  nature,  et  où,  par  suite,  la  notion  de  force  et,  avec 
elle,  celle  d'énergie  potentielle  disparaîtront  de  la 
Science.  Alors  il  serait  établi  que  l'énergie,  sous  quelque 
forme  qu'elle  se  présente  à  nous  daus  l'univers  est  une. 
Jusque-là,  il  convient  d'envisager  deux  espèces  d'énergie, 
mais  deux  seulement. 

On  parle  souvent  d'énergie  mécanique,  d'éuergie  ca- 
lorifique, d'énergie  électrique,  d'énergie  magnétique  ou 
électro-magnétique. 

Ces  qualificatifs,  il  importe  de  ne  pas  l'oublier,  ne 
servent  qu'à  désigner  la  provenance  matérielle  de  ces 
diverses  énergies;  mais" ils  ne  dispensent  pas  de  recher- 
cher, pour  chacune  d'elles,  si  elle  est  cinétique  ou  po- 
tentielle. 

Expressions  mathématiques  des  deux  espèces 
d^  énergie. 

2.  Considérons  un  système  matériel  en  mouvement 
sous  l'influence  de  forces  quelconques  extérieures  ou 
intérieures. 

L'énergie  cinétique  du  système  à  un  instant  quelcon- 


(  5o-   ) 
que  t  est  le  travail  utile  maximum  qu'il  est  possible  de 
se  procurer  en  n'utilisant  que  les  vitesses  acquises,  à  cet 
instant,  par  les  divers  points  du  système,  sans  utiliser 
aucune  des  forces  qui  le  sollicitent. 

L'énergie  potentielle  du  système,  à  l'instant?,  est,  de 
même,  le  travail  utile  maximum  qu'il  est  possible  de  se 
procurer  à  partir  de  cet  instant  en  n'utilisant  que  les 
forces  intérieures  du  système  sans  utiliser  les  vitesses 
acquises  de  ses  points,  ni  les  forces  extérieures,  même 
si  ces  dernières  forces  se  trouvaient  être  utilisables,  c'est- 
à-dire  non  résistantes. 

Les  forces  extérieures,  en  effet,  ou  actions  des  corps 
extérieurs  sur  le  système  matériel  considéré,  ont  leur 
source  en  debors  de  ce  système;  celui-ci  les  subit,  mais 
n'est  pour  rien  dans  leur  existence,  et  elles  ne  sont  pour 
rien  dans  ses  facultés  et,  en  particulier,  dans  sa  faculté 
de  produire  du  travail.  Elles  ne  doivent  donc  pas  inter- 
venir dans  la  définition  de  son  énergie  potentielle. 

On  appelle  énergie  totale,  ou  simplement  énergie 
d'un  système  matériel  à  un  instant  t,  la  somme  de  ses 
énergies  cinétique  et  potentielle  à  cet  instant. 

L'énergie  cinétique,  l'énergie  potentielle  et  l'énergie 
totale  sont,  par  définition,  trois  nombres  essentiellement 
positifs  de  hilogrammètres . 

Théorème  L  —  U énergie  cinétique  d'un  système  ma- 
tériel à  un  instant  quelconque  est  égale  à  sa  demi-force 
vive  à  cet  instant. 

Considérons,  en  efiet,  un  système  matériel  en  mou- 
vement et  concevons  qu'à  un  instant  quelconque  t  on 
supprime  toutes  les  forces  qui  le  sollicitent,  de  façon  à 
ne  disposer  que  de  ses  vitesses  acquises  à  cet  instant. 
Pour  utiliser  ces  vitesses  à  la  création  d'un  travail,  con- 
cevons qu'on  attelle  chaque  point  du  système  à  un  fil  placé 
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dans  la  direction  de  la  vitesse  acquise  par  ce  point,  à  l'ar- 
rière de  cette  vitesse,  et  qu'après  avoir  assujetti  ce  fil  à 
passer  par  un  point  fixe  (ou  au  travers  d'un  petit  oeil  fixe) 
on  attache  un  poids  à  son  extrémité  librement  pendante. 
Pendant  les  premiers  instants  qui  suivront  celui  où 
l'on  a  supprimé  les  forces,  chacun  des  poids  sera  soulevé 
en  vertu  de  la  vitesse  du  point  matériel  auquel  il  est 
attelé.  Donc  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des  poids 
sera  lui-même  soulevé  pendant  un  temps  plus  ou  moins 
long.  Le  pioiluit  du  poids  total  P  attaché  aux  extrémi- 
tés des  divers  fils,  par  la  haviteur  maxima  à  laquelle  on 
peut  ainsi  élever  son  centre  de  gravité,  représente  le  tra- 
vail utile  maximum  qu'il  est  possible  d'obtenir  en  utili- 
sant les  vitesses  acquises,  à  l'aide  de  ce  mécanisme.  Or, 
si  l'on  désigne  par  l^mv-  la  force  vive  du  système  à  l'in- 
stant ï,  Y>av'E,mv''-  sa  force  vive  à  un  instant  postérieur  f', 
par  z  la  hauteur  dont  s'est  élevé  le  centre  de  gravité 
pendant  l'intervalle  de  temps  t' — t,  le  théorème  des 
forces  vives  appliqué  à  cet  intervalle  de  temps  donne 

d'où 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  une  gran- 
deur fixe;  le  second  est  seul  variable  avec  le  temps  l'. 
Donc,  le  premier  membre  devient  maximum  à  l'inslant 
où  le  terme  soustractif  Sz/z/-  est  devenu  aussi  petit  que 
possible,  c'est-à-dire  nul.  Et  comme  il  est  composé  de 
termes  tous  positifs,  il  ne  peut  s'annuler  que  si  chacun 
de  ses  termes  s'annule  séparément,  c'est-à-dire  si  toutes 
les  vitesses  w-' sont  devenues  nulles.  Jusque-là,  le  centre 
de  giavité  des  poids  s'élève;  à  partir  de  ce  moment,  il 
s'abaisse,  le  système  des  poids  entraînant  les  points  du 
système  malcriel  au  lieu  (Tètre  soulevé  par  eux. 
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Ainsi,  si   on   appelle  h  la  valeur  niaxima   de  ::,   ou 
aura 

Il  est  clair  cjue  si  l'on  avait  utilisé  les  vitesses  données 
à  vaincre  des  résistances  autres  que  la  pesanteur  et  à 
l'aide  de  quelque  mécanisme  que  ce  fût,  les  mêmes  rai- 
sonnements eussent  conduit  à  la  même  valeur  du  travail 
utile  maximum  obtenu. 

Théorème  IL  —  L'énergie  potentielle  d^ un  système 
matériel  à  un  instant  quelconque  t  est  égale  au  travail , 
essentiellement  positif,  des  forces  intérieures  du  sj  s- 
tènie  matériel^  lorsqu'il  passe  de  la  position  quil  oc- 
cupe à  l'instant  considéré,  à  sa  position  d'équilibre 
stable. 

On  sait,  et  nous  admettons  que  les  forces  inté- 
rieures d'un  système  matériel  dérivent  d'une  fonction 
de  forces,  c'est-à-dire  que  le  travail  de  ces  forces,  lors- 
que le  système  passe  d'une  position  à  une  autre,  ne  dé- 
pend que  de  ces  positions  et  non  de  la  façon  dont  il  est 
passé  de  l'une  à  l'autre. 

S'il  n'en  était  pas  ainsi,  le  théorème  que  nous  voulons 
établir  n'aurait  aucun  sens. 

Soient  donc  (A)  la  position  du  système  à  l'instant  / 
et  V  la  valeur  correspondante  positive  ou  négative  de 
la  fonction  des  forces  intérieures,  ^  étant  ainsi  une  fonc- 
tion des  coordonnées  des  divers  points  du  système,  à 
l'instant  considéré. 

Supposons  que  le  système  passe  de  la  position  (A)  à 
une  nouvelle  position  quelcoii(|utî  (A')  et  soit  \'  la  nou- 
velle valeur  de  la  fonction  \  . 

Le  travail  des  forces  intérieures,  pour  ce  déplacement, 
est,  comme  on   sait,  égal  à   l'accroissement   correspon- 
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danl  posilif'ou  négatif 

V'-V 

de  la  fonction  des  forces. 

Comme  le  second  terme  de  cette  dliférence  est  une 
quantité  donnée,  la  différence  devient  niaxima  en  même 
temps  que  son  premier  terme  V.  Donc,  pour  avoir  l'é- 
nergie potentielle  du  système,  c'est-à-dire  le  travail 
maximum  qu'il  est  possible  de  se  procurer  en  utilisant 
ses  forces  intérieures,  il  faut  amener  le  système  de  la 
position  (A)  qu'il  occupe  à  l'instant  considéré  à  la  po- 
sition (A')  pour  laquelle  la  fonction  des  forces  atteint  sa 
valeur  maxima.  Mais  on  sait  que  cette  position  est  la 
position  d'équilibre  stable,  ce  qui  établit  la  proposition 
énoncée. 

Reniai  que.  —  Si  la  fonction  Y  présentait  plusieurs 
maxima,  c'est-à-dire  si  le  système  admettait  plusieurs 
positions  d'équilibre  stable,  il  faudrait  choisir  celle  qui 
répond  au  plus  grand  de  tous  les  maxima  de  V.  Soit 
C  ce  plus  grand  maximum  et  désignons  par  II  Téneigie 
potentielle  du  système  à  l'instant  t  ;  on  aura 

n  =  C  -  V, 

c'est-à-dire  que  l' énergie  potentielle  d^ un  système  à  un 
instant  quelconque  s'obtient  en  retranchant  la  valeur 
de  la  fonction  de  ses  forces  intérieures  à  cet  instant 
d'ime  constante  C  représentant  la  plus  grande  valeur 
possible  de  cette  fonction. 

Les  deux  grandeurs  C  et  \  peuvent  être  positives  ou 
négatives;  mais,  comme  cela  doit  être,  leur  différence 
est  essentiellement  positive  ou  nulle.  Elle  est  nulle  pour 
V  =  C,  c'est-à-dire  que  V énergie  potentielle  d'un  sys- 
tème matériel  placé  dans  la  position  d'équilibre  stable 
est  nulle. 
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Exemples  ;  réflexions  sur  la  diJficuUé  de  (jiialifiev 
certaines  énergies. 

3.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  éclaircir  ce  qui 
précède  par  quelques  exemples. 

a.  Nous  avons  déjà  vu  (n"  2)  comment  on  peut  uti- 
liser les  vitesses  d'un  système  matériel  quelconque  pour 
produire  du  travail. 

A  présent,  considérons,  au  contraire,  un  s^'stème 
matériel  soumis  à  des  forces  quelconques  ;  mais  plaçons- 
le  sans  vitesse  dans  une  position  d'équilibre  instable. 
Il  restera  en  repos.  Ainsi,  ici  on  n'a  à  sa  disposition  que 
l'élémeut  force.  Mais  si  on  dérange  le  système  infitii- 
ment  peu,  ce  qui  ne  coûte  pas  de  travail,  il  se  mettra  en 
mouvement  et  le  travail  des  forces  qui  le  sollicitent 
sera,  du  moins  pendant  un  certain  temps,  essentielle- 
ment positif  et,  par  suite,  utilisable.  Ainsi,  un  pendule 
placé  au  haut  de  sa  course  ne  produit  naturellement  pas 
de  travail  tant  qu'il  est  en  repos  ;  mais  si  ou  le  dérange 
infiniment  peu,  le  travail  de  la  pesanteur  sera  positif 
pendant  toute  la  durée  de  la  descente  et  l'on  pourra,  à 
l'aide  d'une  poulie,  utiliser  son  mouvement  à  soulever 
un  poids  ou  vaincre  toute  autre  résistance. 

b.  Supposons  un  pendule  maintenu  en  repos  dans  une 
position  inclinée  à  l'aide  d'un  fil  attaché  à  un  point  fixe, 
le  fil  ayant  strictement  la  résistance  voulue  pour  pou- 
voir soutenir  le  pendule.  Ici  encore,  on  dispose  d'une 
force  :  le  poids  du  pendule,  mais  sans  vitesse.  Mais,  si 
l'on  rompt  le  fil,  ce  qui,  par  hypothèse,  n'exige  qu'un 
effort  infiniment  petit,  le  pendule  se  mettra  en  mouve- 
ment et,  pendant  sa  descente,  permettra  encore  de  pro- 
duire un  travail. 
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c.  Supposons  de  même,  un  ressort  compiimé  et  main- 
tenu ainsi  par  un  fil  qui  ait  strictement  la  résistance 
voulue  pour  pouvoir  remplir  cet  office.  On  dispose  en- 
core d'une  force  ;  la  force  de  tension  du  ressort.  Mais 
si  l'on  rompt  le  fil,  ce  qui,  par  hypothèse,  n'exige  qu'un 
effort  infiniment  petit,  on  se  procurera  la  vitesse  :  le 
ressort  se  mettra  en  mouvement  et  permettra,  en  se  dé- 
tendant, de  vaincre  des  résistances  qu'on  lui  opposerait. 
Le  maximum  du  travail  qu'il  est  possible  d'obtenir  se  pro- 
duira naturellement  quand  le  ressort  sera  complètement 
détendu.  C'est  ce  travail  accompli  depuis  la  position 
initiale  du  ressort  jusqu'à  sa  position  naturelle  qui  me- 
sure l'énergie  que  possédait  le  ressort  dans  l'état  de  ten- 
sion où  on  l'avait  maintenu. 

d.  Supposons  un  réservoir  renfermant  de  l'eau  à  un 
niveau  supérieur  à  celui  de  la  nappe  ambiante,  ce  réser- 
voir étant  fermé  par  un  robinet.  Si  l'on  ouvre  le  robinet, 
l'eau,  en  tombant,  permettra  de  faire  tourner  une  roue 
hydraulique  et  de  vaincre  une  force  résistante  appliquée 
à  cette  roue.  Si  elle  tombe  dans  un  réservoir  inférieur, 
elle  aura  fourni  tout  le  travail  dont  elle  est  capable 
quand  elle  se  sera  entièrement  écoulée.  Le  travail  (qu'elle 
aura  alors  fourni  et  qui  mesure  son  énergie  est  égal  à 
son  poids  multiplié  par  la  distance  verticale  entre  ses 
centres  de  gravité  dans  les  réservoirs  supérieur  et  infé- 
rieur. 

Remarque.  —  On  voit  que,  pour  pouvoir  produire 
du  travail  avec  un  réservoir  d'eau,  il  faut  deux  niveaux 
ou  une  chute.  Un  volume  d'eau,  quelque  grand  qu'il 
fût,  tout  au  même  niveau,  ne  permettrait  pas  de  pro- 
duire du  travail,  c'est-à-dire  que  son  énergie  serait  zéro. 
Cette  eau,  en  elfet,  serait  en  équilibre  stable. 

e.    Supposons  un  (Cylindre  vcirlical  muni  d'un  piston 
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vA  rempli  d'un  gaz  à  uue  pression  supérieure  à  la  pres- 
sion atmosphérique  :  admettons  que  le  piston  soit  main- 
tenu en  repos  par  un  arrèl  fixe  ayant  strictement  la 
force  nécessaire  pour  cela.  Si  l'on  rompt  cet  arrêt,  ce  qui 
n'exige  qu'un  ellort  infiniment  petit,  le  piston  se  sou- 
lèvera et  pourra  soulever  un  poids  ou  vaincre  toute 
autre  résistance. 

Son  énergie  est  le  travail  accompli  depuis  l'instant 
initial  jusqu'à  la  détente  complète,  la  détente  s'accom- 
plissant  dans  un  cylindre  imperméable  à  la  chaleur. 

Remarque.  —  On  ne  peut  utiliser  uue  pression  qu'à 
la  condition  d'avoir  un  milieu  à  une  pression  moindre, 
c'est-à-dire  une  chute  de  pression.  Un  gaz  qui  serait 
partout  à  la  même  pression,  quelque  grande  que  fût  sa 
masse,  aurait  une  énergie  zéro. 

/.  Supposons  que  l'on  possède  une  source  de  chaleur 
à  une  température  supérieure  à  celle  du  milieu  am- 
biant. Si  on  la  met  en  communication  avec  un  cylindre 
muni  d'un  piston  et  rempli  d'air  à  la  pression  atmosphé- 
rique, la  force  expansive  de  l'air  croîtra  et  pourra  être 
utilisée. 

Remarque.  —  Si  l'on  ne  possédait  qu'un  seul  milieu 
partout  à  la  même  température,  on  ne  pourrait  pas 
l'utiliser.  Mais  une  chute  de  température  est  une  source 
de  travail  et  possède  une  énergie  aussi  bien  qu'une 
chute  de  pression  ou  une  cliute  d'eau. 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  on  voit  qu'on  possède 
directement  l'un  des  deux  éléments  constitutifs  du  tra- 
vail :  la  force,  par  le  poids  de  l'eau  ou  la  pression  du 
gaz,  c'est-à-dire  que  les  énergies  correspondantes  sont 
des  énergies  potentielles. 

La  possession  d'une  source  de  chaleur  doit  être  con- 
sidérée comme  fournissant  aussi  un  des  éléments  du 
Ann.  de  Mathémat.,  o"  série,  t.  VI  (.Novembre  1887).       ^4 
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travail.  On  admet,  eu  etï'et,  aujourd'hui  que  les  molé- 
cules de  la  matière  pondérable,  même  quand  elles  pa- 
raissent en  repos,  sont  douées  de  mouvement  d'ampli- 
tude inappréciable,  mais  avec  des  vitesses  d'autant  plus 
grandes  que  leur  température  est  plus  élevée.  Donc, 
communiquer  de  la  chaleur  à  un  corps,  c'est  accroitre 
les  vitesses  de  ces  mouvements  invisibles  et  que  Clau- 
sius  appelle  slationnaires. 

D'après  cela,  l'énergie  calorifique  doit  être  regardée 
comme  cinétique. 

g.  Un  courant  électrique,  étant  envoyé  dans  une  ma- 
chine dynamo-électrique  réceptrice,  lui  permet  de  pro- 
duire du  travail.  Donc,  un  courant  électrique  possède  de 
l'énergie  ;  un  courant  électrique  étant  régardé  comme 
un  mouvement,  son  énergie  est  regardée  comme  ciné- 
tique. 

h.  Une  bouteille  de  Leyde  (  généralement  un  conden- 
sateur électrique  chargé)  permet  de  produire  un  courant. 
Il  suflit  de  mettre  les  deux  armatures  en  communication 
par  un  fil  conducteur.  Si,  en  un  point  de  ce  conducteur, 
on  place  une  machine  dynamo -électrique  réceptrice, 
on  produira  du  travail.  Donc,  un  condensateur  repré- 
sente également  de  l'énergie.  Cette  énergie  est  consi- 
dérée comme  potentielle,  étant  due  aux  tensions  des 
deux  électricités  contraires  dont  l'accumulation  consti- 
tue le  condensateur. 

/r.  Un  aimant  naturel  ou  artificiel  est  le  siège  d'une 
force  ^  on  peut  l'utiliser  pour  déplacer  des  corps.  C'est 
donc  aussi  une  source  de  travail.  Maxwell,  par  des  rai- 
sons profondes  qui  ne  sauraient  trouver  place  ici,  regarde 
cette  énergie  comme  potentielle.  Si  l'on  ne  considère  un 
aimant  que  comme  constituant  une  force  attirante,  il  est 
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clair  qu'on  doit  regarder  l'énergie  correspondante  comme 
potentielle.  Si,  au  contraire,  on  admet,  avec  Ampère,  que 
l'aimantation  est  due  à  des  courants  fermés,  de  dimen- 
sions très  petites,  il  semblerait  qu'on  dût  en  regarder 
l'énergie  comme  cinétique. 

En  général,  il  existe  une  certaine  incertitude  pour 
qualifier  les  énergies  autres  que  celles  d'origine  méca- 
nique et  même  pour  certaines  de  celles-ci.  Ainsi,  selon 
la  théorie  cinétique  des  gaz,  les  molécules  d'un  gaz 
même  en  repos  apparent  sont  douées  de  mouvements 
stationnaires  très  rapides,  d'où  résultent  des  cliocs  ré- 
pétés des  molécules  entre  elles  et  sur  les  parois.  Ce  qui 
nous  apparaît  comme  une  pression  statique  serait  le 
résultat  de  ces  cliocs.  D'après  cela,  l'énergie  due  à  la 
pression  d'un  gaz  ne  serait  pas,  dans  son  essence  pre- 
mière, potentielle,  mais  cinétique. 

Cette  incertitude  plus  ou  moins  grande  où  l'on  est,, 
relativement  à  la  qualité  de  certaines  énergies,  semble- 
rait devoir,  dès  l'abord,  enlever  à  cette  théorie  tout  in- 
térêt. 

Mais  le  principe  de  l'énergie  nous  montrera  que  Ton 
peut  impunément  se  tromper  sur  les  quantités  d'énergie 
de  chaque  sorte  qui  interviennent  dans  un  phénomène, 
pourvu  qu'on  ne  se  trompe  pas  sur  leur  total. 

Objet  de  la  théorie  de  Vénersçie. 

4.  Les  exemples  qui  précèdent  montrent  suffisamment 
que,  partout  où  se  manifeste  l'énergie,  il  se  produit  l'un 
des  deux  phénomènes  suivants  ou  les  deux  : 

1°  Transformation  d'énergie  cinétique  en  énergie  po- 
tentielle ou  vice  versa; 

2"  Communication  ou  transmission  d'énergie  d'un 
système  matériel  à  un  autre. 
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Ainsi,  si  l'on  considère  l'eau  renfermée  clans  un  résiT- 
voir  et  destinée  à  faire  fonctionner  une  roue  hydrau- 
lique, au  début,  tout  est  en  repos  et  l'énergie  de  l'eau 
est  entièrement  potentielle.  A  un  instant  postérieur 
quelconque,  le  niveau  de  l'eau  a  baissé  et  son  énergie 
potentielle  a  diminué;  mais,  en  revanche,  la  roue  et  les 
résistances  qui  y  sont  appliquées  ont  acquis  des  vitesses 
et  du  travail  a  déjà  été  produit.  Donc  l'énergie  potentielle 
disparue  du  réservoir  a  été,  en  partie,  transmise  à  la 
roue  qui  l'a  transformé  en  énergie  cinétique  et  en  partie 
utilisée.  Ce  fait  de  la  possibilité  de  changer  à  son  gré  la 
qualité  d'une  énergie  fait  comprendre  pourquoi,  du 
moins  au  point  de  vue  pratique,  une  erreur  sur  la  qua- 
lification d'une  énergie  est  sans  importance.  Ainsi,  en 
admettant  (  n°  2)  que  l'énergie  d'un  gaz  sous  pression 
soit  cinétique  dans  son  essence  première,  il  est  certain 
que,  pratiquement,  elle  se  manifeste  à  nous  par  une 
pression  seule  mesurable  et,  par  suite,  sous  forme  d'é- 
nergie potentielle.  Donc,  si  elle  était  cinétique  d'abord, 
la  seule  présence  des  parois  l'aurait  transformée  en 
énergie  potentielle  et,  poiiruu  que  cette  énergie  soit 
égale  à  la  première,  ce  que  nous  verrons  avoir  lieu,  il 
n'y  a  pas  d'inconvénient  à  les  prendre  l'une  pour 
l'autre. 

L'objet  de  la  théorie  qui  nous  occupe  est  précisément 
l'étude  des  lois  suivant  lesquelles  s'accomplit  le  double 
phénomène  de  la  transformation  dénature  et  de  la  trans- 
mission de  l'énergie. 

Principe  de  la  conservation  de  l'énergie. 

5.  Si  un  système  matériel  n'est  en  communication 
d'aucune  sorte  avec  le  monde  extérieur ,  son  énergie 
totale  est  invariable. 
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En  effet,  un  pareil  système  n'est  soumis  qu'à  ses  ac- 
tions mutuelles.  Soient  V  la  fonction  de  ces  forces  et 
Hm^-  la  force  vive  du  système  à  l'instant  quelconque  t; 
soient  Vq  et  'E,jnvl  les  valeurs  de  ces  mêmes  quantités  à 
un  autre  instant  quelconque  ^o-  Le  théorème  des  forces 
vives  appliqué  à  l'intervalle  de  temps  t  —  t^  donne 

i  2 mv^-  —  ^^7nV^  =  V  —  Vq. 

Mais,  si  n  et  11^  représentent  l'énergie  potentielle  du 
système  aux  deux  instants  t  et  t^^  on  a  (n"  2)      • 

V  =  C  —  n, 

V„  =  C  -  Ho, 

C  étant  une  constante  égale  au  maximum  de  V;  d'où 

V  — Vo  =  no— n 

et,  par  suite 

1  S  mp2  _!-  n  =  i  S  mvl  -1-  Ho  =  const. 

Ainsi,  supposons  un  pendule  de  poids  P  maintenu  en 
repos  par  un  fil,  à  une  hauteur  h  au-dessus  de  son  point 
le  plus  bas  ou,  pour  être  conforme  à  notre  définition 
de  l'énergie  potentielle  d'un  système  matériel,  envisa- 
geons le  système  matériel  formé  par  le  pendule  et  la 
terre,  en  admettant  : 

1°  Que  ce  système  ne  subit  aucune  action  sensible  du 
dehors; 

2°  Que  la  terre  et,  par  suite,  le  point  d'attache  du  fil 
soient  fixes  dans  l'espace. 

Lorsque  le  système  passe  de  son  état  actuel  à  1  état 
d'équilibre  stable,  comme  la  terre  reste  fixe,  le  travail 
des  actions  mutuelles  se  réduit  à  celui  du  poids  du  pen- 
dule. Ainsi,  au  début,  l'énergie  totale  du  système,  éner- 
gie potentielle,  est  (n"  2)  P/^. 

Si  on  rend  le  pendule  libre  et  qu  il  descende  d'une 
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hauteur  z,  l'énergie  potentielle  du  système  ne  sera  plus 
que 


et  si  ^'  est  la  vitesse  du  pendule  à  cet  instant,  et,  par 

1  P    , 
suite, K<^ 

2  g 

système  sera 
puisque 


I  P 
suite, ^>'^  son  énergie  cinétique,  l'énergie  totale  du 


P  I  /i  —  ^  H 1  =  P/t. 

2^. 


V'^=  %gz. 

Corollaire.  —  Si  on  considère  le  système  matériel 
formé  par  l'univers,  il  n'est  en  communication  avec 
aucun  autre  système.  Donc,  son  énergie  totale  est  im- 
muable. Il  est  aussi  impossible  de  créer  ou  de  détruii'e 
de  l'énergie,  qu'il  l'est  de  créer  ou  de  détruire  de  la  ma- 
tière. Tout  ce  que  nous  pouvons  faire,  c'est  de  trans- 
former de  l'énergie  cinétique  en  énergie  potentielle,  ou 
vice  versa,  ou  d'en  transmettre  d'une  partie  de  l'univers 
à  une  autre,  mais  sans  modifier  la  quantité  totale  pri- 
mitivement existante. 


Application  à  uji  système  matériel  quelconque; 
le  théorème  des  forces  vives. 

6.  Quelles  que  soient  les  conditions  dans  lesquelles 
un  système  matériel  est  placé  vis-à-vis  du  reste  de 
Vuniwers,  V accroissement  de  son  énergie. pendant  un 
intervalle  de  temps  quelconque  se  compose  : 

1°  De  V énergie  qu'il  a  reçue  du  dehors,  c'est-à-dire 
qui  lui  a  été  communiquée  sous  forme  de  chaleur,  d\i- 
lectricité,  etc.,  par  l'ensemble  des  corps  avec  lesquels 
il  peut  échanger  de  l  énergie; 
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2"  Du  travail  (juila  reçu  du  dehors,  c  est-à-dire  du 
travail  des  forces  extérieures  qui  le  sollicitent. 

En  effet,  en  vertu  du  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie,  toute  énergie  gagnée  par  un  système  matériel 
quelconque  (S)  est  nécessairement  empruntée  au  sys- 
tème (Si)  formé  par  l'ensemble  des  autres  corps  de  l'u- 
nivers (pratiquement,  on  n'aura  pas  à  considérer  ceux 
qui  n'exercent  pas  d'action  sensible). 

Or  l'énergie  fournie  parce  dernier  système  comprend  : 

1°  Celle  fournie  directement  sous  forme  de  chaleur, 
d'électricité,  etc.,  parles  corps  extérieurs  avec  lesquels 
le  système  donné  peut  échanger  des  énergies  ; 

2°  Le  travail  des  forces  extérieures  agissant  sur  le 
système  donné,  puisque  ces  forces  sont  exercées  par  tout 
ou  partie  des  corps  du  système  extérieur. 

La  proposition  est  donc  établie. 

Soient  Ao  l'accroissement  de  l'énergie  totale  du  sys- 
tème donné  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque, 
At)  la  quantité  d'énergie  qui  lui  est  fournie  par  l'en- 
semble des  corps  avec  lesquels  il  peut  échanger  de  l'é- 
nergie sous  forme  de  chaleur,  d'électricité,  etc.  Soient 
enfin  F  l'une  des  forces  extérieures  agissant  sur  le  sys- 
tème donné  et  S  S  F  la  somme  de  leurs  travaux  pendant 
un  intervalle  de  temps  quelconque.  On  aura 

(I)  AC  =  Arj  +  SGF  (1). 

Corollaire  L  —  On  peut  encore  dire  que  : 

1°  L'énergie  fournie  à  un  s}  stème  matériel  par  les 


C)  Si  l'on  appelait  tL",  l'énergie  du  système  extéi-ieur,  Ac,  son  ac- 
croissement et  F,  l'une  des  réactions  exercées  par  le  système  donne 
«ur  les  corps  extérieurs,  on  aurait,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 

Af,  =-(A«l',  -  î:?f,). 


(    020    ) 

corps  avec  lesquels  il  peut  échanger  de  l'énergie  est 
égale  à  l' accroissement  d'éjiergie  du  système  diminuée 
du  travail  des  forces  extérieures  qui  le  sollicitent. 

2°  Si  le  système  n'agit  mécaniquement  sur  le  dehors 
que  par  des  corps  solides  en  contact  ou  reliés  par  des 
liens  rigides,  l'énergie  qui  lui  est  fournie  est  égale  à 
l'accroissement  de  son  énergie  augmentée  du  travail 
extérieur  qu'il  accomplit. 

Dj  la  dernière  équation,  on  tire 

(■2;  Ay  =  aC  —  zcf 

qui  établit  l'énoncé  i". 

Pour  établir  le  second,  observons  que  les  forces  exté- 
rieures F  qui  agissent  sur  un  système  matériel  sont  les 
actions  que  les  corps  extérieurs  exercent  sur  le  système. 
La  somme  de  leurs  travaux  est  donc  le  travail  l'ecu  ou 
consojîimé  par  le  système.  Au  contraire,  le  travail  des 
réactions  que  les  corps  du  système  exercent  sur  les  corps 
extérieurs  est  le  travail  extérieur  produit  ou  accompli 
par  le  système  (ces  travaux  pouvant  d'ailleurs  l'un  et 
l'autre  être  positifs  ou  négatifs). 

Ainsi,  si  un  piston  d'un  cylindre  vertical  soulève  un 
corps  grave  qu'il  porte,  le  travail  qu'il  accomplit  est 
celui  de  la  pression  verticale  ascendante  qu'il  exerce  sur 
le  corps  grave,  travail  positif-,  celui  qu'il  reçoit  ou  con- 
somme est  celui  négatif  de  la  pression  que  le  corps 
exerce  sur  lui.  Ici,  ces  deux  travaux  sont  égaux  et  de  si- 
gnes contraires.  Cela  arrive  toutes  les  fois  que  le  sys- 
tème matériel  considéré  n'agit  au  deliors  qu'à  l'aide  de 
corps  solides  en  contact  ou  reliés  par  des  liens  rigides. 

Alois  le  travail  accompli  est  égal  à  —  SGF,  ce  qui 
établit  l'énoncé  2''.  Mais  il  est  bon  d'observer  que  l'é- 
noncé 1"  est  seul  général. 
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CouoLLAiHK.  —  Si  le  système  inalériel  n'est  pas  eu 
cominunicaLion  d'énergie  calorifique  ou  électrique  avec 
le  dehors,  en  sorte  que  Ar,  =  o,  l'équation  devient 

\C  =  i:GF, 

qui  est  l'expression  du  théorème  des   forces  vives,  tel 
(lu'on  le  considère  habituellement  en  iMécanique.  Car 

C=\I.  nw-2  -+- U  =  l  :i:  nw"^ -^  C  —  V. 

\C  =  U,I.  mV^  —  S  nu'l  )  —  (  V  —  Vo  ). 

Éléments  qui  définissent  V état  d'un  système  matériel. 
Cycles. 

7.  Nous  dirons  que  l'état  d'un  système  matériel  est 
défini  à  un  certain  instant,  lorsqu'on  se  donne,  à  cet 
instant  : 

1°  Les  positions  des  diverses  parties  du  système; 

2"  Leur  état  calorifique  représenté  par  leurs  tempé- 
ratures -, 

3°  Leur  état  électrique  représenté  par  les  tensions 
de  l'électricité  statique  qui  peut  s'y  trouver  et  par  les 
grandeurs,  directions  et  sens  des  courants  électriques 
qui  peuvent  y  passer; 

4°  Leur  état  magnétique  représenté  par  les  gran- 
deurs, directions  et  sens  des  moments  magnétiques  qui 
peuvent  s'y  exercer. 

Et  nous  dirons  qu'un  système  matériel  décrit  un  cy- 
cle lorsque,  parti  d'un  certain  état,  il  y  revient  en  y  ac- 
quérant la  même  force  vive. 

Application  à  un  cycle. 

8.  Théorème.  —  i"  Quelles  que  soient  les  conditions 
dans  lesquelles  un  système  mafériel  est  placé  xns-à-vis 
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(ht  reste  de  L'univers,  la  quanùté  totale  cVèner^ie 
ijuil  consomme  pendant  qu'il  décrit  un  cycle  est  égale 
et  de  signe  contraire  au  travail  des  forces  extérieures 
qui  le  sollicitent; 

7."  S^il  n'agit  au  dehors  que  par  des  corps  solides  en 
contact  ou  reliés  par  des  liens  rigides,  la  quantité  d'é- 
nergie quil  consomme  pendant  un  cycle  est  égale  et 
de  même  signe  que  le  travail  extérieur  qu'il  accom- 
plit. 

Pour  démontrer  cette  importante  proposition,  il  est 
bon  de  mettre  l'énergie  totale  C  du  système  matériel 
donné  qui  entre  dans  l'équation  (2)  sous  forme  plus  ex- 
plicite. Cette  énergie  est  la  somme  des  énergies  ciné- 
tique et  potentielle  du  système,  soit 

»[:  =  ^Smp2^  Il 

Mais  dans  l'énergie  cinétique  S^mt^-  il  faut  compren- 
dre non  seulement  celle  due  aux  vitesses  sensibles  des 
points  du  système,  mais  aussi  celle  due  aux  vitesses  des 
mouvements  insensibles  ou  stationnaires  qui  peuvent 
être  dues  à  la  chaleur,  aux  courants  électriques,  peut- 
être  môme  au  magnétisme  ou  à  l'électricité  statique. 
Soit  w  l'une  des  vitesses  sensibles  et  Si^mcp-  l'énergie  ci- 
nétique correspondante;  désignons  en  bloc  par  W  tout 
le  reste  de  l'expression  de  £,  en  sorte  que  cette  expression 
devient 

(3)  C  =  \^mw^+W, 

W  étant  une  quantité  qui  dépend  non  seulement  des 
positions  des  points  du  système,  mais,  suivant  les  cas, 
de  tout  ou  partie  des  autres  grandeurs  qui  définissent 
son  état  (n"  7). 

D'après  cela,  si  un  système  décrit  un  cycle,  son  éner- 
gie v!"  reprend  la  même  valeur. 
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Donc,  si  on  applique  l'équation  (2)3  un  cycle,  d'où 
AC^  =  o,  elle  devient 

At;  =  — 25F, 

qui  établit  la  proposition  i°et,  en  se  reportant  au  raison- 
nement du  corollaire  du  n°6,  la  proposition  2"  s'ensuit. 

Equivalent  mécanique  de  la  chaleur. 

9.  Supposons  que  l'électricité  et  le  niagnétisine  n'in- 
terviennent pas  et  qu'on  fasse  décrire  à  un  système  ma- 
tériel soumis  à  des  forces  extérieures  et  intérieures  un 
cycle  en  lui  communiquant  simplement  (ou  lui  sous- 
trayant, suivant  les  besoins)  de  la  chaleur.  On  peut 
mesurer  le  nombre  de  calories  qu'on  lui  a  fournies  et 
aussi  le  travail  des  forces  extérieures  qu'on  fait  agir  sur 
lui,  et  comparer  les  résultats.  On  reconnaît  ainsi  que, 
quelles  que  soient  les  conditions  dans  lesquelles  on  fait 
l'expérience,  le  rapport  du  travail  produit  à  la  chaleur 
fournie  est  une  même  constante  ('  ).  Cette  constante  se 
nomme  V équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  Elle  est 
d'environ  ^2^^^^  c'est-à-dire  qu'une  calorie  a  une  éner- 
gie de  424*^5  ou  peut  produire,  quelles  que  soient  les 
conditions  où  on  la  place,  un  travail  de  4^4''^  5  ou  inver- 
sement l'^^de  travail  exige  -^  de  calorie.  Cette  dernière 
fraction  se  nomme  Véquivalent  calorifique  du  travail. 

On  voit,  d'après  cela,  que  l'on  peut  exprimer  à  volonté 
le  travail  mécanique  en  calories  ou  la  chaleur  en  kilo- 
grammètres,  puisqu'à  un  travail  donné  répond  toujours 
une  quantité  de  chaleur  proportionnelle  et  vice  versa. 


(')  On  peut  aussi  considérer  ce  fait  comme  résultant  du  principe 
même  de  la  conservation  de  l'énergie,  c'est-à-dire  de  l'impossibilitc 
d«  mouvement  perpétuel,  d'après  un  raisonnement  riassique. 
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Supposons  toujours  qu'un  système  matériel  se  trans- 
forme sous  les  seules  influences  des  forces  extérieures  et 
intérieures  et  de  la  chaleur.  Soit  AQ  la  quantité  de  cha- 
leur qui  lui  est  fournie  pendant  un  intervalle  de  temps 
quelconque.  L'énergie  correspondante,  en  désignant  par 
E  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  est  Ar,  =  EAQ 
et  l'équation  (2)  devient 

EAQ  =  \C  —  1EF 
ou 

(4)  AQ  =  iA£-i2cF. 

Ainsi  : 

Si  un  système  matériel  se  transform^e  sous  les  seules 
influences  de  la  chaleur  et  des  forces  extérieures ,  la 
quantité  de  chaleur  qui  lui  est  fournie  du  dehors  pen- 
dant un  intervalle  de  temps  quelconque  est  égale  à 
V accroissement  correspoiidant  de  sori  énergie  expri- 
mée en  calories,  diminuée  du  travail  des  forces  exté- 
rieures qui  le  sollicitent,  exprimé  également  en  calo- 
ries. 

Supposons  que  les  mouvements  du  système  soient 
assez  lents  pour  qu'on  puisse  négliger  la  force  vive  sen- 
sible j  alors  son  énergie  C  se  réduit  à  la  fonction  W, 
qui  ne  dépend,  dans  ce  cas,  que  des  positions  et  tempé- 
ratures des  divers  points  du  système,  en  sorte  que 

AQ  =  i(A\V--eF). 

Supposons  que  le  système  matériel  se  réduise  à  un 
corps  homogène  de  volume  p-  dont  tous  les  points  soient, 
à  chaque  instant,  à  une  même  température  T  et  que  les 
forces   extérieures    se    réduisent   à    une   pression    uni- 
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forme  p  exercée  à  sa  surface,  en  sorte  que 

S5F=— /yj  <h'\ 
on  aura 

AQ=I(AW  +  //.f/c-; 
et,  pour  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit, 

f/Q=   l,(d\\  -r-pdi'). 

Ici,  l'état  du  corps  est,  à  chaque  instant,  défini  par  la 
connaissance  des  trois  grandeurs  /7,  t^,  T,  entre  les- 
quelles il  existe  d'ailleurs  une  relation  qui,  pour  les 
gaz,  résulte  des  lois  de  Mariotte  et  de  Guy-Lussac  com- 
binées 5  pour  d'autres  corps,  peut-être  plus  complexe, 
en  sorte  que  W  peut  toujours  être  considéré  comme  une 
fonction  de  deux  quelconques  de  ces  trois  grandeurs 
prises  pour  seules  variables  indépendantes. 

L  énergie  exprimée  en  calories  -r?  est  souvent  désignée 

sous  le  nom  de  chaleur  inlerne,  de  sorte  que  l'équation 
ci-dessus  écrite 

montre  que,  si  l'on  fournit  une  cerLaine  quantité  {posi- 
tis^e  ou  Jiêgalive)  de  chaleur  AQ  à  un  corps,  l' accrois- 
sement de  chaleur  interne  qui  en  résulte  est  égal  à  la 
chaleur  fournie  AQ,  diminuée  du  travail  extérieur 
accompli  par  le  corps,  ce  travail  étant  exprimé  en  ca- 
lories. 
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SIR  OllELQlES  PROPRIÉTÉS  MÉTRIQIES  DES  COIRBES; 

Par  m.  g.  HUMBERT, 

Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


Principes  fondamentaux . 

i.  Dans  un  travail  récent,  publié  au  Journal  de 
Mathématiques  pu?  es  et  appliquées,  nous  avons  dé- 
montré, par  des  considérations  fondées  sur  le  théorème 
d'Abel,  un  certain  nombre  de  propriétés  métriques  des 
courbes  algébriques  :  le  but  de  cette  Note  est  d'exposer 
uue  méthode  élémentaire  permettant  d'arriver  simple- 
ment à  quelques-unes  de  ces  propriétés,  et  se  prêtant 
aisément  à  un  grand   nombre  d'applications  nouvelles. 

Toute  la  théorie  qui  va  être  exposée  repose  sur  les 
principes  suivants  : 

Soit,  en  coordonnées  homogènes y( a:,  j',  z)  =  o,  une 
courbe  algébrique  plane  quelconque  de  degré  /z;  consi- 
dérons un  faisceau  ponctuel  de  courbes  de  degré  m, 
F  —  HO  =  o,  où  u  désigne  un  paramètre  variable.  Une 
courbe  de  faisceau  coupe  la  courbe  fixe  f=o  en  vin 
points,  de  coordonnées  (a:,,j»'),  z^)',  {oc^jV-i-,  ^2)1  •••• 

Désignons  par  ^,-7^-^— — ^  une    fonction    rationnelle  de 

degré  zéro  en  a:,  y^  2;,  c'est-à-dire  le  quotient  de  deux 
polynômes  homogènes,  Q  et  V  de  même  degré,  et  propo- 
sons-nous d'étudier  la  somme  des  valeurs  que  prend 
cette  fonction  aux  points  communs  à  la  courbey^=  o  et  à 
une  des  courbes  du  faisceau  F  —  zicc  =  o.  Cette  somme, 
dont  l'expression  est 
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est  une  fonction  symétrique  des  coordonnées  des  points 
communs  aux  courbes  y=  o,  F — «0=0;  elle  s'ex- 
prime rationnellement  en  fonction  des  coefficients  qui 
figurent  dans  l'équation  de  ces  courbes;  c'est  donc, 
puisque  le  coefficient  u  est  seul  variable,  une  fonction 
rationnelle  de  u. 

Que  faut-il  pour  qu'elle  soit  constante,  c'est-à-dire 
indépendante  de  w?  Il  est  clair  qu'il  faut  et  qu'il  suffit 
qu'elle  ne  devienne  infinie  pour  aucune  valeur,  finie  ou 
infinie  de  u.  Or,  si  nous  considérons  les  points  fixes 
communs  aux  courbes  f=  o,  \'  =  o,  nous  voyons  que 
la  somme  Tne  peut  devenir  infinie  que  si  la  courbe  cor- 
respondante du  faisceau  F  —  u':j  =  o  passe  par  un  de 
ces  points,  et,  quand  cette  circonstance  se  présente,  t 
est  généralement  infini.  Pour  cju'il  en  soit  autrement, 
il  est  nécessaire  que  deux  ou  plusieurs  des  termes  de  t 
deviennent  simultanément  infinis,  c'est-à-dire  que  la 
courbe  F —  z^ cp  =  o  considérée  passe  par  deux  ou  plu- 
sieurs des  points  communs  aux  courbes  /=  o,  V=  o, 
ou  bien  touche  en  l'un  d'eux  la  courbe /"=  o  ;  mais  rien 
ne  prouve  que  cette  condition  nécessaire  soit  en  même 
temps  suffisante. 

2.  Il  existe  toutefois  un  cas  particulier  très  étendu  où 
l'on  peut  affirmer  qu'elle  est  suffisante. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  courbesy=  o, 
V=  o  ne  soient  tangentes  entre  elles  en  aucun  de  leurs 
points  de  rencontre,  et  que  la  courbe  Q  =  o  ne  passe  par 
aucun  de  ces  points  ;  nous  allons  montrer  que,  si  la 
courbe  du  faisceau  F  —  acp  =  o  qui  passe  pai-  l'un  d'eux 
touche  en  ce  point  la  courbey"=  o,  la  somme  t  ne  de- 
viendra pas  infinie  pour  la  valeur  correspondante  de  u. 

Pour  le  démontrer,  admettons  que  les  coordonnées 
X,  r,  z  d'un  point  de  la  courbe  y^  o,  dans  le  voisinage 
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du  point  considéré,  soient  des  fonctions  uniformes  d'une 
variable  auxiliaire  t.\  soit  t^  la  valeur  du  paramètre  t 
qui  correspond  à  un  point  où  les  courbes  Y  =  o,y=  o 
se  rencontrent,  et  supposons  qu'en  ce  point  la  courbe 
F —  M(,cp  =  o  soit  tangente,  et  plus  généralement  ait  un 
contact  d'ordre  a,  avec  la  courbe  y=  o.  Si  nous  don- 
nons au  paramètre  u  une  valeur  voisine  de  Uq,  Wo  -f-  h^ 
la  courbe  F  —  {uo-\-h)  cp  ^  o  coupera  /"=  o  en  jj.  H-  i 
points  voisins  du  point  considéré;  soient  ^oH-^n 
t^-\-^2i  •.•,^0+^!^+)  les  valeurs  du  paramètre  t  qui 
correspondent  respectivement  à  ces  [J.  +  i  points.  Il  y 
aura,  dans  la  somme  c,  p.  + 1  termes  qui  tendront 
vers  l'infini  quand  h  tendra  vers  zéro 5  ce  seront  les 
termes  de  la  somme 

a'=^(^o+0i)+^(/o+92)+..., 

en  désignant  par  Q(/^(i  -f-  B)  la  valeur  que  prend  le  poly- 
nôme Q(x,  j>%  ^),  quand  on  y  remplace  x,j^  z  par  les 
coordonnées  du  point  de  la  courbe^^  o,  dont  le  para- 
mètre est  foH-  B- 
Or,  on  a 

V(/o+0.-)  =  V(/o)  +  0,-v;„4-...        (>■  =  !,  2,  ...  .a  4-1); 

V((fo)  =  o,  \  ,^  ^  o,  puisque  la  courbe  V  =  o  passe  par  le 
point  ^0  sans  y  toucher  la  courbe  /"^o;  de  même, 
on  a 

Q(«o-f-0,•)=Q(^o)-^.... 

Q(îo)  n'est  pas  nul  par  hypothèse,  puisque  la  courbe 
Q=  o  ne  passe  pas  par  le  point  fo-  H  en  résulte  que,  pour 
montrer  que  o"'  a  une  limite  iînie  pour  h  =  o,  il  suffit  de 
le  démontrer  pour  la  somme 
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Or,  si  nous  posons  G  =  F —  «o'-^j  les  courl)es  G  =  o 
et  J'=  o  ont  un  contact  d'ordre  y.  au  point  to  ',  on  a 
donc,  d'après  la  ihéorie  générale  du  contact, 

.  (  G{to)      =o,        G'{to)  =  o,     ..., 

Ecrivons  maintenant  que  les  points  ^o  H-  ^i  sont  sur  la 
courbe  F  —  (uo-{-  h)  'j  =  o.  c'est-à-dire  G  — -h'o  z=.  o. 
Il  vient 

G(;o-^o/)— /icp(fo-^o,)=.  o, 

d'où,  en  développant  par  la  formule  deTaylor  et  tenant 
compte  des  relations  (i), 

(2)  ' ^6"^'G(li+i)(/o)-^i'-?(«o)=o. 

I ,:?...;.(.  -f-  [  •  ^     ' 

On  voit  ainsi  que  B,,  Oo,  ...,  Bp-^,  sont  les  racines 
d'une  équation  binôme 

par  conséquent  la  somme  de  leurs  inverses  est  nulle,  et 
■j"  ne  devient  pas  infini  quand  li  tend  vers  zéro. 

Ce  raisonnement  suppose  toutefois  que  '-2(^0)  'l'est 
pas  nul.  Or  '-p(^o)  ne  peut  être  nul  que  dans  deux  cas; 
on  a,  en  ellet, 

et  la  condition  '•p(i^o)  =  o  entraînerait,  soit  u^  =  ce,  soit 
F(fQ)  =  o.  Si  «0  était  infini,  on  n'aurait  eu  qu'à  écrire 

l'équation  du  faisceau  sous  la  forme  -  F  —  'i,  et  le  pa- 
ramètre -  n'aurait  plus  été  infini  pour  la  coui^be  consi- 
dérée. 

Il  ne  reste  donc  que  l'Iiypotbèse  F(fo)  =0  :  les  deux 
Ann.  de  Afathemat.,  ?>"  scric,  t.  VI.  (Novembre  1887.)        ^'-^ 
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coui'bes  F^  o,  C5  =  o  passent  aloi's  par  le  point  fy  de  la 
courbe  f=zo. 

En  ce  cas,  on  peut  supposer  que  les  deux  courbes 
F  =  o,  zi  =  o  ont  avecy^=  o,  au  point  /q,  un  contact  du 
même  ordre,  v;  s'il  en  était   autrement,  il  sullirait  de 

,                         a  »  4-  3  ,  , 

chauffer  ii  en s  i)our  se  trouver  dans  notre  hypo- 

thèse. 

Supposons  alors  que  la  courbe  F  —  Uo^  =  o^  ou  G  =  o, 
ait  avecy=  o,  au  point  /o,  un  contact  d'ordre  [x,  p.  étant 
supérieur  cà  v. 

On  aura  toujours 

et  l'équation  Gf^oH-  0/)  —  //cp(  /„-H  0,)  deviendra 

I  .  2  .  .  .  JJL  -f-  I       '  I  .  2  .  .  .  V  -+-   I       ' 

Cette  équation  donne  v  -+-  i  valeurs  nulles  pour  0,  ce 
qui  était  à  prévoir,  puisque  toutes  les  courbes  F  —  uo 
ont  avccy^=  o,  au  point  t^^  un  contact  d'oidre  v.  Si  l'on 
se  débarrasse,  dans  la  somme 

des  termes  qui  correspondeut  aux  points  fixes  communs 
à  la  courbey=  o  et  aux  courbes  du  faisceau,  il  suffira, 

dans  <y",  de  conserver  les  termes  j-  qui  sont  les  racines  de 
l'équation 


(-x-f-i)!  '  "'  (V4-I)! 

La  somme  des  inverses  de  ces  racines  sera  nulle  si  l'on 
a  [JL  —  v^  o,]  e'esL-à-dire  a  ^  v  -f-  a.  Il  (audra  doiu-  cpie  la 
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courbe  F —  Uo'-^  =  o  ait  avec  J  :=  o,  au  poiut  toi  ^'^  con- 
tact d'un  ordre  supérieur  de  deux  unités  à  l'ordre  du 
contact  ô.cf=  o  avec  F  ==  o  ou  es  ^  o  eu  ce  point. 

3.  De  toute  cette  discussion,  qu'il  serait  facile  de 
compléter  en  étudiant  le  cas  où  la  courbe  \'  =  o  serait 
tangente  à  la  courbe y=  o,  au  point  ùq,  résulte  le  tliéo- 
ix'me  fondamental  suivant  : 


Théoiième.  —  La  somme  des  valeurs  que  prend  une 

fonction  rationnelle,  -^  [pc^  y  ^z)  ^homogène  et  de  de^ré 

zéro,  aux  points  variables  communs  à  une  courbe  al- 
gébrique, y  =  o,  e£  à  chacune  des  courbes  d'un  fais- 
ceau, reste  constante  si  les  courbes  du  faisceau  qui 
passent  respectivement  par  les  points  d'intersection  des 

courbes  f  =  o,  V=o,  rendant  la  fonction  ^  infinie, 

ont,  en  chacun  de  ces  points,  avec  la  courbe  f^  o,  un 
contact  d  un  ordre  au  moins  égal  à  la  différence 
entre  les  ordres  des  contacts  de  la  courbe  f  =  o  avec 
les  courbes  V  =  o  eï  Q  =  o  au  point  considéré. 

Si  la  courbe  Q  =  o  ne  passe  pas  par  ce  point,  on 
devia,  pour  appliquer  le  tliéorème,  regai'der  l'ordre  de 
son  contact  avec  y=  o  comme  égal  à  —  i  :  il  suffira 
alors  que  la  courbe  du  faisceau,  passant  par  le  point 
considéré,  y  ait,  avec  la  courbey=  o,  un  contact  d'ordre 
plus  élevé  que  l'ordre  du  contact  dey=  o  avec  V=  o. 

Enfin,  si  toutes  les  courbes  du  faisceau  passent  par 
vin  point  commun  h  f  =^  o,  V=:  o,  et  ont  en  ce  point 
avec  /"=  o  un  contact  d'ordre  v,  on  devra,  pour  appli- 
quer le  théoi'ème,  regarder  comme  courbe  du  faisceau 
passant  par  le  point  celle  qui  a  en  ce  point  avec  f^=  o 
un  contact  d'ordre  v  -f-  i . 

Jl  resterait,  pour  ne  laisser  ancune  hvpothèse  de  côté. 


(  53.  ) 
à  examiner  le  ras  où  quelques-uns  des  points  communs 
aux  courbes  V=o  et  ^=  o  seraient  des  points  mul- 
tiples de  cette  dernière;  cette  étude  demanderait  des 
considérations  d'un  ordre  un  peu  plus  élevé;  nous  di- 
rons seulement  que  l'existence  d'un  point  multiple  à  m 
branches  séparées  n'introduit  aucune  moditication  dans 
le  théorème;  on  le  considérera  comnre  formé  par  la 
réunion  de  m  points  distincts,  correspondant  chacun  à 
une  des  branches. 

4.  Remarque  I.  —  Nous  avons  admis,  dans  ce  qui 
précède,  que  les  courbes  sécantes  formaient  un  faisceau 
F —  u'o  =  o. 

Le  théorème  s'applique,  ainsi  que  la  démonstration, 
si  les  courbes  sécantes  ont  une  équation  de  la  forme 
F(.r,  r,  2,  u)  =  o,  F  étant  une  fonction  algébrique  de 
a-,  y,  -,  u. 

On  devra  seulement  supposer  que  F„  n'est  pas  nul 
dans  l'équation 

F(H-^-')(?,).0^^'-4-/^F'„,=  o, 


1 . 2 . . .  (  ;j.  -H  I  ) 

(]ui  remplace  l'équation  (a).  Cela  revient  à  dire  qu'au- 
cun des  points  communs  aux  courbes  y*=  o,  V=o 
n'est  sur  l'enveloppe  des  courbes  F(.r,  r,  z,  u)  =■  o. 

Nous  ne  ferons  pas  usage,  dans  cette  Note,  de  la  pro- 
position ainsi  généralisée,  qui  se  prête  moins  bien  aux 
applications  c[ue  le  théorème  primitif. 

o.  liemaniue  II.  —  On  peut  supposer  que  Q  et  V 
dépendent  non  seulement  de  jc,  i',  z^  mais  aussi  de  u. 
On  aura  toujours 

Q(/o-!-  0/,  «,,+  A)  =  Q(/o,  «„)  -H  . . . 
et 

V( /,,  4-  0,-,  it^-\-  h)  =  V(/„.  î/o  j  +  0,■V'^,+  AV;,„. 


I 
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Mais  II  est  ijifiniment  petit  par  rapport  à  0/,  puisque; 
Of"^*  est  de  l'ordre  de  h  ;  il  en  résulte  que  V(^o-f-^/ï  Uo-\-h) 
se  réduit  à  0<\,^,  et  la  dénionstratiou  faite  plus  haut  est 
applieable. 

6.  CoBOLLAïKE  1.  —  Observous  que,  d'après  le  théo- 
rème du  n°  3,   Ja   somme  des  valeurs  de  ^  aux    points 

communs  à_/=  o  et  F  —  wz,  =  o  reste  constante  si  une 
même  courbe  du  faisceau  F  —  zfC5  =  o  passe  par  tous 
les  points  communs  àJ=o  et  V=o,  en  satisfaisant, 
en  chacun  de  ces  points,  aux  conditions  énoncées. 

En  particulier,   si  V  =  o  ne   touche  /*=  o  en  aucun 

point,  la  somme  des  valeurs  de  ^  restera  constante   si, 

parmi  les  courbes  du  faisceau  sécant,  il  en  est  une  qui 
touche  la  courbey"=  o  en  tous  les  points  de  cette  courbe 

où  ^  devient  inlinie. 

7.  Corollaire  U.  —  Un  autre  cas  particulier  du 
théorème  fondamental  nous  sera  utile  dans  les  applica- 
tions. 

Supposons  que  les  points  de  la  courbe  y^=o,  où  la 

fonction  rationnelle  ^  (j:,j>^,  ^)  de  degré  zéro  devient 

infinie,  soient  tous  des  points  d'inflexion  de  /",  et  que 

la  fonction  —  soit  infinie  du  premier  ordre  en  chacun  de 

ces  points  ('  ). 

Prenons  pour  faisceau  sécant  le  faisceau  des  courbes 


(')  Le  sens  de  celte  expression  esL  le  suivant  :  Si  \'  =  o  a  un  con- 
tact d'ordre  [jl  ^  i  avec  /■=  o  au  point  considéré,  il  faut  que  (^  =:  o 
ait  avec  cette  dernière  courbe,  au  même  point,  un  contact  d'ordre 

5A-2. 
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qui  coupent  respectivemeut/'=  o  aux  points  de  contact 
(les  tangentes  communes  à  cette  courbe  et  à  chacune  des 
courbes  d'un  faisceau  tangentiel  donné. 

Je  dis  que  la  somme  des  valeurs  de  la  fonction  ^>  aux 

points  communs  h  /=o  et  à  chacune  des  courbes  du 
faisceau  ponctuel  considéré,  demeure  constante. 

Il  suttit,  pour  cela,  de  montrer  que  la  courbe  du  fais- 
ceau ponctuel  qui  passe  par  un  des  points  d'inflexion 
donnés  sur  la  courbe  y=  o  touche  cette  courbe  en  ce 
point,  ce  qui  est  évident,  puisque  la  tangente  d'in- 
llexion  correspondante  doit  être  comptée  deux  fois  parmi 
les  tangentes  communes  à  la  courbey=  o  et  à  la  courbe 
du  faisceau  tangentiel  qui  touche  celte  droite.  Donc  : 

Soil  Yr  {^^y>  ^)  une  fonction  rationne  lie  quelconque, 

de  degré  zéro,  ne  devenant  infinie,  sur  une  courbe  al- 
gébrique f{x^  jK,  z)  =■  o,  qu'en  des  points  d' inflexion 
de  cette  courbe,  et  étant  infinie  du  premier  ordre  seu- 
lement en  ces  points. 

La  somme  des  'valeurs  que  prend  cette  fonction  aux 
points  de  contact  de  la  courbe  f=:  o  et  des  tangentes 
communes  à  cette  courbe  et  à  une  autre  courbe  algé- 
brique de  classe  donnée  reste  fxe  quand  cette  dernière 
varie  d' une  manière  quelconque. 

Nous  allons  faire  maintenant  quelques  applications 
du  théorème  fondamental  et  de  ses  deux  corollaires. 

Centres  des  moyennes  distances, 

8.   Soit  ^  ^  3;  la  somme  des  valeurs  de  ^  sera  égale 

à  mu   fois  l'abscisse  du  centre  des  moyennes  distances 
des   points  communs  à   la  couibe   /'=  o  et  aux   combes 
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F  —  u-^^izo.    Nous  avons  donc   les    propositions   sui- 
vantes, en  observant  que  la  courbe  \  =  o  est  la  droite 
de  l'infini  : 

I.  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  une  courbe  algébrique  ijuelconijue  et  àclia- 
cujie  des  courbes  d'un  faisceau  reste  fixe,  si  chaque 
asymptote  de  la  courbe  est  asymptote  à  l'une  des 
courbes  du  faisceau. 

IL  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  une  courbe  algébrique  quelconque  et  à  cha- 
cune des  courbes  d' un  faisceau  reste  fxe  si,  parmi  les 
courbes  du  faisceau,  il  en  est  une  qui  admette  pour 
asymptotes  toutes  les  asymptotes  de  la  première  courbe. 

En  particulier,  cette  dernière  proposition  s'applique 
si  l'une  des  courbes  du  faisceau  comprend  la  droite  de 
l'infini  comptée  deux  fois,  car  cette  courbe  est  bien  tan- 
gente à  la  courbe  fixe  en  tous  les  points  à  l'infini  d(; 
cette  dernière.  Les  courbes  du  faisceau  sécant  ont  alors 
mêmes  asymptotes.  Donc  : 

JIL  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  deux  courbes  algébriques  j'este  fxe  si  l'une 
de  ces  courbes  uarie  en  restant  asymptote  à  elle-même. 

Ce  dernier  ibéorème  est  dû  à  Liouville  ;  un  (-as  parti- 
culier intéressant  est  le  suivant  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  com- 
muns à  une  courbe  algébrique  et  à  une  série  de  cercles 
concentriques  est  fxe. 

On  peut  remplacer  la  courbe  par  le  système  de  ses 
asymptotes  sans  changer  le  centre  des  jnoyennes  dis- 
tances dont  il  s'agit;  par  suite  : 

Ze  centre  des  moyennes  distances  des  points  com- 
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muns  à  un  cercle  et  à  une  courbe  algébrique  est  aussi 
celui  des  projections  du  centre  du  cercle  sur  les  asym- 
ptotes de  la  courbe. 

9.  Les  applications  des  trois  propositions  précédentes 
peuvent  être  variées  presque  indéfiniment;  nous  nous 
bornerons  à  quelques  exemples  particulièrement  sim- 
ples. 

Menons  à  la  courbe  y=  o  les  tangentes  parallèles  à 
une  même  direction^  les  points  de  contact  sont  sur  les 
conrhes  f[,^uf y  ^=  o.  La  courbe  de  ce  faisceau,  qui 
passe  par  un  point  à  l'infini  sur  f=^  o,  touche  en  ce 
point  cette  dernière  courbe,  car  l'asymptote  correspon- 
dante compte  pour  deux  dans  le  nombre  des  tangentes 
qu'on  peut  mener  ày"=  o  parallèlement  à  sa  direction. 

On  est  donc  placé  dans  le  cas  de  la  proposition  I,  et 
l'on  obtient  ce  théorème  bien  connu,  du  à  Chasles  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  à  une  courbe  algébrique 
parallèlement  à  une  même  direction  reste  fixe  quand 
cette  direction  varie. 

10.  Dans  le  cas  où  la  courbe  /"=  o  a  toutes  ses  asym- 
ptotes d'inflexion,  la  droite  :;  =  o  ne  rencontre  cette 
courbe  qu'en  des  points  d'inflexion,  et  l'on  peut  appli- 
quer le  corollaire  II  du  théorème  fondamental.  Donc  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  mejiées  par  un  point  quelconque  du 
plan  à  une  courbe  algébrique  ayant  toutes  ses  asym- 
ptotes d'inflexioji  est  un  point  fixe . 

Ce  point  est  aussi  le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  de  contact,  avec  la  courbe  considérée,  des 
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tangentes  communes  à  celte  courbe  et   à  une  courbe 
algébrique  quelconque. 

Ces  deux  propositions  s'appliquent  à  un  grand  nombre 
de  courbes  connues-,  nous  citerons  en  particulier  le 
foliuin  de  Descartes,  la  lemniscate  de  liernoulii,  les 
courLes  dont  l'ëquation  polaire  est  p"  =  A  cos7ico,  où  n 
est  un  entier  positif  au  moins  égal  à  2,  etc. 

11.  Le  cas  des  courbes  du  troisième  degré  à  point 
double,  ayant  leurs  trois  asymptotes  d'inflexion,  est  par- 
ticulièrement simple.  Si  l'on  mène  des  tangentes  à  la 
courbe  par  le  point  double,  les  points  de  contact  sont 
tous  confondus  en  ce  point,  qui  est  dès  lors  le  centre  des 
moyennes  distances  fixe  des  théorèmes  précédents.  En 
particulier,  on  voit  que  : 

Si,  par  un  point  a  d'une  cubique  à  point  double, 
ayant  ses  trois  asymptotes  d'inflexion,  on  mène  à  la 
courbe  les  deux  tangentes  dont  les  points  de  contact, 
b  et  c  diffèrent  de  a,  la  droite  qui  joint  a  au  ndlieudu 
segment  bc  passe  par  le  point  double,  qui  la  partage 
en  deux  parties  égales. 

Ce  théorème  pourrait  servir  de  base  à  une  étude  géo- 
métrique des  cubiques  dont  il  s'agit. 

De  même,  dans  le  cas  de  la  lemniscate,  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  considérés  est  aussi  le 
point  double  à  distance  finie  :  il  suffit,  pour  le  voir,  d'i- 
maginer que  le  point  par  lequel  on  mène  les  tangentes 
coïncide  avec  ce  point  double.  On  peut  donc  dii-e  que  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  con- 
tact d'une  lemniscate  ai>ec  les  tangentes  communes  à 
cette  courbe  et  à  une  courbe  algébrique  (juelconque 
est  le  centre  de  la  lemniscate. 
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Centres  des  moyennes  liarnioniques. 

12.  Poncelel  appelle  centre  des  moyennes  liarnioni- 
ques de  n  points  A) ,  Ao,  ...,  par  rajjport  à  une  droite  A, 
un  point  qui  jouit  delà  propriété  suivante  :  Soit  D  une 
droite  quelconque  passant  par  ce  point.  Appelons  J,, 
r/o,  .  .  .  les  distances  de  A) ,  Ao,  ...  à  cette  droite  et  o,, 
Oo,  .  .  .  les  distances  de  ces  points  à  la  droite  fixe  A  :  on 


aura 


di 

'^-  —  o. 


Il  eu  résulte  que,  si  l'on  prend  un  triangle  de  réfé- 
rence dont  le  côté  ^  =  o  soit  la  droite  A,  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  sera  défini  par  les  relations 


n  -  =   y  ~ 


Xi^  yi,  Zi  étant  les  coordonnées  homogènes  du  point  Ki. 

On  peut  faire  pour  le  centre  des  moyennes  harmo- 
niques la  môme  théorie  que  pour  celui  des  moyennes 
distances  :  il  suffit  de  transformer  les  théorèmes  précé- 
dents par  perspective,  en  faisant  correspondre  la  droite 
de  rinfîni  de  l'ancien  plan  avec  la  droite  A  du  nouveau  -, 
aussi  n'iusisterons-nous  sur  «;e  point  que  dans  le  cas 
spécial  des  courbes  du  troisième  ordre. 

On  sait  qu'une  cubique  a  neuf  points  d'inflexion,  si- 
tués trois  à  trois  en  ligne  droite.  On  appelle  triangle 
injlexionnel  un  triangle  dont  chaque  côté  passe  par  trois 
points  d'inflexion,  aucun  des  sommets  ne  coïncidant  avec 
un  tel  point.  Il  y  a  quatre  triangles  inflexionncls. 

Il  résulte  de  la  proposition  du  n"  10  que.«  Von  mène 
à  une  cubique  des  tangentes  jyav  un  point  quelconque 
de  son  plan,  le  centre  des  movennes  harmoniques  des 


(  ^h)  ) 

points  de  contact  j)ar  rapport  à  F  un  des  côtés  d'un 
triangle  injlexionnel  est  un  point  fixe. 

Il  est  intéressant  de  déterminer  ce  point  fixe. 

Mettons  l'équation  de  la  cubique  sous  la  forme  cano- 
nique 

(3)  x^  —  y^ -^  z^ -T- %\xyz  ^=  o. 

Les  droites  ^  :=  o,  j'  =  o,  z  =  o  sont  les  trois  côtés 
d'un  triangle  inflexionnel. 

Menons  à  la  cubique  des  tangentes  par  le  point  x^=o^ 
j  =.  O]  les  six  points  de  contact  seront  sur  la  conique 

(4)  z-  -^  'i.'/.xy  —  o. 

Le  centre  des  moyennes  barmoniquesde  ces  six  points, 
par  rapport  à  la  droite  5;  =  o,  sera  déterminé  par  les 
relations 

'?=I]S'    ^f=2f'    (^=1,2, ...,6). 

Pour  évaluer  ^~'  éliminons  r  entre  les  équations 
(3)  et  (4)i  il  vient 

8À3a7«—  i8X3a73-s3  — ^6=  o; 

d'où,  puisque  le  terme  en  x'^  manque. 

On  a  de  même 

et,  pour  les  coordonnées  du  point  cherché, 

X  y 

-  =  o.  r  =  o; 

c'est-à-dire 

•r  =  o.         y  =  o. 


(  ^4o  ) 
13.   On  peut  donc  compléter  ainsi  le  théorème  pré- 
cédent : 

Si  l'on  mène  à  une  cubique  des  tangentes  par  im 
point  quelconque  de  son  plan,  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  des  six  points  de  contact,  par  rapport  à 
un  côté  d\in  triangle  ijiflexionnel,  coïncide  avec  le 
sommet  opposé  de  ce  triangle. 

De  même,  et  plus  généralement  : 

Le  centre  des  moyennes  harmoniques,  par  rapport 
à  un  côté  d'un  triangle  inflexionnel,  des  points  de 
contact  de  la  cubique  et  des  tangentes  communes  à  cette 
courbe  et  à  une  courbe  algébrique  quelconque,  coïn- 
cide ui^ec  le  sommet  opposé  du  triangle  considéré. 


Polaires. 

11.  Si  l'on  transforme  par  polaires  réciproques  la  dé- 
finition du  centre  des  moyennes  harmoniques  de  n  points 
par  rapport  à  un  axe,  on  retombe  sur  une  notion  bien 
connue,  en  Géométrie,  celle  de  la  polaire  d'un  point 
par  rapport  à  n  droites.  On  connaît  la  définition  de  la 
polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  courbe;  celle  de  la 
polaire  d'un  point,  par  rapport  à  vm  système  de  droites, 
est  la  même  ;  rappelons-la  en  quelques  mots.  Si,  par  le 
point  considéré  O,  on  mène  une  sécante  quelconque 
coupant  la  courbe  aux  points  A,,  Ao,  .  . .  ,  A,,,  et  si  l'on 
prend  sur  la  droite  le  point  M,  tel  que 

/i    _      I  I 

ÔM  ^  0\i  ^  0Â"2  "^  •  '  •  ' 

le  point  M  décrit,  quand  la   sécante  tourne  autoui   du 
point  O,  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  courbe. 


(  54.   ) 
En  transformant,  par  réciprocité,  les  propriétés  rela- 
tives   aux   centres   des   moyennes  harmoniques,  on  ob- 
tient, en  particulier,  les  théorèmes  suivants  : 

La  polaire  d' an  point  fixe  O,  par  rapport  aux  tan- 
gentes communes  à  une  courbe  algébrique  C  et  à  cha- 
cune des  courbes  d'un  faisceau  tangentiel,  est  une 
droite  fixe,  si,  parmi  les  courbes  du  faisceau,  il  en  est 
une  qui  touche  la  courbe  C  en  tous  les  points  de  con- 
tact de  cette  courbe  avec  les  tangentes  qu'on  peut  lui 
mener  du  point  O. 

La  polaire  du  point  O  reste  également  fixe  si  toutes 
les  courbes  du  faisceau  ont  les  mêmes  tangentes  issues 
de  O,  et  les  mêmes  points  de  contact  avec  ces  tan- 
gentes. 

Exemple.  —  I.a  polaire  du  centre  d'un  cercle  par 
rapport  aux  tangentes  communes  à  ce  cercle  et  à  une 
courbe  algébrique  quelconque  reste  fixe  si  le  rayon  du 
cercle  varie,  le  centre  restant  fixe. 

15.  Aux  courbes  ayant  leurs  asymptotes  d'inllexiou 
correspondent,  par  réciprocité,  des  courbes  telles  que  les 
tangentes  qu'on  peut  leur  mener  d'un  point  du  plan 
soient  toutes  de  rebroussement  ;  le  théorème  dun°  10  se 
transfoiine  ainsi  : 

6i  toutes  les  tangentes  quon  peut  mener  à  une 
courbe  par  un  point  de  son  plan  sont  des  tangentes 
de  rebroussement,  la  polaire  de  ce  point  par  rapport 
aux  tangentes  menées  à  la  courbe  en  ses  points  de 
rencontre  avec  une  courbe  algébrique  quelconque  est 
une  droite  fixe. 

Ce  théorème  s'applique,  en  particulier,  à  l'hypocy- 
cloïde  à  trois  rebroussements,  aux  développées  des  co- 
niques, etc. 


'ô\l 


Piopric.tcs   de  la  Icmniscate. 

16.  La  Icmniscate  est  une  coiiil)c  du  quatrième  degré 
à  trois  points  doubles;  deux  sont  les  points  cycliques  du 
plan,  l'autre  est  le  centre  de  la  courbe;  en  chacun  de 
ces  points,  les  deux  tangentes  à  la  courbe  sont  d'in- 
flexion. 11  en  résulte  que,  le  centre  étant  pris  pour  ori- 
gine, les  trois  droites  x  +  iy  =  o,  x  —  iy  =  o,  :;  ==  o 
ne  coupent  la  courbe  qu'en  des  points  d'inflexion.  Par 
conséquent,  en  appliquant  le  corollaire  du  n°  7,  on  voit 
que,  si  l'on  mène  les  tangentes  connnunes  à  la  Icmnis- 
cate et  à  une  courbe  quelconque  de  classe  donnée,  les 
fonctions  symétriques  suivantes  des  coordonnées  x,  y 
des  points  de  contact  de  ces  tangentes  avec  la  Icmniscate 
restent  constantes  : 

2,  -■>  Zu-'  ^^^^^  avons  déjà  énoncé  le  théorème  cor- 
respondant (n°  11); 


2dx-^+r'''     2à 


il  •        y        ,     —  '        y     — ; ; 


devient  infini  du  premier  ordre 
seulement  aux  deux  points  cycliques; 

>      ,     — -■,    y  -^r-- — ï5  car    7      ,'    — -  devient  infini, 

.^Ux--\-y-     Jmàx^-^y-^  ^X'^y^  ■ 

et  du  premier  ordre  seulement,  à  l'origine. 

Pour  interpréter  ce  dernier  résultat,  nous  rappelle- 
rons une  définition  due  à  Laguerre, 

Laguerre  appelle  centre  hnrinoniq ue  d  un  système  de 
Il  points  A,,  Ao,  •  •  • ,  A,;,  par  rapport  à  un  pôle  O,  un 
point  ainsi  défini  :  sur  les  directions  OA,,  OAo,  .  .  .,  on 

porte  des  longueurs  égales  à  7— r— '  -rn^ -^  •  •  •  et   on   les 
*■  ^  ^  OAi      UA.2 

«'ompose  comme  des  forces  :  soit  OR,  la  rc-sultante. 


(  543  ) 
Portons  sur  OR  une  longueur  OR,  =  — r-  i  le  point  R 
sera  le  centre  harmonique.  Si  -  et  "^  sont  ses  coordon- 
nées   par  rapport  à  Jeux    axes    rectangulaires   passant 
par  O.  on  a 


71  xz  -^      xiZf  71  y  ~ 


'-         ^  xf  -H  Vf 


Nous  pouvons  énoncer  maintenant  les  propriétés  sui- 
vantes : 

Me/ions  les  tan^e/ites  communes  à  une  lemniscate  et 
à  une  courbe  algébrique  qui  varie  d'une  uuniière  quel- 
conque, en  conservant  sa  classe,  et  considérons  les 
points  de  contact  de  la  lemniscate  avec  un  des  systèmes 
de  tangentes  communes  : 

i"  Le  ce7itre  des  moyennes  distances  de  ces  points 
de  contact  reste  fixe. 

•3."  Le  centre  harmonique  du  centre  de  la  lemniscate 
par  rapport  à  ces  points  reste  fixe. 

3°  La  somme  des  carrés  des  distances  de  ces  points 
au  centre  de  la  lemniscate  reste  fixe. 

4"  La  somme  des  carrés  des  sinus  ou  des  cosinus  des 
angles  que  font  les  i-aj  ons  vecteurs  correspondants 
avec  un  des  axes  de  la  courbe  reste  fixe. 

Applications  diverses. 

17.  Soit  C  une  courbe  algébrique  ;  par  un  point  M 
de  son  plau  menons-lui  des  normales;  soient  P  le  pied 
de  l'une  d'elles,  R  li*  centre  de  courbure  en  P.  jNous 
allons  démontrer  qu'on  a,  quand  M  varie, 

V»  MI' 
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la  somme  étant  cteiidue   à   toutes   les  normales  issues 
de  M. 

Soient,    en   effet,  v  la  longueur  MP,    p  le  rayon  de 
courbure  PR  -,  on  a 

MP  _      y 

MÏÏ  ~  V  —  p  * 

On  va  montrer  d'abord  que  est  une  fonction  ra- 

1  V  —  p 

tionnelle  des  coordonnées  des  points  M  et  P. 

Soient  a'et  ^  les  coordonnées  de  M;  ^  et  r,  celles  de  P. 
On  a 

H  étant  un  polynôme  entier.  Or,  la  normale  MP  passant 
])ar  M,  on  a 


d'où 


et  enfin 


Â  h 


a-^^)-Â-^ 


fi^h 


ce  qui  est  bien  une  fonction  rationnelle.   La  valeur  de 
cette  fonction  définit,  d'ailleurs,  d'une  façon  précise  la 

quantité  -r-r^-  Cela  posé,  supposons  que  M  décrive  l'axe 

des  x^  on  aura 

fJ  =  o. 

sera  fonction  rationnelle  de  ç,  y,  et  a.  11  résulte  de 
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la  Remarque  11  du  n"  o,  que  la  somme 


étendue  aux  points  d'intersection  des  courbes 

/  =  o  et  \f'r^—  -r.f'i  —  a/.;,  =  o 

sera  constante,  si,  toutes  les  fois  que  la  seconde  passe  par 
un  point  àef=^  o  tel  que  i  —  -  soit  nul,  elle  touclie  en 

ce  point  la  courbe /=  o.  Or,  si  i^ —  ^  =  o,  on  a  p  =  v, 

et  le  point  M  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  R  de 
la  courbe  en  P^  deux  des  normales  menées  à  la  courbe 
par  M  ont  donc  leur  pied  en  P,  et  la  courbe 

toucbe  au  point  P  la  courbe  f=zo.  Il   en   résuite  bien 

que  \  ; est  constant;  on  a  donc,  comme  on  l'avait 

annoncé, 

MP 


const. 


la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  normales  menées 
du  point  M  à  la  courbe. 

18.  Pour  terminer  ces  applications,  considérons  une 
courbe  algébrique  C,  et  un  cercle  S,  de  centre  O.  Me- 
nons les  tangentes  communes  à  la  courbe  et  au  cei'cle; 
soit  t  la  longueur  d'une  de  ces  tangentes  comprise 
entre  les  deux  points  de  contact.  Nous  allons  montrer 
qu'on  a 

^  -  =  const. 
Ann.  de  Mathemat.,  3"  série,  t.  VI  (Décembre  1887).       36 
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quand  le  rayon  du  cercle  varie,  le  centre  O  reslanl  fixe. 
En  effet,  supposons  que  le  cercle  ait  pour  équation 

Soit  i,  T,  un  point  de  la  courbe  /'=  o,  tel  que  la  tan- 
gente en  ce  point  à  la  courbe  touche  le  cercle.  On  aura 

et 
c'est-à-dire 


et  enfin 


ou 


t  = 


R2 


On  voit  que  t  est  fonction  rationnelle  de  ^,  r,  et  R. 

Faisons  varier  R;  la  somme  ^-  étendue  aux  points 
communs  aux  courbes 

f=o         et         (^/;  +  r;/;)'--R2(/^-^+/;2)==o 

ne  peut  devenir  infinie  que  si  une  des  quantités  t  devient 
nulle.  Cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  que  dans 
deux  cas  : 

1°  Ou  bien  les  deux  points  de  contact  de  la  tangente 
avec  le  cercle  et  la  courbe  coïncident;  le  cercle  est  alors 
tangent  à  la  courbe,  et  deux  des  tangentes  communes 
coïncident  avec  la  tangente  considérée-, 

1°  Ou  bien  la  direction  de  la  tangente  commune  est 
une  des  directions  cycliques  du  plati    :  ce  cas  ne  peut 
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se  présenter,  pour  une  courbe  C  réelle,  que  si  le  centre 
du  cercle  est  un   foyer  de  la  courbe.  En  excluant  ce 
cas,  il  résulte  de  ce  qui  précède  et  du  théorème  général 

que  ^-  ne  devient  pas  infini  ^  donc  : 

Si  l' on  mène  les  tangentes  communes  à  un  cercle  et 
à  une  courbe  algébrique^  n'ayant  pas  pour  foyer  le 
centre  du  cercle,  la  somme  des  inverses  des  longueurs 
de  ces  tangentes  reste  constante  quand  le  rayon  du 
cercle  varie,  son  centre  restant  Jixe. 

Si  le  cercle  se  réduit  à  un  cercle  de  rayon  nul,  les 
tangentes  communes  à  la  courbe  et  au  cercle  se  confon- 
dent deux  à  deux,  et  l'on  voit  aisément  que  deux  tan- 
gentes confondues  doivent  être  prises  avec  des  signes 
contraires.  La  somme  des  inverses  de  leurs  longueurs 
est  donc  nulle;  par  conséquent  : 

La  somme  algébrique  des  inverses  des  longueurs 
des  tangentes  communes  à  un  cercle  et  à  une  courbe 
algébrique  est  nulle,  si  le  centre  du  cercle  n'est  pas  un 
foyer  de  la  courbe. 


SUR  LES  VALEURS  APPROCHEES  DES  POLYi\OMES 
DE  BERXOILLI; 

Par  m.  p.  APPKLL. 


1 .  Dans  une  Note  précédente  (  '  ),  nous  avons  indiqué 
les  principales  propriétés  des  polynômes  de  Bernoulli 
'•^p{x)  qui,   pour  des    valeurs  entières  positives  de  a:-, 

(')  Nouvelles  Annales,  p.  3i2  du  présent  Volume. 
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expriment  la  somme  des  y/ "'^^  puissances  des  x  pre- 
miers nombres  entiers 

.r(.r-!-T) 

o,{.r)  = ,  .... 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  clierclier  une  va- 
leur approchée  du  polynôme  ^p{x)  quand  p  est  très 
grand,  et,  pour  cela,  nous  suivrons  une  méthode  géné- 
rale qui  a  été  donnée  par  M.  Darboux  dans  un  Mémoire 
Sur  V  approximation  de  fonctions  de  très  grands  nom- 
bres [Journal  de  Liouville,  S*'  série,  t.  I\  -,  18-8). 

La  fonction  de  z 

est  holomorpJie  (c'est-à-dire  est  uniforme,  finie,  et  ad- 
met une  dérivée)  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le 
module  est  inférieur  à  air;  en  elfet,  cette  fonction  de- 
vient infinie  aux  seuls  points 

On  peut  donc  développer /(2)  par  la  formule  de  Mac- 
laurin  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  po- 
sitives croissantes  de  z  convergente  dans  le  cercle  de 
rayon  au.  Si  l'on  calcule  les  coefficients  de  ce  dévelop- 

pement,  on  voit  que  le  coefficient  de  — ;-^ est  un  po- 
lynôme en  X  qui  se  réduit  à 

iP-+-  \P-\-3P^. .  .-^  xP 

quand  x  est  entier  et  positif  :  ce  coefficient  est  donc  le 
polynôme  '-Opi^x)^  et  l'on  peut  écrire 

/J=  oc 
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Le  fait  nue  le  coefficient  de  — se  réduit  à  la  somme 

^  1.1. . .p 

des  p^""^^  puissances  des  x  premiers  entiers  quand  x  est 
entier  et  positif,  résulte  immédiatement  de  ce  que,  si  x 
est  un  entier  positif,  e-^-^"*""  —  i  est  divisible  par  e' — i, 
et  qu'on  a,  dans  ce  cas, 

Cela  posé,  on   peut  toujours  déterminer  deux  con- 
stantes A  et  B,  de  telle  façon  que  la  dilférence 

(3)  'b(z)=f{z)- 


z  —  '1~  i 


reste  finie,  quel  que  soit  x,  pour  z  =  2.tu  et  pour 
"  =  —  i~i.  En  effet,  le  produit 

(z  -  ir.i)  f(z)  =  ^-^^'  [e^^-^^^~i] 

est  une  fonction  de  z  lioloniorphe  dans  le  voisinage  de 
z  =  1TÙ  :  par  suite,  pour  des  valeurs  de  z  voisines  de 
2  7ïi,  cette  fonction  est  développable  par  la  formule  de 
Taylor,  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
positives  croissantes  de  (z  —  Q.Tzi), 

(4)    (x;  — 27rï)/(-3)  =  A  +  A,(^  — 2-t)H-A,(z-27:02  +  ..., 

OÙ  A  est  la  valeur  que  prend  le  produit  {z  —  i-i)f[z) 
pour  z  =1  2  7:i, 

Il  résulte  alors  du  développement  (4)  que  la  ditlé- 
rence 

f{z) — .  =  A,-i-A.,(;-2-j)-i-... 

^  -2.-1 

reste  finie  pour  z  --;=  a-nt.  On  verra  de  même  que,  en  pre- 
nant pour  B  la  valeur  du  produit  {z  +  ira)  J\z)  pour 
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s  = —  9.  —  /.  à  savoir 

la  dillerence 


z'cste  finie  quand  z  tend  vers  —  ir.i. 

Les  constantes  A  et  B  étant  ainsi  déterminées,  la 
difîérence  (3)  appelée  ^(^)  est  finie  aux  deux  points 
zb  27:t.  La  fonction  'i>(^)  ne  devient  plus  infinie  qu'aux 
points  ±  4~it  =t  ÔTCi,  ...  :  elle  est  donc  développable. 
par  la  formule  de  Maclaurin,  pour  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  à  4"^.,  et  l'on  a,  pour  ces 
valeurs, 

<h{z)  =  a^)-^  ai  z  ^  a2Z--\- ..  .-\-  apZP  -{-...  . 

Cette  série  est  convergente,  en  particulier  pour  2  =:  3-, 

et  l'on  a 

lim(2T)/'ay,  =  o         (p  =  x), 

puisque  le  terme  général  d'une  série  convergente  a  pour 
limite  zéro. 

Eciivons  alors  l'idcnitilé  (3)  sous  la  forme 


et,  en  supposant  le  module  de  c  inférieur  à  27:,  déve- 
loppons les  deux  membres  suivant  les  puissances  posi- 
tives croissantes  de  z  :  les  coefficients  de  zP  devant  être 
les  mêmes  dans  les  deux  membres,  on  aura 

Op(.'r)     _        ^  A~(—\)pB 
\.i..  .p  ~    ^  {iT.i)P+^ 
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en  désignant  par  tp  la  quantité 

'"''  "  "  A  — (— i)/^B 

qui  tend  vers  zéro  quand  p  croit  indéfiniment,  d'api'ès 
la  remaix[ue  faite  plus  haut  sur  le  produit  (2Tz)Pap. 
D'après  cela,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs  et 
distinguant  les  deux  cas  de  p  impair  et  de  p  pair,  on  a, 
pour  les  valeurs  approchées  de  '•^p{x)  quand  p  est  très 
grand, 

f  sin^  TT  ce 

(5) 

\  o.n{x)   =  (-!/'+'■  1  .i.s. ■  .171  ^;,,^,;^t (I  +  £2»)- 

Lorsque  x  est  entier,  les  quantités  appelées  A  et  B 
sont  nulles  et,  par  suite,  la  quantité  appelée  tp  est 
infinie  :  les  formules  deviennent  illusoires  à  partir  du 
moment  où  l'on  a  introduit  tp. 

Ces  formules  (5)  pourraient  aussi  se  déduire  des 
développements  en  série  trigonométrique  que  donne 
Raabe  dans  le  Tome  42  du  Journal  de  d'elle  pour  les 
polynômes  Op(x).  Il  serait  trop  long  de  reproduire  ici 
ces  développements;  je  me  borneiai  à  rappeler  que 
M.  Hermite  a  indiqué,  dans  le  Tome  79  du  JourJial  de 
Crelle,  une  méthode  très  simple  pour  les  obtenir. 

2.  Ces  résultats  permettent,  dans  beaucoup  de  cas, 
de  reconnaître  la  convergence  ou  la  divergence  de  séries 
ordonnées  suivant  les  polynômes  Op[x).  Si  nous  pre- 
nons, par  exemple,  la  série 


^-^(^-jtt)?"^^-^ 


0-. 


{z^iy 


Oi(a7)-i-. 

'f«-i(j") 
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que  nous  avons  considérée  dans  notre  précédent  article, 
nous  avons  facilement  le  résultat  suivant  : 

La  série  S  est  convergente  quand  x  est  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif  dont  la  valeur  absolue  est 
plus  petite  que  celui  des  modules  de  z  et  de  z  -\-  i  qui 

est  le  plus  petit;  elle  a  alors  pour  somme Cette 

série  est  divergente  pour  toute  autre  valeur  de  x. 

Pour  le  montrer,  supposons  d'abord  que  x  soit  un 
jiombre  entier  positif;  nous  aurons 


Op{x)  =  I  -H  ?./ 


3P- 


-i-  xP, 


et  la  somme  Su  des  n  premiers  termes  de  la  série  S  peut 
s'écrire 


S„  = 


i\ 


'^^  ~  (i  — ij2 
1  3 

I  X 


(^  +  I)"J 

3«-i 

(^  +  0" 


(^  +  1)2 


0"_ 


où  les  parenthèses  sont  des  progressions  géométriques 
dont  les  raisons  respectives 


I 
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ont  toutes,  d'après  l'hypothèse,  des  modules  nioiudres 
que  l'unité.  Si  donc  on  fait  croître  n  indéfiniment,  toutes 
ces  progressions  sont  convergentes  et  l'on  trouve 


S  =  liinS„  = 

I           I 

I 

z        z  — 

I          z  —  1 

I 

1            I 

1 

[ 

I 

z X 

z        z I 

-- 

-  2 

Z  —  37-1-1 

c'est-à-dire, 

en  réduisant, 

S 

=  limS,.  =  — 

I 

Si  X  est  un  entier  négatif,  tel  que  les  modules  de  — 
et  ^7-; —  soient  tous  deux  moindres  que  l'unité,  on  vérifie 

sans  peine,  en  appliquant  la  même  méthode  et  s'appuyant 
sur  les  relations 

cpo(— ^)  =  — tfo(^), 
Op{—x)  =  {—i)P+-^Op{x-i),         ip>o), 

que  la  série  S  est  convergente  et  a  pour  somme 

Enfin,  si  x  est  nul,  la  série  a  évidemment  pour  somme 
->  c  est-a-dire  encore 

z  Z X 

Mais  il  est  très  remarquable  que,  pour  toute  autre 
valeur  de  jr  [non  entière)^  la  série  S  est  divergente,  quel 
que  soit  z.  En  effet,  dans  ce  cas,  le  terme  de  rang  (2 «H- 3) 
de  cette  série  a  pour  valeur  approchée,  quand  n  est  très 
grand, 

et,  à  cause  du  facteur  i .  2  . 3  .  .  .  (  2  w  H-  i),  ce  terme  aug- 
mente indéfiniment  avec  «,  quel  que  soit  z.  La  série  S 
est  donc  divergente. 

Il    est  évident  (|ue   l'on   pourra  former  une  infinité 
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d'autres  séries  de  polynômes  Op[x)  possédant  la  même 
propriété  que  la  série  S,  c'est-à-dire  convergentes  pour 
certaines  valeurs  entières  de  x  et  divergentes  pour  toute 
autre  valeur  de  x. 


THEOniES  DE  LA  RÉFRACTION  ASTROXOMIQUE 
El  DE  L'ABERRATION 

[Suite  (•)]; 
Pau    m.    Ossian    BOXNET. 


Remarciue.  —  Dans  la  démonstration  ou  plutôt  la  vé- 
rification qui  précède,  on  a  supposé  que  les  constantes  /n, 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3"  série,  t.  VI,  juillet- 
aoùt  1S87.  Quelques  fautes  matérielles  se  sont  glissées  dans  ce  pre- 
mier article;  quoiqu'elles  n'aient  aucune  importance,  il  ne  sera  pas 
inutile  d'en  indiquer  la  correction  : 

Page  34^,  ligne  6  en  descendant,  au  lieu  de  le  moyen  le  plus  simple, 
lisez  l'évaluation  la  plus  simple. 

Page  35o,  ligne  3  en  descendant,  entre  fondamental  et  des  projec- 
tions, intercalez  de  la  théorie. 

Page  36o,  lignes  2,  [\,  8  en  remontant,  et  page  36i,  ligne  4  en  re- 
montant, au  lieu  de  7998,147,  lisez  7998,148. 

Page  36o,  ligne  9  en  remontant,  après  lequel  poids,  ajoutez  rap- 
porté à  l'unité  de  volume. 

Page  36i,  lignes  i4  et  16  en  remontant,  au  lieu  de  7998,15,  lisez 
7993,148. 

Page  364,  ligne  2  en  descendant,  supprimez  la  diviser  par  sin  1"  ou 
7  r   a-  648000 

et  remplacez  200260  par 

Page  364,  l'g'ie  4  en  descendant,  remplacez  206260  par  — — 

Page  367,  ligne  i3  en  remontant,  et  page  368,  ligne  9  en  descendant, 
au  lieu  de  10'.  799315,  lisez  10'.  7998148. 

Page  867,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  1,9180498,  lisez 
T, 9185280. 

Page  868,  ligne  11  en  desccndaul.  au  //(?«  f/e  2,9^89, /f'^e;;  2, 9438'| . 


(  555  ) 
M,  fl,  D,  4^(«q' — i)  et  j>[^  qui  représentent  respeetive- 
ment  le  coefficient  de  dilatation  de  l'air,  le  coefficient 
de  dilatation  du  mercure,  le  rayon  terrestre,  la  liauteur 
de  l'atmosphère,  la  demi-puissance  réfractive  et  la  pres- 
sion en  un  point  de  l'atmosphère  situé  à  la  surface  de 
la  terre  dans  les  conditions  atmosphériques  normales, 
étaient  rigoureusement  définies  par  les  relations 

/?i  =  0,008671,        IM  =  0,000179,        «  =  6866738, 
D  =  7J000,         iin'i)'  —  i)  =  0,000294384,        /»o  =  7993,  i48. 

De  plus,  on  a  regardé  les  logarithmes  à  sept  décimales 
fournis  par  les  Tables  comme  jouissant  d'une  manière 
absolument  exacte  des  mêmes  propriétés  que  les  loga- 
rithmes vrais  ou  théoriques  au  "point  de  vue  de  la  sim- 
plification des  calculs  numériques.  Or  tout  cela  n'est 
vraiqu'approximativement,  et  l'on  peut  avoir  des  doutes 
sur  l'exactitude  de  la  conclusion  à  laquelle  nous  avons 
été  conduits.  \  oici  une  manière  de  raisonner  qui  est 
entièrement  rigoureuse. 
On  peut  toujours  poser 


/«<  0,003671,         M  <  0,00017901,         «  — D  <  6441800, 
2(«o-  — i)<o,""029439,        /''o>  7993,1,     . 

ainsi  que  cela  résulte  de  calculs  et  d'expériences  incon- 
testés. Cela  étant,  nous  aurons  d'abord 

i  +  /«To>  0,88987,         i-^  MTo>  0,994629, 
puis 

I   («,7—  i)        I  .    ,,         ,    f^o  I  i 


-  («Û-—  0 


0,76   i-r-mTo   I -1- MTo 


<  0,000204  J9. 1  ,o382 — — ) 

^  '  0,88987  0,994629' 

^/nTo)>  9993, 1.0,88987, 
et  la   relation  /-«a  <^  ^j   ou  mieux  (rt-r-D)a<;,S  qu  il 


H=  ■^  =^/Vo(l^/«To)>  9993,1.0, 

Po 
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s'agit  de  vérifier  deviendra,  en  augmentant  le  premier 
membre  et  diminuant  le  second, 

644i8.io2^^^'  <  7993,1.0, 88987 !o, 99 ",629 
ou 


io2. 6, 4418. 2, 9439  <  7, 9931-8, 8987. 9, 94629. 

Nous  substituerons  à  cette  inégalité  l'inégalité  loga- 
ritlimique  correspondante;  seulement,  au  lieu  de  con- 
sidérer dans  celle-ci  les  valeurs  exactes  des  deux 
membres,  nous  prendrons  une  valeur  approchée  par 
excès  dans  le  premier  membre  et  une  valeur  approchée 
par  défaut  dans  le  second  membre,  ce  qui  suffira  évi- 
demment. Or  les  logarithmes  fournis  par  les  Tables  à 
sept  décimales  étant  approchés  par  défaut  ou  par  excès 
à  moins  d'une  unité  décimale  dU  septième  ordre,  on  a, 
la  caractéristique  L  désignant  les  logarithmes  théo- 
riques ou  vrais,  i" 

L.I02=2 

L. 6, 4418  <  0,8090073 
L. 2, 9439  <  0,4689232 
L. I ,o382  <  0,0162811 

Ce  qui  donne 3,2942116 

pour  la  limite  supérieure  du  premier  membre  de  l'inéga- 
lité logarithmique,  et  1^ 

L. 7, 9931  >  0,9027151 

2  L. 8, 8987  >  1,8986530 

L. 9, 9463  >  0,9976615 

Ce  qui  donne 3 ,  7990296 

pour  la  limite  inférieure  du  second  membre  de  la  même 
inégalité;  on  voit  donc  que  l'inégalité  logarithmique  est 
satisfaite,  et,  par  suite,  ([ue  l'inégalité  primitive  l'est 
aussi. 


(  ^5-  ) 


VII.    —  Détermination   de  la  valeur  approchée 

DE    LA    RÉFRACTION    TOTALE. 

Nous  allons  enfin  déterminer  une  valeur  approchée  de 
l'intégrale  définie 


648000 
— a  ta 


«/u         (i-t--^aw)- 


(1  -t-  -.lOiU)- 

où,  pour  simplifier,  on  a  remplacé  par  t  la  Ibnction 

r            I  -^  o  a  ~l 

[ -—(i  —  s)'-\tang'-Za 

et  qui  exprime  la  valeur  exacte  de  la  réfraction  totale  R 
évaluée  en  secondes  d'angle;. 

On  a  démontré  précédemment  que  î  est  positif  pour 
toutes  les  valeurs  de  u  et  les  valeurs  correspondantes  de 
s.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  que  l'on  a 

I — 1£  <  (I --  £r-^<  I  -  -h  -^1  £2. 

En  effet,  '-s (s)  étant  une  fonction  quelconque  de  s,  et 
h  et  H'  deux  nombres  positifs  moindres  c|ue  i ,  on  sait  que 

et 

o(e;  =  ç(oj  +  o'(o)s^o"(6'£>^'. 

Faisons,  dans  la  première  égalité, 

cp(a)=(i-E)-^-,-4-iE 
et,  par  suite, 

0(0)  sera  nul,    ':>' ( z)   sera  positif  pour  £  positif:  donc 
C5(£)  sera  positif,  et  l'on  aura 
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pour  £  positif.  Faisons  (Misuite,  dans  la  seconde  égalité, 

d'où 

'f(ô)=-i(i+£r^+i-fE 

et 

0(0)  et  '-^'(o)  seront  nuls,  '^"(H't)  sera  négatif  pour  s  po- 
sitif 5  donc  '-^(s)  sera  négatif,  et  l'on  aura 

pour  t  positif.  Cela  étant,  si  l'on  pose 


648000                     /"Vn-2a(i  — 5)/         I    \    , 
— i— — a  tangua   1 — li zjdu 

648000  r^^i-^-?.o^(\  —  s) 

=  -^^ — a  tangua   /      "^ ^ ^ 

X  h  —  -     1 '"^  ^^    (i  —  sf     tang2  -       du  ^  tV, 

(  2  L         I  +  2  a  it  '  J         "        ^ 

3  648000                 Z' Vn-2«(i  — «)  ,  , 
-  -^-—  a  tangua   /      "^ ^ — ^  t"-  du 

3  648000                      /•  Vi  -h'2a(ï  — s) 
=  ^  — Z —  ^  tangi3«    /      ^ 

.7o         (i  +  2a«)^ 


X 

on  aura 


r          i-f-aa   ^  12 

I (i  —  5)2      tang'^,,  r/?<  =  R  , 

[  \  -^  'i.'J.U  J 

R'<  R<  R'-^  R"; 


par  suite, 

o<  R  — R'<R": 


(i  -i-  '2  a?/  )2 
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étant  toujours  moindre  que  i  et 


I  -;-  2a    , 


positif  et  toujours  moindre  que  i  —  (i  —  •^)"<C  2^,R"est 
moindre  que 

3  64S000      /- .        /*     „    , 

av'i-T-aa  tan^^Za  1     s^  au 

et,  par  conséquent,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  dans 
le  paragraphe  précédent,  moindre  que 

,648000      / /^    2 

3 — avi-4-ia/^l    tang'^a; 

on  peut  donc  écrire 

T>  r>,  0648000         / /3\2 

(a)       o<R  —  R<3  — - —  a/i  -r-  2a(  -  1   tang^^^? 

~  a/ 

et  tout  se  réduit  à  trouver  des  limites  R',  c'est-à-dire  de 

648000  rWi  —  'j.oi(i  —  s)  /      I        ,    \  , 

— - — a  tangua    /      "^ ^— (  i  —  -  tang^^^j  rftt 

J Q        (1  -T-  ■ioLu)'-       ^ 

/l                              3 
z  (i  —  sf  du 
(1-1-9.  aw)- 

ou  encore  de 

— — —  a  langea    / ^  (  '  ~~  ï  l^L^g-^a  ) 

^1  3 

I  648000             ,         /      (i-f-2a)^(i  —  3s)   , 
-! —  — atang'jîa    /      ^ —^ g — -du 

.Jo  (\-^20LU)- 

3  648000             ,         f   (i^2a)^52(i  — I)   , 
H a  tangs^,,    /       ■ z du. 

Jo  (i-+-2aiO- 


f/« 
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Or  la  troisième  de  ces  dernières  intégrales  est  moindre 

:}  648000    ,     ,        \o-         o       r'  .,  7      , 
que a(i  +  2a)- tang'z^,  /    s- du  et,  par  conse- 

•  1  rv    648000  ,  \l/?\-  ■>  C- 

queut,  moindre  que  0- — ~ —  a(i  -j-  2  a)-  (  -  1   tang-^z^.  5i 
donc  on  l'appelle  A7  après  y  avoir  supprimé  le  facteur 


648000 

t  tano"  ^„ 


nous  aurons,  en  premier  lieu, 

(7)  o<A:<3(n--^a)2YÊytaug2^^. 

Quant  aux  deux  autres,  elles  se  décomposent  en  les  six 
suivantes  : 

/     ^  du  =  Al, 

I            ,          /•      v/i-f-  aa 
tang^^a    /      ^  du  =  A2, 

^(,       {\-r-'X'XU)- 
V/(I  -r-  1'X)S 

—  du  —  A3. 


(  I  -r-  2  a  if  )  - 


-lang2.^„    f   V^"^'^-^)^ 
•-^0     (i-T-2a«)- 


f/zt  =  Al 


)- 

I  ,  /       (n--2a)2 

-_^  tang2;3«     /      ^  c?i/ =  Ag, 

-Vo      (i-!-2a«)2 

A-*  i^ 

—  -  tang2  5«     /       — ^  f/K  =  Ae, 

•Vo      (i-i-2aî<)^ 

'     T  •        '      '        1  I       r  648000 

ou  1  on  a  supprime  également  le  fadeur—^ atangz„. 


(  5(5'^  ) 

La  première  de  celles-ci  est  de  la  forme 


I     oim) 


du: 


elle  peut  donc  être  évaluée  exactement,  et,  si  l'on  observe 

3 

que  (i  -h  o.oiu)   -  du  est  la  diflerentielle  par  rapport  à  u 

,  ("  1  -^  2  a  )    - 


)  on  trouve 


_  (i^-aai-  —  I  _  I  a^ 

a  2  2 

ce  qui  donne,  2  a  étant  moindre  que  i , 

I  .  I  a"^ 

(ij  1 a<Ai<i a-î 

•j.  1-1 

Ao  étant  égal  au  produit  de  A,  par  un  facteur  connu 
qui  est  ici  négatif,  les  limites  de  Ag  se  déduisent  immé- 
diatement de  celles  de  A,  et  l'on  obtient 

(2) tangî^a     I \ <  A2< tangî^a    i • 

2  \  2  2  /  2  V  2  / 


Dans  A3  la  fonction  de  u^ ,  qui  entre  en 

(  I  -4-  2  a  M  )  2" 

facteur  sous  le  signe  j",  croît  avec  u  et  a  par  conséquent 

-v/i^2a=— {i^a-^^...j 

comme  valeur  minimum,  et 

= —  (I  —  2  7.  -i-  4  a'  — ...  I 

I  -;-  2a 

comme  valeur  maximum;  donc,  l'autre  facteur  s  sous  le 
signe  f  étant  toujours  positif,  on  peut  écrire 

—  Cl  -f-  a  )  /     s  du  <  A3  < — (\  —  2x  j  /     s  du, 

•■  n  «A) 

Anri.  de  Mathénmt.,  3'  sérif,  l.  VI.  (  Dérembre  1887.)        3~ 
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ce  qui  donne,  en  remplaçant  l'intégrale   par   sa    valeur 
obtenue  plus  haut, 

(3)  — Ci-r-a)  ^<  A5<r— (1  — 2a) -ïi. 

a  a 

A4   étant  le   produit  de   A3  par  — ^tang-:;^,  on   a  en- 
suite inmiédiatement 

Si  3    I 

(4)  (i  —  2a)  ^  -  tang2^a<  Av<(i  -f-  a)  i tang^^,,; 

^  a  2  «2 

A5,  cjui  est  comme  A,  de  la  forme  /    '-p(«)  r/«,  rentre  dans 

le   type  des  quadratures  ordinaires;  on  peut  l'évaluei- 

5 

exactement  et,  si  l'on  observe  que  (i  4-  aazi)    ^'  du  est  la 

3 

(  I  ~i~  "?  y  it^    ^ 
difîérentielle  par  rapport  à  u  de ^^ — '■ —  ,  on  trouve 

1            „        ('i-L-2a)2  —  I         I  /a        a-  \ 

Â5=  -tang2^„ — =  -tang^-^,  (i+^--^-+...j, 

ce  qui  donne,  2  a  étant  moindre  que   i , 

I  /  a         a-  \         .  i  /  a  j 

(5)  -  tangï^a  (  '  '^  2  ~  6" /  "^  ^ ^  2  "-^"S  -^"  (  '  "^  2  )  ' 

Enfin,   dans  Ae,  la  fonction   de  i/, :.-,  qui 

(I  H-  2aaj^ 
entre  en  facteur  sous  le  signe  y,  est  croissante  avec  u  et 
a  par  conséquent 

—  (1-1-2  a  j-— — (i -f- 3  a -l-|a- .  .  .) 
pour  valeur  minimum,  et 

=  —  (  I  —  2  a  -!-  4  «'■'  —  .  .  •  ) 


I  -1-  2  a 
pour   \al<'tii    maximum  ;  donc,    l'autrcî   facteur    v  sous  le 


(  ^^'^  ) 

signe  f  étant  toujours  positif,  on  peut  écrire 

tang-^u  (  3 -)- ga -+-  -  a2  j     1     sdu 

<;Ao<C tang-2«(  3  —  6a)    /     sdu, 

ce  qui  donne 

i tang2^„  (3  -i-ga  -^  ?  a"^  )  ^ 

(6)  ^        '  ^  -^      ]a 

J  I  .  ^ 

f       <Ag< tang-^^n  —  Ga)  -  . 

\  -i  a 

Ajoutant  maintenant,  membre  à  membre,  les  inégalités 

(i),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6)  et  (7),  après  avoir  rétabli 

,    c  648000  , 

partout  le  lacteur  — - —  atangZa,etposant, pour  abréger, 


6 18000 
ata 


L         ^        ^^        \2        a]  \ 


648000 

a  tangx;. 


L     a        \  3  a        1       a  j  1  \ 


648000 
atans:. 


Xi 1-  2a  - 

(  2  a 


hl^^('-^^^)H«)l^'"^^"M^^'' 


il  vient 

r  —  0  <  R'  <  r  -r-  0', 


(b)  — o<R'— /•<o'. 

Ajoutant  encore,  membre  à  membre,  les   inégalités  («) 
et  (è),  on  trouve  enfin 

>,       3.648000      / "/3\2 

—  0  <  H  —  /■  <  Cl  -\ tsj \  -^  '.).a  1  -  1    lang^^û) 

cL  l'on  voit  (|ue  la  valeur  al)solue  de  la  dillérence  11  —  /• 


(  ^64  ) 
est  moindre  que  le  plus  grand  des  deux  nombres  positifs 
0  et 

3.648000  , /fi\2 

0  -, av'H-'2a(-l    tang''^„=o, 

lequel  nombre  a  dès  lors  besoin  d'èlre  fixé,  puisque 
c'est  le  seul  dont  nous  ayons  à  tenir  compte.  Or,  lorsque 
tangr:^  est  très  grand  ou  Za  très  près  d'un  droit,  on  a  évi- 
demment B  <<  S";  et  l'on  s'assure  qu'il  en  est  toujours  de 
même,  quel  que  soit  "«,  en  faisant  voir  que  l'on  a 

-  a^-i-  4  a  -i — h    -  a2  ^  <  6(1  -+-2a)-     -      , 
:>  a        1       a  \a  J 

ce  qui  est  presque  évident,  car  l'inégalité 

o 

a  -^  D  <  ^  , 
a 

vérifiée  dans  le  paragraphe  précédent,  entraîne  la  sui- 

0 

vante,  a  <C  -?  et  celle-ci  donne 

a 

-  a2  -H  4  a  -C  —  -  a2  i- 
3  a        i       a 

3  ^  a  /  \  a  /         2     \  rt  /  «  /  "  / 

/  3  \  •'  3.  /  3  \  2 

<  6(1  -f-  2a  )  (  M  <  6(  [  -'r-  v.a  |-^  (  ^-  )   • 

Ainsi,  en  résumé,  /",  c'est-à-dire 

648000  r         a        3  ,       /  5'-        hi\" 

représente  une  vaK-ur  approchée  en  plus  ou  en  moins 
de  la  réfraction  totale  R.,  avec  une  approximation  mar- 
quée par 

648000  \  a^  ,       3     r     fs  i/P\n  >  ,      , 

-+-  3v/i  -^  2a  (  ^  j    tang''^,,  >. 
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En  détermitiant,  comme  on  vient  de  le  l'aire,  une 
limite  o"de  l'erreur  que  l'on  commet  lorsqu'on  remplace 
la  réfraction  vraie  Pv.  par  la  quantité  /■  (jue  nous  avons 
choisie  pour  sa  valeur  approchée,  on  a  seulement  pré- 
paré la  solution  du  problème,  seul  utile  dans  les  appli- 
cations, qui  a  pour  but  de  fixer  les  conditions  sous  les- 
quelles il  faut  opérer  pour  cjue  l'approximation  obtenue 
soit  de  l'ordre  des  grandeurs  négligeables.  Occupons- 
nous  maintenant  de  ce  qui  reste  à  faire  à  ce  sujet. 

Reprenons  l'expression  de  l'erreur  o"  et  écrivons-la 
ainsi 

8"=  Atang^Sa-i-  B'tang:';:«-^  B'tang^:;»—  Gtang^^, 

en  posant 

3.648000      / /3  ,2      , 

a  v/  I  -^  2  a  (  -      =  A , 

3.648000     7     3       ,., 
a  —  a  —  =  L)  . 


.648000  ■'    "=.  ^2 


()     a 
x(  I  -T-  9.  a  )-  (  -  )    =  A  (  I  -f-  2  a  )  =  B", 

3.648000     a  /  3  \ 

—  a-a-^4^=G. 

■7T  fa  \,  al 


Les  coefficients  x\,  B,  B',  C  dépendront  des  quan- 
tités a  et  ^  ou  de  Hg  et  Tq,  et  varieront  par  consé- 
quent avec  l'état  atmosphérique  à  l'instant  et  au  lieu 
de  l'observation.  Cherchons  les  plus  grandes  valeurs 
qu'ils  puissent  prendre,  et  d'abord  les  plus  grandes  va- 

o 

leurs  que    puissent  prendra  a  et  -  en  s'imposant,  bien 
entendu,  les  conditions  aux  limites 

o , 63  <  Hq  <  o  ,789  ;         —  3o  <  Tq  <  5o 

admises  plus  haut. 


(  56(j  ) 
Toutes  les  notations  ec  toutes  les   hypothèses  dont  on 
a  fait  jusqu'ici  usage  étant  conservées,  on  sait  que 


I  .    /,        X    Ho  I  i 

a  =  -(«0-  — i) 


2  '    °  '0,76   i-^  MTo   i-^mTo 


a 


/?'o  (i  -^  mTo 


d'où,  quels  que  soient  Hq  ^^  Tq, 


'^,9439       ,0         '"  '" 

a  <  — ~-^  I  ,o38.i 


lo'^        '        "  8,8987  9,9463 
P  ^  I ,255' 


i,i836 
a  lo* 


Désignant  donc  parla  caractéristique  L  les  logarithmes 
théoriques  et  par  la  caractéristique  /  les  logarithmes 
tabulaires,  de  sorte  que  l'on  ait,  pour  un  nombre  quel- 
conque N, 

L.N î--</.N<L.N^- -i- 

10'  10^ 

et 

I 


/.N <L.N<  /.ÎV4- 

lo'  10 

il  viendra 


L.a  <  L. 2, 9439  —  4  -i-^  !-'•  1 ,0882  -4-2  —  L. 8,8987  —  L. 9, 9463 
<  /.2,9439  -  /.8,898;  -  /.9,9463  -  2  +  -|^^ 

et 

3 
L.^<  L.  1,2555  — 3 -f-L  i,i836 
a 

<  ^.  1 ,2555  -i-  /.  I ,  i836  —  3  H —; 

mais  les  Tables  de  logarithmes  donnent,  comme  on  l'a 


déjà  vil, 


doiK 


el 


(   S67  ) 

/ . 2 , 9439  =  o , 468923 I , 
/.  I  ,o38'2  =  0,0162810, 
/.S.SgS;  =  0,9493266, 
/.9,9463  =  0,9976616, 
/.  1 ,2-355  =  0,0988167, 
/. I , i836  =  o,0732o5o  ; 

L.a<  4, 5382163 


L  -  <  3,1720219; 


par  conséquent, 


Z.a<4,538.,64         et  /  J  «s.  ,;,o.,„, 

S 

a  <  0,00034532       et  —<  0,0014861. 


Connaissant  une    limite    supérieure    de  a  et  une  li- 
ft 
mite  supérieure  de— >  on  en  déduit   sur-le-cliamp  une 

limite  supérieure  de  chacun  des  nombres 


'  7  .    ' 

I  -^  2  a,      -  a,  2^  a  =  ^  -^  ë 

o  b  0 


qui  entrent  en  facteurs  dans  A,  B,  B',  C,  et  l'on  trouve 

I  -f-  2a  <  1 ,0007, 

a  -    --,        5,7554 

-   <  O,O0OOJ7,)34  =    5 

6  lo" 

7^^  /      CQ        4,0288 

•^    <   0,00040288    =     — ; , 

6  10* 


(  56*8  ) 

d'où 

L  (  I  -f-  2  aj  <  o ,  ooo3o4 , 

L  \/ 1  -f-  2  a  <  o ,  ooo I  52 , 

L(i~2a)2    "0,000456. 
ot         _ 

L  -  <  5,7600756, 

7  oc        _ 
L  ~-  <4,6o5i758, 
o 

L  (a+4|j  <  3,7986369. 

/-M  648000  .  />      /^  I 

Observant  encore  que est  compris  entre  200204 

et  206265,  on  a 

3.648000         ^a    o        -  or-o  r       o       r  _   3,4532 

a  <  618793.0,00034^02  =  6, 18795  X  10^  -, —  ; 

mais  on  a  vu  plus  haut  (jue  L.  3,4532  est  inférieur  à 
o,5382i63',  d'ailleurs  on  trouve 

L.6, 18795  <  0,7915470, 

donc 

3.648000  ^ 

L a  <  2,0297633. 


Tout  ceci  étant  posé,  il  en  résulte 

,     .        ,   3.648000       /- 

L,A  <  L    av/i-!-2a 

71 

^  ,   3.648000  I  ,  3 

<  L  an L ( n-  2 a  ) -4-  2,L   ^ 

7:  2  a 

<  2,3297633  -f-  o,oooi520  -+-  6,3440438 
ou 

L. A  <  4,6739591. 
Puis 

L.B'=  L  llM^^  a  l  a^  <  L-lli^Soci*  a -.  L  Z  ,  +  L  Ë. 
7î  6      a  TT  6  « 

<  2,3297633  -T-  4  ,6011758  -+-  3,  [720219. 


(  ^^9  ) 

ou 

L.B'<  4  ,1069610. 

Puis 

L.B"=  L.Ad-i-  2a)=  L.A  -h  L(i  -:-  1%) 
<  4  ,6739591  -4-  o,ooo3o4o; 
ou 

L.B"<  4,6724731. 
Et  enfin 

-     _       -   3 . 648000      a  /      ,     ,  3 \ 

^   3.648000  ,    a        ,    /  ,  3\ 

<  L a-f-L-  — L(a-f-4^) 

7:  6  v^  a  / 

<  ';>., 39.97633  -+-  5,7600756  -f-  3,7986369 
OU 

L.G<  5,8884758. 

Les  calculs  qui  précèdent  font  connaître,  par  leurs 
logarithmes,  des  nombres  respectivement  supérieurs  à 
toutes  les  valeurs  que  prennent  les  quatre  coefficients 
A ,  B,  B',  C  lorsqu'on  donne  à  la  hauteur  barométrique  H,) 
et  à  la  température  T^  tous  les  systèmes  de  valeurs  que 
nous  sommes  convenus  de  considérer.  Supposons  main- 
tenant qu'on  ait  substitué  ces  nombres  aux  coefficients 
A,  B,  B',  G  eux-mêmes  dans  l'expression  de  l'erreur  0"  : 
celle-ci  deviendra  une  fonctioji  de  la  seule  distance  zéni- 
thale apparente  ::«,  et  cette  fonction,  qui  se  réduira  à 
une  fonction  entière  et  impaire  de  tang^z^,  à  coefficients 
positifs,  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini,  en  variant  d'ailleurs  dans  le  même  sens 
que  tangua  ou  Za'-,  donc  quelques  essais  suffiront  pour 
déterminer  une  valeur  de  z^,  telle  que  cette  valeur  et 
les  valeurs  moindres  donnent  pour  l'erreur  o"  des  ré- 
sultats de  même  ordre  que  les  quantités  considérées 
comme  négligeables,  ce  qui  est  le  but  que  nous  voulons 
atteindre.  Entrons  ta  ce  sujet  dans  quelques  détails. 


(  ^7*>  ) 
Prenons  pour  valeur  maximum  de  z^-,   ~a=  80". 
Les  Tables  de  logarithmes  donnent 

/tang8o°=  o,7J368i2; 
d'où 

L  tang  8o"<  0,7536810, 
Llang3  8o°<  2,2610139, 

Ltang5  8o°<  3,7684063, 
donc 

L.A  lang5  8o''<  3,7684065  -1-  4,6739591  =  o, 447.3656; 

d'où 

A  tang* 80° <  2,7693. 
Puis 

L.B'tang3  8o''<  2,2610439-^-4,1069610  =  2,3680049; 

d'où 

B'tangs 80° <  0,023335. 
Puis 

L.B"tang38o''<  2,2610439-^4,6742731  =  1,9353170; 

d'où 

B"tang3  8o°<  0,086162. 
Puis 

L.C  tang  8o"<  0,7536812  -+-5,8884758  =  4,6421571; 

d'où 

C  tang8o°<  0,0004387; 
et  cniin 

o"<  2,7693  -4-  0,023335  -^  0,086162  -f-  0,0004387  <  2,88, 

où  l'unité  est  la  seconde  d'angle. 

Celte  erreur  0"  commise  sur  la  réfraction  R  (juand  on 
considère  celle-ci  comme  égale  à  /•  est  sensiblement  su- 
périeure à  celle  des  observations  même  les  plus  mé- 
diocres*, nous  la  regarderons  comme  insuffisante,  ce  qui 
MOUS  obligera  à  abaisser  la  limite  de  z^  que  nous  avions 


(  ^:^  ) 

prise  égale  à  80".  Faisons  donc  en  S(;cond  lieu  ^^a^  70"  : 

nous  aurons 

/.langea  f  /.tang  70°  ^  0,4389341; 
d'où 

L.tang  7o"<  0,4389342, 

L.tang3  7o"<  r, 3 168026, 

L.tang57o"<  2, 1946710; 
donc 

L.  Â  lang»7o''<  1, 19467 10  +  4  > 6739391  =  â,86863oi  : 

d'où 

Atang»70°<  0,073898. 
Puis 

L.B'tang3  7o°<  i  ,3168026  -+-  4, 1069 160  =  3,4237636; 

d'où 

B'tang37o°<  o, 0026582. 
Puis 

L.B"lang*7o''<  i  ,3i68o26  +  4  ,6742781  =  8,9910757  ; 

d'où 

B"tang3 70° <  0,0097967.    . 
Puis 

L.  G  tan  g  70°  <  0,4889842  -î-  5,8844/58  =  4,8274100; 

d'où 

G  tan  g  70°  <;  0,00021253, 
et  enfin 

o"<  0,078898  -t-  0,0026582 

-I-  0,00097967  -i-  0,00021258  <  0,087. 

Cette  erreur  est  à  peu  près  celle  qui  se  rapporte  aux 
observations  les  plus  parfaites  :  nous  ne  pensons  pas 
qu'il  soit  nécessaire  d'exiger  qu'elle  soit  atteinte  à 
cause  de  la  grande  étendue  des  distances  zénithales  que 
Ja  condition  Za<C  70"  obligerait  d'écarter.  Il  vaut  mieux 
augmenter  la  valeui-  maximum  de  z^,  poser  par  exemple 


(  ^72  ) 
-a<C7^"5  ^*^  ^[^^  laissera  encore  o"  suffi  sa  m  me  ni  petit, 
comme  on  va  le  voir.  Nous  avons  ici 

par  suite 

/.tangua',  /.tang7J°  =  0,57 19475, 

L.tang75"<  0,5719476, 
L. tang3 -■;<■<;  i^-.  1584-28, 
L . tangs  75°  <  2 ,  8597380  ; 
don  c 

L.  A  tang3 75" <  2,8597380-1-4,6739591  =1,5336971  ; 

d'où 

A  tang575''<  o, 34175. 
Puis 

L.B'tang375°<  i,7i584>.8  -1-4,1069610  =  3,82?.8o38; 

d'où 

B'tang375''<  0,0066498. 
Puis 

L.B"tang375°<  1 ,7158428  -r-  4,6742731  =  2,3901159: 

d'où 

B"tang375°<  o,024554. 
Puis 

L.C  tang75°<  0,5719476  -+-  5,8884758  =  4)46o4234; 

d'où 

G  tang75°  <  0,00028869, 
et  enfin 

o"<  0,34175  -4-0,0066498  -f-  0,024554  ■+■  0,00028869  <  o",3733, 

c'est-à-dire   une  quantité  suffisamment    petite   pour  la 
plupart  des  cas. 


§  VIII.  —   Simplification  du  calcul  des  valeurs 

APPROCHÉES  7'  DE  LA  RÉFRACTION  TOTALE  R,  POUR 
LES  DIFFÉRENTES  VALEURS  DE  Hq  COMPRISES  ENTRE 
G, 63  ET  0,794  ET  LES  DIFFÉRENTES  VALEURS  DE  T^ 
COMPRISES  ENTRE  3o°  ET  5o°. 

Soient  /•'  el  /•"  deux  valeurs  de  /•  correspondant  à 
une  même  valeur  de  la  distance  zénithale  z^  et  à  deux 
systèmes  différents  H'^  et  T'^,  H'^  et  T'^  de  valeurs  de  la 
liauteur  barométrique  et  de  la  température  au  moment 
et  au  lieu  de  l'observation,  ces  deux  systèmes  de  valeurs 
satisfaisant,  bien  entendu,  aux  conditions  limites  con- 
venues. 

JNous  aurons  d'abord,  comme  on  sait, 

,      fiiSooo    ,  \        'J-'  „  "-■  1 

r  =  a  tang^,^  h  "^  ^  (tang^  j,,—  i)—  '- (  tang' ;;„-t- i  )    , 

-j:  L         2  a  J 

„       648000    „  r         a''  „  B"  ,  1 

/•  = —  a  tangua     i  —  —  (  tang^^^—  i  )—  '- (  tang^s^ -+-i)    , 


0,76   ^ -r- tti'ï'q   I -+- Mïy 

I  /  ,.-,    ,N  h;        1  I 

a  =  -  (  n^-  —  I  ) — =^    — ; — KVt"T  > 

1  o ,  7<)   I  -4-  «i  1  0    1  -!-  M  1  0 

a 

a 

Retranchons  membre  à  membre  de  l'équation  «pii  déter- 
mine /•"  celle  qui  délermiue  /•'  préalabh'inent  multiplié<î 

par 

H  g    I  -!-  m  T'a    I  -i-  AIT'o  _  a' 

HJ,    r    -  /»T',',    I  -T-  MT'^i        % 
il  \  iendra 

r"  .=--  /■',  -r-  0"'. 


(  ^74  ) 
en  posant,  pour  abréger. 

et 


GjSooo 


-(a"—  a')(tang2x;,,—  n 


ft' 

*  '  tani;^:;,,—  n  1  = 


]--" 


cela  prouve  que  j'\  représente  une  valeur  approchée  en 
plus  ou  en  moins  de  /",  avec  un  degré  d'approximation 
marqué  par  la  valeur  absolue  de  o'",  et  que  s'il  est  permis 
de  regarder  cette  valeur  absolue  comme  étant  de  l'ordre 
des  grandeurs  négligeables,  la  valeur  numérique  de  /"", 
égale  à  celle  de  /', ,  se  déduira  de  celle  de  /'  par  un  calcul 
très  simple. 

Cherclions  donc  une  limite  supérieure  de  la  valeur 
absolue  de  l'erreur  o'"  et  d'abord  une  limite  supérieure 

S"        '"■'' 

des    valeurs    absolues    des    deux    différences ■  —■, 

a  a 

a"— a'. 

Appelons  oHo  et  oTq  les  valeurs  absolues  des  diiré- 
rences  H'|, —  Hj,,  T|,  —  T'^^,  en  sorte  que  l'on  ait 

ir;  =  H'o=h  oHo,      t;  =  t;,  ±  oTo, 

et  écrivons  les  égalités 

3  ,       .  rr 

-  =  Pq{i-\-  m  Lq). 
n 

a  -,^(«0-       "y  „6   i  +  mTo   H-MT»' 

qui  délinissent  les  valeurs  générales  de  -  et  de  a,  la  pre- 
mière nous  donnera  imiiiédiateinent 

■±z  ' !-  =  p',,  c^T,,-^  o.oo  19,555 /7i  oT|,. 

a 

Le   signe  du   preuiicr   membre  étanl    crlui   qui    le   rend 


{  375  ) 
positif,  la  seconde  ou  plutôt  la  suivante 

La  =  L  i  («;2  _  ,)  +  L  ^  -  L(i  -^  mTo)  -  L(i  -i-  MTo), 

qui  s'en  déduit,  en  prenant  les  logarithmes  népériens  de 
ses  deux  membres,  donne 

La"—  La'  =  LH;  —  LH'q  —  [L('i  -4-  mT;  )  —  L(i  -f-  mT;  )] 

-[L(h-mt;)  _l(h-mt'o;)]; 

par  suite,  d'après  le  théorème  connu  sur  les  accroisse- 
ments des  fonctions, 

«"--^'  ^  h;  -  h;     m  (  t;  -  t;  )     m  (  t;  -  t;  ) 

a'"  H™  i^mT;  i -- MT-     ' 

a'"  étant  un  nombre  compris  entre  a'  et  a",  par  consé- 
quent moindi^e  que  la  limite  supérieure  de  a  que  nous 
avons  trouvée  plus  haut  égale  à  o,ooo34532,  H'^'  un 
nombre  compris  entie  H,,  et  Hj,  et,  a  Jbrtiori,  entre 
o,63  et  0,7955  enfin,  T"^  et  T'J'  des  nombres  compris 
entre  T'^  et  T|,  et,  a  fortiori,  entre  —  3o  et  5o,  ce  qui 
donne  \ -\- ni'T'l  compris  entre  0,88987  et  1,1 836,  et 
I  H- MT'J  compris  entre  0,99463  et  1,00895;  de  là  on 
conclut 

:zr(a  —a     <  o,ooo3i539.     — —  H — -—  -^ , 

Vo,G.i        o.SSfj^-;        0,9.9463/ 

le  signe  du  premier  membre  étant  celui  qui  le  rend 
positif. 

Connaissant  une    limite  supérieure  de  chacune   des 

différences  a" — a',  ~ — -,  prise  en  valeur  absolue,   il 

(t         a     ^ 

suffit  de  les  associ(;r  avec  les  valeurs  maxima  de 


6 '(8000 


a".  -„  (pii  sont  respectivement  9,06765.  (),ooo34532,  75" 


(  ^7^^  ) 
et  l'on  trouve  pour  la  limite  de  l'erreur  o" 


206265.0,00034^32  i  o ,00034532 

cos3o°  /  oHo  7?i  oTo  M  oTo  \ 

pç,5.2- 50  \  o,63        0,88987    '    0,99463/ 


X  tanj 


lang-o" 


-f-  206265.0,00034532  X    :, r-    m.  oTq 

cos^  75° 
OU,  pour  abrégei-, 

\o,63        0,88987        0,99463/ 

en  posant 

,.  ^~  n    --,      I  ^,-0      tang7.5°  cos3o°       „ 

20626*). o, ooo3f'532  •- o,oooi4jj2 — — =  r, 

'  2  COS^yS" 

I  a  ni;  "75° 

206265.0,00034532 '——  :=  Q. 

cos'^70 

Mais  si  dans  P  on  remplace  206265  par  3.206265  et 
^0,00034532  par  io, 00004532,  la  plupart  des  facteurs 
qui  entreront,  soit  dans  P,  soit  dans  Q,  seront  compris 
parmi  les  nombres  qui  ont  déjà  ligure  dans  les  calculs 
numériques  du  paragraphe  précédent,  sous  la  dénomina- 
tion de  -^  4' 000^  ^  '  pj^  ^^  dont  les  lo^aritlimes  sont 
tl  ^  6     apo  ° 

respectivement 

5,790470.     4, 5382163,     5,7600756,     3,0988168; 
cjuanl  aux  facteurs 

tan<r75°        tan£r75°cos3o°  „   ., 

2.^,      ^— z )      20626-). 

cos"^  70"  cos-7')° 

dont  il    n'a  pas  encore  été  question,  on  trouve  sur-le- 
champ, 

L.lang-S"  <  0,5-19467, 

L.cosyS"  <  1,4129961, 

L.cos3o°  <  1,9375307, 

tang75°  ,         ,^  ^ 

^  tang75°cos3o°    ,        g3^gg^^ 

L .  206265         <  5 , 3 1 44 1 ''O ; 


(  ^-7  ) 
donc  on  a 

L.P  <  2,3297633  H-  j, 7600756  +  1 ,6834861  =T,77332'jo, 
L.Q  <  5,3144130  -h  4, 538-2163 

-^  3,0988168  -+- 1 ,7459554  =  0,6974142. 

Les  calculs  qui  précèdent  font  connaître  par  leurs 
logarithmes  des  nombres  respectivement  supérieurs 
aux  valeurs  des  coefficients  numériques  P  et  Q.  iMais 
la  connaissance  de  ces  nombres  ne  suffit  pas  pour 
donner  immédiatement  la  valeur  limite  de  0'",  ce  qui 
est  le  seul  résultat  utile.  Cela  tient  à  ce  que  0"' dépend 
des  dillërences  oHo  et  oTq  dont  on  n'a  pas  encore  fixé 
les  valeurs  et  que  l'on  sait  seulement  devoir  être  assez 
petites  pour  que  0'",  qui  en  est  une  fonction  linéaire  et 
homogène,  soit  de  l'ordre  des  grandeurs  négligeables,  et 
en  même  temps  assez  grandes  pour  qu'on  n'ait  à  consi- 
dérer (ju'un  petit  nombre  de  groupes  de  deux  états 
atmosphériques  répondant  aux  valeurs  H^p  T,,  et  H'^, 
T'ô  de  Ho,  Tq. 

Or,  après  quelques  tâtonnements  qui  se  présentent 
d'ailleurs  d'eux-mêmes,  on  reconnaît  que  le  but  est 
atteint  en  posant 

oHo  <  o ,  76  —  o ,  63  =  o ,  1 3  >>  o ,  789  —  o ,  76 

et,  en  même  temps, 

oTo^2o''. 

En  effet,  711  et  M  étant  respectivement  moindres  que 
0,003671  et  0,000179,  nous  aurons 

oHo    ,  i3  ^_,  7? 342 

-Tf— <  ?^  <  o 5^0635,         /n  olo< 0,07342  =  ^^-^-—-, 
lio         oi  10- 

moTo  7,342  M  oTo         o,oo358o  _        3,58 


0,88987  ^8,8987.10'         o, 99463  ^   o,99463        9,9463. lo^ 
Ann.  de  Mathémat.,  y-  série,  t.  VI.  (Décembre  1887.)        ^^ 


(  ^78  ) 
d'où 


L  -^  <  L .  ■! ,  o365  —  I  <  T ,  3 1 46046, 
L .  m  oTo  <  L .  7 ,  342  —  9.  <  2 ,8658 1 45, 
^<L.7,342-L.8,8987-i 

<  o, 8658 145  —  0,9493265  —  I  =  2,9164880, 

— •<L.3,58  —  L.  9, 9463  —  2 

<  o, 553883 1  —  0,9976615  —  2  =  3  ,5562216, 


pui 


Ho  Ho 


<  1 ,773325o  -4-  1 ,3146046  =  1,0879296, 
d'où 


Pui' 


P-n-  <  0,12245. 
Ho 


^   p    m  oTo    ^  j    p    ,    j     "^  ^^0 


0,88987  0,88987 

<T, 7733250  -4-  2,9164880  =  2,6898130, 
d'où 

moTo       .        ,„   . 

P^;88P7<'''^^9'"- 

Puis 

L.pi!i2^=L.P  +  Li'% 
o, 99463       ^  0,99463 

<T,773325o  -h  3,5562216  =  3,3295468, 

d'où 

M5To 

P 7^  <  o, 0021358. 

o, 99463 

Puis 

L.Q/noTo=  L.Q-i-L/n  oTq 

<  0,6974142  -^2,8658I45  =7,5632287. 
d'où 

Q  woTo<  0,36579 ; 
et  enfin 

o"'<  o,  12245  -\-  0,048957  H-  o,oo2i358-T-  0,36579. 


(  379  ) 
Cette  erreur  ajoutée  à  celle  qui  a  été  déjà  commise  en 
prenant  /•  au  lieu  de  R  et  que  l'on  sait  être  moindre 
que  0,37328  donne  0,91256,  c'est-à-dire  une  quantité 
inférieure  à  i"  d'angle;  nous  conviendrons  de  regarder 
cette  erreur  totale  comme  une  quantité  négligeable, 
quoiqu'elle  soit  sensiblement  supérieure  aux  erreurs  des 
observations  actuelles.  Cela  posé,  voici  la  marche  qu'il 
convient  de  suivre  pour  obtenir  la  réfraction  correspon- 
dant à  un  état  atmosphérique  quelconque  que  nous  re- 
garderons comme  celui  auquel  se  rapportent  les  valeurs 
Hq,  TJ,  de  Hq,  Tq.  Considérons  les  trois  états  atmosphé- 
riques que  nous  di^^eWevons  fondamentaux  et  pour  les- 
quels ou  a  respectivement 


Ho=  0,76, 

To  =  - 

-  So"; 

Ho=  0,76, 

To  = 

10"; 

Ho  =  o,76, 

To  = 

5o°, 

et  évaluons  directement  la  réfraction  /•  relative  à  chacun 
d'eux  au  moyen  de  Ja  formule  générale 

648000  r         a        3        /a        3\  ,1 

r  = ■  a  tangs^     i -^  i tang2^^    . 

7z  L         1        a       ^,1        a  I  J 

Regardons  ensuite  successivement  chacun  de  ces  trois 
états  atmosphériques  comme  étant  celui  qui  a  été  défini 
plus  haut  par  les  valeurs  H„,  T„  de  Ho  et  de  ïo-  Si  l'on 
choisit  le  premier,  on  voit  que  la  réfraction  cherchée  /" 
pourra  être  calculée  par  la  formule 

„        ,  ,    H'ô     I  —  3o77i   I  —  3oI\I 

'  0,76  i-T-/?iT'g   1 -T- MT 0 

toutes  les  fois  queT„  sera  compris  entre  —  3o  et  —  10, 
H'^  étant  d'ailleurs  quelconque  ou  plutôt  compris  entre 
o,63  et  0,789,  car  les  différences  H^ — H'^  et  T^ — T'^ 
satisferont  bien  aux  conditions 

±:(h; -  h;  1=  aHo<  o, is,      ±( t;  -  t;  >  =  ôTo<  20. 


(  o8o  ) 
Si  l'on  choisit  le  second  état  atmosphérique,  on  aura 


H'J,      I  -+-  lo/n    1  H-  ioI\I 


0,76  n- mT'o    1 -h  IMT'Ô 

pourvu  que  T^  soit  compris  entre  — 10  et  -h  3o. 

Enfin,  si  l'on  choisit  le  troisième  état  atmosphérique, 
celui  pour  lequel  on  a  T,,  =  5o,  on  aura 

,    H'n     i-;-5o»i    i-f-5oM 


0,76   i-^mT'„    1 -4- MT'o 

pourvu  que  T^  soit  compris  entre  3o°  et  5o". 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  valeur  de  T^  entre  —  3o 
et  5o  et  la  valeur  de  H|,  entre  o,63  et  0,789,  la  réfrac- 
tion cherchée  /"  pourra  être  calculée  au  moyen  de  la 
formule 

,."^  ,,'  ^io    i  +  ^»T;    I  -i-  AIT',,  ^ 
H„   i-f-mTÔ    I -T- IMT'Ô 

el  le  résultat  sera  obtenu  à  moins  d'une  seconde  près 
en  plus  ou  en  moins. 


SOLUTION  GEOMETRIQUE  DE  LA  QUESTION  lo26; 

Par  m.  a.  DROZ, 

Professeur  à  l'École  cantonale  de  Porrentruy 


Considérons  un  parallélof^ramme  ABCD  et  une 
droite  MM'  quelconque  de  son  plan.  Il  existe  deux  co- 
niques circonscrites  nu  parallélogramme  et  tangentes 
à  la  droite  MM'.  Soit  O  le  vnlieu  du  segment  déter- 
tuiné  sur  cette  droite  par  les  deux  points  de  contact. 
Il  existe,  en  outre ,  une  conique  inscrite  dans  le  pa- 
rallélogramme et  tangente  à  la  droite  MM'.  Soit  O' 


(  5Bi   ) 
son  point  de  contact  avec  cette  droite.   Les  points  O 
et  O'  coïncident.  (H.  A>r)OYER.) 

On  sait  que  toules  les  coniques  circonscrites  à  un  qua- 
drilatère ABCD  coupent  une  droite  quelconque  de  leur 
plan  suivant  un  système  involutif.  L'involutiou  est  dé- 
terminée par  les  paires  de  points  ay/  et  ^|j',  où  la 
droite  ÏNIM'  coupe  les  coniques  dégénérées  AB  et  CD, 
BC  et  AD  du  faisceau. 

Les  points  doubles  de  l'involution  sont  les  points  de 
contact  des  deux  coniques  du  faisceau  qui  sont  tan- 
gentes à  MM'.  Ces  points  peuvent  être  imaginaires,  mais 
le  point  milieu  O  du  segment  compris  entre  ces  points 
est  toujours  réel.  C'est  le  point  central  de  l'involution; 
il  est  déterminé  par  la  relation 

Oa.Oa'=  O^.Op'. 

D'autre  part,  il  est  facile  d'obtenir  le  point  de  con- 
tact O'  en  considérant  MM'  comme  deux  tangentes  coïn- 
cidentes d'un  hexagone  de  Brianclion  dont  les  quatre 
autres  côtés  seraient  les  côtés  du  parallélogramme. 
Par  |3,  on  mène  une  parallèle  à  AB ,  et  par  a'  une 
parallèle  à  AD.  Ces  deux  droites  se  coupent  en  I.  La 
droite  AI  rencontre  MM'  au  point  de  contact  clierclié  O'. 

Or,  par  raison  de  parallélisme,  on  a 

07  _  (y]_  _  ov 

O'a  ~  O'A  ~  0',3'' 
d'où 

0'a.O'a'=0'^.0'?'. 

Les  points  O  et  O'  doivent  donc  coïncider. 


(  ^'^82  ) 

S0LITI0\  DE  LA  QIESTIOX  lo65; 
Par  m.  E.  LEMOINE. 


Les  points  de  Brocard  et  le  point  de  Steiner  sont 
sur  une  hyperbole  circonscrite  au  triangle  fonda- 
mental. (E.  Cesaro.) 

L'équation  de  l'hyperbole  circonscrite  au  triangle  ABC 
et  qui  passe  par  les  points  Je  Brocard  est,  en  coordon- 
nées normales  homogènes, 

c'^b- — a'*        a'^c'^ — b'*        a-b"^ — c'* 

ainsi  que  nous  l'avons  montré  (^Alathésis,  p.  loy  ;  i885). 
Elle   est   satisfaite   si   l'on   y   remplace   a,    [3,   y  par 

-— —,   y-— —,  — — ; j— -j  coordonnées  du  point 

a{b^—c^)     b{c^—a-^)    c^a'^—b-^)  ^ 

de  Steiner.  c.  q.  f.  d. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


1571.  C^,  désignant  le  nombre  des  combinaisons 
de  ni  lettres  p  à  /?,  démontrer  la  formule 

(Pellerik.) 

1572.  TP  et  TQ  sont  des  tangentes  à  une  parabole  de 
foyer  S;  la  droite  TS  rencontre  le  cercle  en  un  point  L; 
prouver,  par  la  Géométrie  pure,  que  TS  =  SL. 

(R.-W.  Geivèse.) 


(  583  ) 
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